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7 
Distance 

距离 
人是万物的尺度 

 

 

两点之间最短的路径是一条线段。 

The shortest path between two points is a straight line. 

—— 阿基米德 (Archimedes)  |  古希腊数学家、物理学家  |  287 ~ 212 BC 

 

 

◄ matplotlib.pyplot.axhline() 绘制水平线 

◄ matplotlib.pyplot.axvline() 绘制竖直线 

◄ matplotlib.pyplot.contour() 绘制等高线图 

◄ matplotlib.pyplot.contourf() 绘制填充等高线图 

◄ np.abs() 计算绝对值 

◄ numpy.meshgrid() 获得网格化数据 

◄ plot_wireframe() 绘制三维单色线框图 

◄ sympy.abc() 引入符号变量 

◄ sympy.lambdify() 将符号表达式转化为函数 

◄ scipy.spatial.distance.mahalanobis() 计算欧氏距离 
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7.1 距离：未必是两点间最短线段 

阿基米德说“两点之间最短的路径是一条线段”，这个道理看似再简单不过。扔个肉包子给

狗，狗会径直冲向包子。它应该不会拐几个弯，跑出优美曲线给你看。 

但是，哪怕最基本的生活经验也会告诉我们，两点之间最短的路径不能简单地用两点线段来

描述。图 1和图 2所示的四个路径规划就很好地说明这一点。 

如果城市街区以正方形方格规划，如图 1 (a) 所示，从 A 点到 B 点，有很多路径可以选择。但

是不管怎么选择路径，会发现这些路径都是由横平竖直的线段组合而成，而不是简单的“两点一

线”。 

图 1 (b) 所示，若城市的街区都是整齐的平行四边形，那么从 A 点到 B 点的路径就要依照四边

形边的走势来规划。尽管如此，规划得到的路径依然是直线段的组合。 

 

A

B

B

A

(a) (b)

 

图 1. 两种直线段路径规划 

 

有些城市街区的布置类似极坐标，呈现放射性网状。如图 2 (a)，从 A 点到 B 点的路径，便是

直线段和弧线段的结合。 

更常见的情况是，路径可能是由不规则曲线、折线构造得到。如图 2 (b) 所示，从 A 点到 B

点，别无选择只能按照一段自由曲线行走。 

上述路径规划还是在平面上，这都是理想化的情况。实际情况中度量“距离”要复杂得多。如图 

3所示，计算地球上相隔很远的两个大陆上两点的距离要考虑的是一段弧线的长度。 

让我们再增加一些复杂性，考虑山势起伏，具体如图 4所示。这时，规划 A 点到 B 点的路径

难度进一步提高。 
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图 2. 两种非线性路径规划 

A

B

 

图 3. 地球表面两点距离 

A

B
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图 4. 考虑山势起伏的路径规划 

 

此外，计算距离时还可以考虑数据的分布因素，得到的距离即所谓的统计距离 (statistical 

distance)。 

如图 5所示，A、B、C 和 D 四点和 Q 点的直线距离相同。这个距离又叫欧几里得距离或欧氏

距离。图 5中蓝色散点代表样本数据的分布，考虑数据分布“紧密”情况，不难判断 C 点距离 Q 最

近，而 D 距离 Q 最远。 

也就是说，地理上的相近，不代表关系的紧密——相隔万里的好友，近在咫尺的路人。 
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图 5. 考虑数据分布的距离度量 

 

“距离”在数据科学和机器学习中非常重要。本章先从最简单的两点直线距离入手和大家探讨

距离这个话题。本系列丛书后续会不断扩展丰富“距离”这个概念。 

 

7.2 欧氏距离：两点间最短线段 

两点之间线段长度叫做欧几里得距离 (Euclidean distance)，或欧氏距离，它是最简单的距离度

量。 

本书前文讲过的绝对值实际上就是一维数轴上的两点距离。如图 6所示，一维数轴上有 A 和 B

两点，它们的坐标值分别为 xA和 xB。A 和 B 两点欧氏距离就是 xA和 xB之差的绝对值： 
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 ( )dist , A BA B x x= −  (1) 

 

210 1 2 3 3

A B

| xA   xB | 

 

图 6. 实数轴上 A 和 B 距离 

二维平面 

平面直角坐标系中两点 A (xA, yA) 和 B (xB, yB) 的欧氏距离就是 AB 线段的长度，可以通过如下

公式求得： 

 
( )

( ) ( )

2 2

2 2

dist , A B A B

A B A B

A B x x y y

x x y y

= − + −

= − + −

 (2) 

上式用到的数学工具就是勾股定理。如图 7所示，直角三角形的两个直角边边长为 A Bx x−  

和 A By y− 。利用矩阵乘法，(2) 可以写成： 

 ( )  dist ,
A B

A B A B

A B

x x
A B x x y y

y y

− 
= − −  

− 
 (3) 
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图 7. 平面直角坐标系，两点之间距离 

A 和 B 点连线的中点 (midpoint) M 的坐标为： 
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 ,
2 2

A B A Bx x y y
M

+ + 
=  
 

 (4) 

 

 

Bk3_Ch7_01.py 绘制图 7。 

 

三维空间 

类似地，三维直角坐标系中两点 A (xA, yA, zA) 和 B (xB, yB, zB) 的距离可以通过如下公式求得： 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

dist , A B A B A BA B x x y y z z= − + − + −  (5) 

图 8给出一个计算三维空间两点欧氏距离的例子。容易发现，计算过程两次使用勾股定理。 
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图 8. 三维直角坐标系，两点之间距离 

我们也可以把 (5) 推广到多维。D 维空间两点 A (x1,A, x2,A, …, xD,A) 和 B (x1,B, x2,B, …, xD,B) 的距

离可以通过如下公式求得： 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

1, 1, 2, 2, , ,dist , A B A B D A D BA B x x x x x x= − + − + + −  (6) 

同样利用矩阵乘法，(6) 可以写成： 

 ( )

1, 1,

2, 2,

1, 1, 2, 2, , ,

, ,

dist ,

A B

A B

A B A B D A D B

D A D B

x x

x x
A B x x x x x x

x x

− 
 

−  = − − −   
 

−  

 (7) 
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对比 (5) 和 (7)，大家已经明白，为什么我们要用 x 加下角标作为变量，因为变量真的不够

用。(x, y, z) 中利用了三个字母代表变量，如果空间的维度为 100 维，英文字母显然都不够用。采

用“变量 + 下角标索引”这种方式，100 维空间坐标可以轻松写成 (x1, x2, x3, …, x100)。 

 

Bk3_Ch7_02.py 绘制图 8。 

 

成对距离 

在数据科学和机器学习实践中，我们经常遇到如图 9所示这种多点成对距离 (pairwise distance) 

的情况。在图 9这个平面上，一共有 12 个点。而这 12 点一共可以构造得到 66 ( 2

12C ) 个两点距离。 

用什么结构存储、运算及展示这些距离值，成了一个问题。 

这时，矩阵就可以派上大用场！ 
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图 9. 平面上 12个点，成对距离 

 

如图 10所示，矩阵的形状为 12 × 12，即 12 行、12 列。矩阵的主对角线元素都是 0，这是某

点和自身的距离，矩阵非主对角线元素则代表成对距离。 
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很容易发现，这个矩阵关于主对角线对称。也就是说，我们只需要主对角线斜下方的 66 个元

素，或者主对角线斜上方的 66 元素。这 66 个元素涵盖了我们要保存的所有两点距离。 

 

A

B

C

D

E

F

G

H

I

J

K

L

A B C D E F G H I J K L
 

图 10. 成对距离矩阵 

 

下三角矩阵、上三角矩阵 

多讲一点，提取类似图 10方阵中主对角线及其左下方元素，它们单独构成的矩阵叫做下三角

矩阵 (lower triangular matrix) L。 

而主对角线和其右上方元素单独构成的矩阵叫做上三角矩阵 (upper triangular matrix) R，其余

元素为 0。图 11给出下三角矩阵和上三角矩阵的示意图。下三角矩阵 L 转置得到的 LT便是上三角

矩阵 R。 

注意，图 10中绿色方框之外代表的元素均为 0。 

 

L (RT) L
T (R)

D × D D × D  

图 11. 下三角矩阵和上三角矩阵 
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Bk3_Ch7_03.py 计算成对距离，并且绘制图 9 和图 10。 

 

机器学习很多算法中常常用到亲近度 (affinity)，亲近度和距离正好相反。两点距离越远，两

者亲近度越低；而当它们距离越近，亲近度则越高。 

我们假设亲近度的取值在 [0, 1] 这个区间。1 代表两点重合，也就是距离为 0，亲近度最大；

亲近度为 0 代表两点相距无穷远。 

摆在我们面前的一个数学问题就是，如何把距离转化成亲近度。如图 12 所示，我们需要某种

“映射”关系，将“欧氏距离”和“亲密度”一一联系起来。 

自然而然地，我们就会想到代数中的“函数”。函数就是映射，可以完成数据转换。 
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y
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0

 

图 12. 如何设计“欧氏距离”到“亲密度”的映射关系 

 

而众多函数当中，高斯函数便可以胜任这一映射要求。高斯函数的一般解析式为： 

 ( ) ( )2expf d d= −  (8) 

图 13 所示为参数 γ 影响高斯函数右半侧曲线形状。本书后续会介绍高斯函数性质。本系列丛

书在《机器学习》一册会专门介绍“亲近度”这个概念。 



Page 11  |  Chapter 7 距离  |  Book 3《数学要素》  |  鸢尾花书：从加减乘除到机器学习 

本 PDF 文件为作者草稿，发布目的为方便读者在移动终端学习，终稿内容以清华大学出版社纸质出版物为准。 

版权归清华大学出版社所有，请勿商用，引用请注明出处。 

代码及 PDF 文件下载：https://github.com/Visualize-ML 

本书配套微课视频均发布在 B 站——生姜 DrGinger：https://space.bilibili.com/513194466 

欢迎大家批评指教，本书专属邮箱：jiang.visualize.ml@gmail.com 

A
ff

in
it

y

Euclidean distance, d

1

0
0

 

图 13. 参数 γ影响高斯函数右半侧曲线形状 

 

7.3 点到直线的距离 

给定平面上一条直线 l: ax + by + c = 0，直线外一点 A (xA, yA) 到该直线的距离为： 

 ( )
2 2

dist ,
A Aax by c

A l
a b

+ +
=

+
 (9) 

直线 l 上距离 A 最近点的坐标为 H (xH, yH)： 

 

( )

( )

2 2

2 2

A A

H

A A

H

b bx ay ac
x

a b

a bx ay bc
y

a b

− −
=

+

− + −
=

+

 (10) 

A 和 H 的连线得到 AH 线段长度就是 (9)。 

特别地，当 a = 0 时，直线 l 为水平线。A (xA, yA) 到该直线的距离为： 

 ( )dist ,
Aby c

A l
b

+
=  (11) 

当 b = 0 时，直线 l 为竖直线。A (xA, yA) 到该直线的距离为： 

 ( )dist ,
Aax c

A l
a

+
=  (12) 

举个例子，图 14 给定直线 x – 2y – 4 = 0，A (−4, 6) 到直线距离最近点为 H (0, −2)。大家可以

自己算一下，A 到直线的距离为 8.944。 
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图 14. 平面直角坐标系，点到直线距离 

 

 

Bk3_Ch7_04.py 计算点 A 到直线距离，并绘制图 14。 

 

平行线间距离 

给定如下两条平行线 l1和 l1对应解析式： 

 
1

2

0

0

ax by c

ax by c

+ + =


+ + =
 (13) 

其中，c1 ≠ c2。 

这两条平行线的距离为： 

 ( ) 1 2

1 2
2 2

dist ,
c c

l l
a b

−
=

+
 (14) 

在本系列丛书《矩阵力量》一册，我们会利用线性代数运算工具来求解点到直线距离，

及两条平行线之间的距离。 

 

距离也可以有“正负” 

本章前文介绍的距离都是“非负值”；但是，在机器学习算法中，我们经常会给距离度量加个

正负号。下面举几个例子。 
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如图 15所示，在数轴上，以 Q 点作为比较的基准点，距离 AQ 和 BQ 的定义分别为： 

 
( )

( )

dist ,

dist ,

A Q

B Q

A Q x x

B Q x x

= −

= −
 (15) 

 

A BQ

xA   xQ xB   xQ

x < xQ, x   xQ < 0 x > xQ, x   xQ > 0

 

图 15. 一维数轴上距离的正负 

 

将上两式中绝对值去掉，得到： 

 
( )

( )

dist ,

dist ,

A Q

B Q

A Q x x

B Q x x

= −

= −
 (16) 

图 15中，A 在 Q 的左边，因此 xA – xQ < 0，也就是距离为“负”；而 B 在 Q 的右边，因此 xB – 

xQ > 0，也就是距离为“正”。 

距离的绝对值告诉我们两点的远近，距离的“正负”符号多了相对位置这层信息。 

上一章介绍的不等式有划定区域作用。也就是说，(16) 这种含“正负”的距离把不等式“区域”这

层信息也囊括进来。 

同理，将 (9) 分子上的绝对值符号去掉，点 A 和直线 l 的距离为： 

 ( )
2 2

dist , A Aax by c
A l

a b

+ +
=

+
 (17) 

以图 16为例，图中直线 l 的解析式为 x + y – 1 = 0；这条直线把平面直角坐标系划分成两个区

域——x + y – 1 > 0 (暖色背景) 和 x + y – 1 < 0 (冷色背景)。 

根据 (17)，计算 A 和 B 点到直线 l 的含“正负”距离分别为： 

 ( ) ( )
3 5

dist , ,    dist ,
2 2

A l B l
−

= =  (18) 

根据距离的“正负”符号，可以判断 A 点在 x + y – 1 > 0 这个区域，B 点在 x + y – 1 < 0 这个区

域。请大家思考去掉 (14) 分子中绝对值符号后，两条平行线距离分别为正负值所代表的几何含

义。 
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图 16. 点到直线距离的正负 

 

 

支持向量机 (Support Vector Machine, SVM) 是非常经典的机器学习算法之一。支持向量机既

可以用来分类，也可以用来处理回归问题。图 17 所示为支持向量机核心思路。 

如图 17 所示，一片湖面左右散布着蓝色 ● 红色 ● 礁石，游戏规则是，皮划艇以直线路径穿

越水道，保证船身恰好紧贴礁石。寻找一条直线路径，让该路径通过的皮划艇宽度最大，也就是

图 17 中两条虚线之间宽度最大。这个宽度叫做间隔 (margin)。 

图 17 (b) 中加黑圈 ○ 的五个点，就是所谓的支持向量 (support vector)。图 17 中深蓝色线就是

水道，叫做决策边界 (decision boundary)。决策边界将标签分别为蓝色 ● 红色 ● 数据点“一分为

二”，也就是分类。 

很明显，图 17 (b) 中规划的路径好于图 17 (a)，因为图 17 (b) 水道间隔明显更宽。而本节介绍

的“距离”这个概念在支持向量机算法中扮演重要角色。 
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(a) (b)
  Class 1, C1         Class 2, C2

 

图 17. 支持向量机原理 

 

如图 18 所示，计算“支持向量”A、B、C、D、E 和“决策边界”的距离，用到的就是本节

讲到的“点到直线距离”；计算 l1和 l2“间隔”宽度用到的是“平行线间距离” 

而图 18 中暖色和冷色两个区域就是通过不等式划定的区域。暖色区域的样本点分类为红色 

●，即 C1；冷色区域的样本点分类为蓝色 ●，即 C2。 

 

l1

l2

E

D C

B

A

Decision 

boundary

  Class 1, C1         Class 2, C2
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图 18.“距离”在 SVM 算法中扮演的角色 

 

7.4 等距线：换个视角看距离 

任意一点 P (x, y) 距离原点 O (0, 0) 的欧氏距离为 r，对应的解析式为： 

 ( ) 2 2dist ,P O x y r= + =  (19) 

上式左右两侧平方得到下式： 

 2 2 2x y r+ =  (20) 

这样，我们得到一个圆心位于原点、半径为 r 的正圆的解析式。 

利用矩阵乘法，(20) 可以写成： 

   2
x

x y r
y

 
= 

 
 (21) 

构造如下二元函数 f(x, y)： 

 ( ) 2 2,f x y x y= +  (22) 

其中，x 和 y 为自变量。 

图 19所示为 f(x, y) 在三维直角坐标系的曲面形状，这个曲面显然为圆锥。曲面上我们还特地

绘制了等高线 (contour line 或 contour)。上一章介绍过，等高线指的是 f(x, y) 上值相等的相邻各点

所连成的曲线。 
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图 19. 三维直角坐标系，f(x, y) 函数曲面 
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将图 19等高线投影到 xy 平面上，便得到如图 20所示的平面等高线，我们管它叫等距线。图 20

中每条等距线对应的就是 f(x, y) = r 截面图像。观察图 19，很容易发现 r 取不同值时对应一系列同

心圆。也就是说，距离原点 O 的欧氏距离取不同值时，等距线是一系列同心圆。 
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图 20. f(x, y) 函数平面等高线，也就是欧氏距离等距线 

 

再次强调，在机器学习中，欧氏距离是最基础的距离度量。本系列丛书会和大家一起探讨

各种距离度量，每种距离度量都有自己独特的“等距线”。 

表 1总结常见距离度量平面直角坐标系中的等距线形状。鉴于“距离”的多样性，没有特别说明

的话，本书中的“距离”一般指“欧氏距离”。如有必要会专门说明距离度量是哪一种。本系列丛书将

一一揭开表 1距离度量的面纱。 

 

表 1. 常见距离定义及等距线形状 

距离度量 平面直角坐标系中等距线形状 

欧氏距离  

(Euclidean distance) 
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标准化欧氏距离  

(standardized Euclidean distance) 

 

马氏距离 (Mahalanobis distance) 

 

城市街区距离 (city block distance) 

 

切比雪夫距离 (Chebyshev distance) 

 

闵氏距离 (Minkowski distance) 

... ... ...
 

 

 

Bk3_Ch7_05.py 绘制图 19和图 20。请大家修改代码绘制 f(x, y) = x2 + y2这个函数的曲面三维

等高线和平面等高线图。 

 

7.5 距离间的量化关系 

在平面直角坐标系，给定 A 和 B 两点，任意一点 P 到点 A 和点 B 的距离分别为 AP 和 BP。本

节讨论 AP 和 BP 之间存在的一些常见量化关系，以及对应 P 的运动轨迹。这一节同时也引出本书

下两章有关圆锥曲线的内容。 
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中垂线 

如果，AP 和 BP 等距，得到的是 A 和 B 两点的中垂线： 

 AP BP=  (23) 

如图 21所示，A 和 B 两点的中垂线垂直于 AB 线段，并且将 AB 等分。图 21中的两组等高线，

对应的是到 A 和 B 两点等距线，相同颜色代表相同距离。相同颜色等距线的交点显然都在中垂线

上。 
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图 21. A 和 B 的中垂线 

 

双曲线 

再看一种情况，AP 和 BP 之差为定值： 

 AP BP c− =  (24) 

比如，AP 比 BP 长 3，即： 

 3AP BP− =  (25) 

如图 22所示，我们发现满足 (25) 这种数值关系的 P 构成了一条双曲线 (hyperbola)。双曲线等

圆锥曲线 (conic section) 是本书下两章要介绍的重要内容。 
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图 22. AP – BP = 3距离关系构成双曲线左下方一条 

 

将 (25) 中的 3 变成−3，也就是说 AP 比 BP 短 3，对应如下等式： 

 3AP BP− = −  (26) 

图 23给出的是 (26) 对应的图像，这时候 P 的轨迹是双曲线右上方那一条。图 22和图 23构成一

对完整的双曲线。 
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图 23. BP – AP = 3距离关系构成双曲线右上方一条 

 

正圆 

若线段 AP 和 BP 满足倍数关系： 
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 AP c BP=   (27) 

举个例子，AP 是 BP 的两倍： 

 2AP BP=  (28) 

如图 24所示，(28) 中 P 轨迹对应的是正圆。有兴趣的读者可以推导这个正圆的解析式。 
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图 24. AP = 2BP 距离关系构成正圆 

 

椭圆 

再看一种情况，AP 和 BP 之和为定值，即： 

 AP BP c+ =  (29) 

举个例子，AP 和 BP 之和为 8： 

 8AP BP+ =  (30) 

(30) 中 P 对应的轨迹为一个椭圆 (ellipse)，如图 25所示。 
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图 25. AP + BP = 8距离关系构成椭圆 

 

 

Bk3_Ch7_06.py 绘制图 21 ~ 图 25。 

 

 

我们把 Bk3_Ch7_06.py 转化成了展示不同平面形状的 App，请大家参考代码文件

Streamlit_Bk3_Ch7_06.py。 

 

 

本章主要介绍了和欧氏距离相关的数学工具，也特别强调欧氏距离仅仅是众多距离度量之

一。为了更好理解其他距离度量的概念和应用场合，需要大家具备解析几何、线性代数、统计学

等知识。随着大家掌握更多数学工具，本系列丛书将慢慢揭开各种距离度量的面纱，以及它们在

数据科学、机器学习中的重要作用。 


