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24 
Data Matrix Decomposition 

数据分解 
从几何、空间、优化、统计视角解读 

 

 

你不能教任何人任何东西，你只能帮助他在自己身上发现它。 

You cannot teach a man anything; you can only help him discover it in himself. 

—— 伽利略·伽利莱 (Galilei Galileo)  |  意大利物理学家、数学家及哲学家  |  1564 ~ 1642 

 

 

◄ numpy.average() 计算平均值 

◄ numpy.corrcoef() 计算数据的相关性系数 

◄ numpy.cov() 计算协方差矩阵 

◄ numpy.diag() 如果 A 为方阵，numpy.diag(A) 函数提取对角线元素，以向量形式输入结果；如果 a 为向

量，numpy.diag(a) 函数将向量展开成方阵，方阵对角线元素为 a 向量元素 

◄ numpy.linalg.cholesky() Cholesky 分解 

◄ numpy.linalg.eig() 特征值分解 

◄ numpy.linalg.inv() 矩阵求逆 

◄ numpy.linalg.norm() 计算范数 

◄ numpy.linalg.svd() 奇异值分解 

◄ numpy.ones() 创建全 1 向量或矩阵 

◄ numpy.sqrt() 计算平方根 

 



Page 2  |  Chapter 24 数据分解  |  Book 4《矩阵力量》  |  鸢尾花书：从加减乘除到机器学习 

本 PDF 文件为作者草稿，发布目的为方便读者在移动终端学习，终稿内容以清华大学出版社纸质出版物为准。 

版权归清华大学出版社所有，请勿商用，引用请注明出处。 

代码及 PDF 文件下载：https://github.com/Visualize-ML 

本书配套微课视频均发布在 B 站——生姜 DrGinger：https://space.bilibili.com/513194466 

欢迎大家批评指教，本书专属邮箱：jiang.visualize.ml@gmail.com 

 

 

 

四种分解

QR分解

Cholesky分解

特征值分解

SVD分解

六种矩阵 n × D

原始数据 X 

中心化数据 Xc

标准化数据  ZX 

格拉姆矩阵 G

协方差矩阵 Σ 

相关性系数矩阵 P

矩阵和矩阵分解关系

数据分解

D × D
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24.1 为什么要分解矩阵？ 

QR 分解、Cholesky 分解、特征值分解、SVD 分解，这四种常用的分解的目的是什么？ 

它们分解的对象是什么？有何限制？ 

分解结果是什么？有何特殊性质？ 

矩阵分解之间有哪些区别和联系？ 

灵魂拷问来了——我们到底为什么需要分解矩阵？ 

大家可能会反问，前文学都学完了，现在才问是不是太晚了？ 

一点也不晚！矩阵分解是线性代数的核心中的核心，现在正是时候结合数据、几何、空间、

优化、统计等视角总结这四种矩阵分解的最佳时机。 

 

总结和比较 

表 1比较四种常用矩阵分解，请大家快速浏览这个表格，然后开始本章的学习。也请大家在

完成本章内容学习后，回头仔细再看一遍表格内容。如果对任何矩阵分解细节感到生疏的话，请

翻看本书前文对应内容。 

再次强调，准确来说，表 1中 V 和 U 是正交矩阵且行列式为 1 时，V 和 U 才是旋转矩阵，对

应的几何操作才是纯粹的旋转。 

 

表 1. 四种常用矩阵分解 

矩阵分解 QR 分解 Cholesky 分解 特征值分解 SVD 分解 

前提 任何实数矩阵都可以

QR 分解 

正定矩阵才能

Cholesky 分解 

可对角化矩阵才能进行

特征值分解 

任何实数矩阵都可以 SVD

分解 

示意图 A Q R= @

 

A R
T

R= @

 

A V Λ V 1= @ @

 

A U S V
T

= @ @

 

公式 A = QR A = RTR 

A = LLT 

A = VΛV−1 

A = VΛVT 

(A 为对称方阵时，其特

征值分解又叫谱分解) 

A = USVT 

(注意 V 的转置运算) 

结果 Q 是正交矩阵 (完全型

分解)，意味着 Q是规

范正交基 

R 是上三角矩阵 

L 为下三角方阵 

R 为上三角方阵 

Λ为对角方阵，对角线

元素为特征值 

V 列向量为特征向量 

如果 A 为对称方阵，V

为正交矩阵，即满足

VTV = VVT = I 

U 为正交矩阵 (完全型分

解)，它的列向量为左奇异向

量 

S 主对角线元素为奇异值 

V 为正交矩阵 (完全型分

解)，它的列向量为右奇异向

量 

U 和 V 都是规范正交基 
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几何视角 Q 代表旋转 写成 LDLT形式 (L 主

对角线元素为 1) 

L 代表剪切 

D 代表缩放 

V 代表旋转 

Λ代表缩放 

U 代表旋转 

S 代表缩放 

V 代表旋转 

结果唯一？ A 列满秩，且 R 的对角

元素为正实数的情况下

结果唯一 

当限定 R 的对角元素

为正时，分解结果唯

一 

矩阵 V 不唯一 

本书的特征向量都是单

位向量，特征向量一般

差在正负符号上 

矩阵 U和 V 不唯一 

本书左奇异向量、右奇异向

量都是列向量 

特殊类型 完全型 (Q是正交矩阵) 

经济型 (Q是规范正交

基，但不是正交矩阵) 

正定矩阵 

埃尔米特矩阵 (不在

本书讨论范围) 

对称矩阵 

正规矩阵 (不在本书讨

论范围之内) 

完全型 

经济型 

缩略型 

截断型 

向量空间 Q 的列向量为规范正交

基，Q 的第一列向量 q1

是 A 的第一列向量 a1

的单位化 

R 的列向量相当于坐标

值 

如果 A = XTX (即

Gram 矩阵) 正定，对

A 进行 Cholesky 分解

得到上三角矩阵 R，

R 的列向量可以代表

X 列向量 

如果 A 为对称方阵，V

为规范正交基 

如果 A = XTX 且 X 列满

秩，V 是 X 的行空间 

R(X)  

完全型 SVD 分解获得四个

空间：列空间 C(X) 和左零

空间 Null(XT)，行空间 R(X) 

和零空间 Null(X) 

完全型 SVD 分解相当于一

次性完成两个特征值分解 

优化视角   T

T

arg max  

subject to:  1=

v

v Av

v v

或 

T

T
arg max  

x 0

Ax x

x x
 

arg min  

subject to:  1=

v

Av

v
或 

arg min
x 0

Ax

x
 

Numpy 函数 numpy.linalg. 

qr() 

numpy.linalg. 

cholesky() 

numpy.linalg. 

eig() 

numpy.linalg. 

svd() 

本章分解对

象 

原始数据矩阵 X 格拉姆矩阵 G (XTX) 

协方差矩阵 Σ 

相关性系数矩阵 P 

格拉姆矩阵 G (XTX) 

协方差矩阵 Σ 

相关性系数矩阵 P 

原始数据矩阵 X 

中心化数据矩阵 Xc 

标准化数据矩阵 ZX 

本系列丛书

主要应用 

解线性方程组 

最小二乘回归 

施密特正交化 

蒙特卡罗模拟，产生

满足特定协方差矩阵

要求的随机数 

判断正定性 

马尔科夫过程 

主成分分析 

瑞利商 

矩阵范数 

求解伪逆矩阵 

矩阵范数 

最小二乘回归 

主成分分析 

图像压缩 

 

谱分解 ⊂ 特征值分解 ⊂ 奇异值分解 

图 1给出的文氏图为奇异值分解、特征值分解、谱分解之间的集合关系。 

A V Λ V
T= @ @

A is symmetric

A V Λ V
 1= @ @

A is diagonalizable 

A U S VT= @ @

A is any real matrix 

Spectral decomposition

Eigen decomposition

Singular value decomposition
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图 1. 特征值分解、奇异值分解之间的从属关系。 

SVD 分解的对象是一切实数矩阵。特征值分解可以看做是特殊的 SVD 分解。特征值分解的

对象是可对角化矩阵。如果 SVD 分解对象也是可对角化矩阵，其结果等价于特征值分解。注意，

可对角化矩阵是特殊的方阵。 

特别地，对称矩阵的特征值分解叫谱分解。格拉姆矩阵都是对称矩阵，因此格拉姆矩阵的特

征值分解都是谱分解。谱分解得到的 V 是正交矩阵，正交矩阵是“天然”的规范正交基。从几何角

度来看，正交矩阵的作用是“旋转”。本书第 15 章提过，更准确地说，正交矩阵的几何操作是“旋转 

+ 镜像”。只有正交矩阵的行列式值为 1，正交矩阵的作用才是纯粹“旋转”。 

对于 Ax = b，对 A 奇异值分解得到 A = USVT，x = VS−1UTb。VS−1UT就是 A 的摩尔-彭若斯广

义逆 (Moore–Penrose inverse)。注意，S−1的主对角线非零元素为 S 的非零奇异值倒数，S−1其余对

角线元素均为 0。本书第 5 章提到过，numpy.linalg.pinv() 计算摩尔-彭若斯广义逆时，便使用奇异

值分解。这还告诉我们，SVD 分解可以用来求解最小二乘回归问题。 

 

分解对象：数据矩阵，衍生矩阵 

本章用的数据还是大家再熟悉不过的鸢尾花数据集。 

快速回顾一下，如图 2所示，鸢尾花数据矩阵 X 的每一列分别代表鸢尾花的不同特征——花

萼长度 (第 1 列，列向量 x1)、花萼宽度 (第 2 列，列向量 x2)、花瓣长度 (第 3 列，列向量 x3) 和花

瓣宽度 (第 4 列，列向量 x4)。矩阵 X 的每一行代表一朵花的样本数据，每一行数据也是一个向量

——行向量。注意，图 2不考虑鸢尾花分类。 

Index Sepal length Sepal width Petal length Petal width

1 5.1 3.5 1.4 0.2

2 4.9 3 1.4 0.2

3 4.7 3.2 1.3 0.2

4 4.6 3.1 1.5 0.2

5 5 3.6 1.4 0.2

150 5.9 3 5.1 1.8

... ... ... ... ...

Row vector, x
(1)

Column vector, x1  

图 2. 鸢尾花数据集行、列含义 

 

图 3所示为本章矩阵分解对象，它们都衍生自鸢尾花数据矩阵 X。X 为细高长方形矩阵，形状

为 n × D。和本书第 10 章鸢尾花数据矩阵热图相比，图 3中 X 的热图采用不同范围色谱。 
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格拉姆矩阵 G 来自数据矩阵 X，两者关系为 G = XTX。格拉姆矩阵 G 为对称矩阵。一般 G 为

半正定，只有 X 满秩，G 才正定。 

上一章提到，格拉姆矩阵 G 含有 X 列向量模、向量夹角两类重要信息。对于细高的长方形矩

阵 X，第二个格拉姆矩阵 XXT不常用。 

而余弦相似度矩阵 C 仅有 X 列向量两两夹角信息。余弦相似度矩阵 C 也是对称矩阵。余弦相

似度的取值 [−1, 1]，因此不同余弦相似度具有可比性。这一点类似统计中的相关性系数。对 X 列

向量先进行单位化，再求其格拉姆矩阵，得到的就是 C。 

在统计视角下，X 的两个重要信息——质心 E(X) (µX)、协方差矩阵 ΣX (常简写为 Σ)。E(X) 对

应数据质心位置，ΣX描述数据分布。注意，质心 E(X)、协方差矩阵 ΣX仅仅是描述数据矩阵 X 的

统计工具而已，不代表 X 服从多元高斯分布 N(µ, ΣX)。 

值得注意的是，本系列丛书定义 E(X) 为行向量，E(X) 的转置为列向量 µX。 

本章要用到两个和原始数据矩阵形状相同的矩阵——中心化数据矩阵 Xc、标准化数据矩阵

ZX。X、Xc、ZX的形状均为 n × D。 

X 每一列数据分别减去自己的均值便得到中心化数据 Xc，即 Xc = X − E(X)。这个式子用到了

广播原则。请大家回顾如何本书第 22 章有关如何用矩阵运算计算 Xc。 

几何视角，对于 X 来说，它的数据质心位于 µX；而 Xc的质心位于 0。换个角度来看，X 的列

向量起点位于原点；而 Xc列向量的起点相当于移动到了质心，向量终点不动。 

标准化数据 ZX实际上就是 X 的 z 分数。几何视角，从 X 到 ZX经过了平移、缩放两步操作。 

注意，上一章创造了一个概念——标准差向量。标准差向量的模对应标准差大小，两个标

准差向量的夹角余弦值对应相关性系数。 

协方差矩阵 ΣX可以视作 Xc的格拉姆矩阵。值得注意的是，计算 ΣX时使用了缩放系数 1/n (总

体) 或 1/(n − 1) (样本)。 

协方差矩阵 Σ包含两类信息——标准差向量的模 (标准差)、标准差向量两两夹角 (相关性系

数)。 

相关性系数矩阵 P 仅仅含有标准差向量夹角 (相关性系数) 信息。相关性系数矩阵 P 类似余弦

相似度矩阵 C。 

类似协方差矩阵 Σ，计算相关性系数矩阵 P 也使用了缩放系数 1/n (总体) 或 1/(n − 1) (样本)。

相关性系数矩阵 P 就是标准化数据 ZX的协方差矩阵。 

G、C、Σ、P 的形状均为 D × D。 

如果大家对这部分内容感到陌生，请回顾本书第 22章。大家必须对矩阵分解的对象有

充分的认识，才能开始本章后续内容学习。 
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数据的两个视角
行向量 x(i)

列向量 xj

两个方阵

格拉姆矩阵 G

余弦相似度矩阵 C

统计视角

质心 E(X)

中心化数据 Xc 

协方差矩阵 Σ 

相关性系数矩阵 P标准化数据 ZX

X

µX

n × D

n × D

n × D

D × D

D × D

1 × D

D × 1

D × D

D × D

 

图 3. X 衍生得到的几个矩阵 

 

矩阵 + 矩阵分解 

搭配六种不同矩阵 (X、Xc、ZX、G、Σ、P) 和三种矩阵分解 (Cholesky 分解、特征值分解、

SVD 分解)，会碰撞出什么？ 

表 2给出了答案。本章后续内容将主要以表格中内容展开。 

 

表 2. 矩阵和矩阵分解之间的关系 

对象 Cholesky 分解 特征值分解 SVD 分解 

n × D 

X  不适用 不适用 X = UXSXVX
T 

( )Ec = −X X X  不适用 不适用 Xc = UcScVc
T 

( )( )

( )( )
1

2

1

diag diag

E −

=

= −XZ X X S

S Σ

 不适用 不适用 ZX = UZSZVZ
T 
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D × D 

G = XTX 
正定矩阵为前提 

G = RX
TRX 

G = VXΛXVX
T = VXSX

TSXVX
T 

SX来自于 X 的 SVD 分解 G = VXΛXVX
T 

样本：

( )( ) ( )( )
T

T

E E

1

1

c c

n

n

− −

−

=
−

X X X X
Σ =

X X
 

总体：

( )( ) ( )( )
T

T

E E

c c

n

n

− −

=

X X X X
Σ =

X X
 

正定矩阵为前提 

Σ = Rc
TRc 

样本：Σ = VcΛcVc
T = VcSc

TSc/(n − 1)Vc
T 

总体：Σ = VcΛcVc
T = VcSc

TSc/nVc
T 

Sc来自于 Xc的 SVD 分解 

Σ = VcΛcVc
T 

( )( )

1 1

1

2diag diag

− −=

=

P S ΣS

S Σ
 

正定矩阵为前提 

Σ = RZ
TRZ 

样本：P = VZΛZVZ
T = VZSZ

TSZ/(n − 1)VZ
T 

总体：P = VZΛZVZ
T = VZSZ

TSZ/nVZ
T 

SZ来自于 ZX的 SVD 分解 

P = VZΛZVZ
T 

 

 

Bk4_Ch24_01.py 中 Bk4_Ch24_01_A 部分计算得到图 3所有矩阵，请读者根据前文所学

自行绘制本章所有热图。 

 

24.2 QR 分解：获得正交系 

QR 分解不是本章重点，我们仅仅蜻蜓点水回顾一下。 

如图 4所示，对矩阵 X 进行缩略型 QR 分解，得到 Q 和 R。Q 和 X 形状相同，是正交矩阵的

一部分，也就是说 Q 的列向量 [q1, q2, q3, q4] 是规范正交基。[q1, q2, q3, q4] 相当于 [x1, x2, x3, x4] 正

交化的结果。 

 

X

= @

R

x1 x2 x3 x4 q1 q2 q3 q4

Q

r1 r2 r3 r4

r1,1

0

0

0

 

图 4. QR 分解热图 
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如图 5所示，从空间角度来讲，如果 x1、x2、x3、x4线性无关，则 span(x1, x2, x3, x4) = span(q1, 

q2, q3, q4)。 

请大家特别关注如下关系： 

 1 1,1 1r=x q  (1) 

也就是说 x1和 q1平行。取决于 r1,1正负，x1和 q1可以同向或反向。通过 QR 分解完成正交化

相当于“顺藤”(x1 → x2 → x3 → x4) “摸瓜” (q1 → q2 → q3 → q4)。(r1,1 , 0, 0, 0) 是 x1在基底 [q1, q2, q3, 

q4] 的坐标。此外请大家注意，QR 分解和格拉姆-施密特正交化 (Gram–Schmidt process) 之间联

系。 

 

X

x1 x2 x3 x4

0

x1

x2
x3

x4

q1

q2

q4

...

 

图 5. [q1, q2, q3, q4] 是规范正交基 

 

 

Bk4_Ch24_01.py 中 Bk4_Ch24_01_B 部分完成矩阵 X 的 QR 分解。 

 

24.3 Cholesky 分解：找到列向量的坐标 

 

格拉姆矩阵 

数据矩阵 X 的每一列可以看做一个向量，而 Cholesky 分解能够找到它们的坐标。 

注意，这里存在一个前提——X列满秩。只有这样 X的格拉姆矩阵 G才正定，才能进行

Cholesky分解。 

假设 G 正定，对 G 进行 Cholesky 分解： 
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 T=G R R  (2) 

其中，R 为上三角矩阵。(2) 中的 R 不同于上一节 QR 分解的 R。 

 

G = @RT

R

r1 r2 r3 r4

r1
T

r2
T

r4
T

r3
T

 

图 6. 对格拉姆矩阵 G进行 Cholesky 分解矩阵运算热图 

 

如图 6所示，将 R 写成 [r1, r2, …, rD]，(2) 可以写成向量标量积形式，并建立它们和 [x1, x2, …, 

xD] 的联系： 

 

1 1 1 2 1 1 1 1 2 1

2 1 2 2 2 2 1 2 2 2T

1 2 1 2

1 1 1,1 1 2 2,1 1 1,

2 1 1,2 2 2 2,2 2

, , , , , ,

, , , , , ,

, , , , , ,

cos cos cos

cos cos

D D

D D

D D D D D D D D

D D  

 

   
   
   = = =
   
   
      

=

r r r r r r x x x x x x

r r r r r r x x x x x x
G R R

r r r r r r x x x x x x

r r r r r r

r r r r r r 2,

1 1, 2 2, ,

1 1 1,1 1 2 2,1 1 1,

2 1 1,2 2 2 2,2 2 2,

1 1, 2 2, ,

cos

cos cos cos

cos cos cos

cos cos cos

cos cos cos

D D

D D D D D D D D

D D

D D

D D D D D D D D



  

  

  

  

 
 
 
 
 
  

 
 
 =
 
 
  

r r r r r r

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

 (3) 

[r1, r2, …, rD] 的每个列向量的模分别等于 [x1, x2, …, xD] 列向量的模；[r1, r2, …, rD] 中两两向

量夹角等于 [x1, x2, …, xD] 中对应列向量夹角。 

换个角度来看，X 的形状为 n × D，比如 150 × 4。X 的 4 个列向量为 150 维，“装下”这些列向

量我们自然先考虑 150 空间。而 R 的形状为 4 × 4，用 4 空间装下 R 列向量刚刚好。“刚刚好”是

因为 R 满秩。也就是说，我们用 4 空间中的 [r1, r2, r3, r4] 来“代表” 150 空间中的 [x1, x2, x3, x4]。

显然，R 远比 X“小巧”的多。 
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0

r3 (x3)

G

R

r2 (x2)

r1 (x1)

r4 (x4)

r1 r2 r3 r4

 

图 7. [x1, x2, x3, x4] 和 [r1, r2, r3, r4] “等价” 

 

协方差矩阵 

类似地，对协方差矩阵 Σ进行 Cholesky 分解，具体如图 8所示。将 RΣ写成“标准差向量” [σ1, 

σ2, …, σD]，整理得到： 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 2 1

2 1 2

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2T

1 2

2 2

1 2

, , ,

, , , ,

cov , cov , cov ,

cov , cov cov ,

cov , cov , cov, ,, ,

D

D

D D D

D

D

D D DD D

X X X X X X

X X X X X X

X X X X X X

 
 
 
 
 
 

 
 
 = = =
 
 
    

Σ Σ

σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ
Σ R R

σ σ σ σ σ σ

 (4) 

当然，我们也可以对线性相关系数矩阵 P 进行 Cholesky 分解。 

RΣ将会用在蒙特卡洛模拟中，用来生成满足协方差矩阵 Σ要求的随机数组，这是本系

列丛书《概率统计》要讨论的内容。 

Σ = @(RΣ)
T

RΣ

σ1 σ2 σ3 σ4

σ1
T

σ2
T

σ3
T

σ4
T

 

图 8. 对协方差矩阵 Σ进行 Cholesky 分解矩阵运算热图 

 

向量 σ1, σ2, …, σD的模分别对应 x1 (X1), x2 (X2), …, xD (XD) 的标准差，向量 σ1, σ2, …, σD两两

夹角余弦值对应 x1 (X1), x2 (X2), …, xD (XD) 的两两线性相关系数。也就是说，协方差矩阵 Σ集成了

标准差和线性相关系数这两类信息。 

如图 9所示，[σ1, σ2, …, σD] 相当于以数据 X 质心为中心一组非正交基。数据 X 的很多统计学

运算和分析都是依托这个空间完成的。 
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0

µX
σ1

σ2

σ3

σ4

Σ

RΣ

σ1 σ2 σ3 σ4

 

图 9. [σ1, σ2, …, σD] 相当于以 X 质心为中心张成一个空间 

 

 

Bk4_Ch24_01.py 中 Bk4_Ch24_01_C 部分完成对格拉姆矩阵 G 和协方差矩阵 Σ的

Cholesky 分解。 

 

24.4 特征值分解：获得行空间和零空间 

本节要进行三个特征值分解，为了区分，我们在分解结果加了下角标。 

 

格拉姆矩阵 

图 10所示为格拉姆矩阵 G = XTX 进行特征值分解。因为 G 为对称矩阵，所以 VX为正交矩

阵，即满足 VX
−1 = VX

T。从而，G 的特征值分解可以写成 G = VXΛXVX
T。 

根据上一章内容，VX的列向量 [vX_1, vX_2, …, vX_D] 是一组规范正交基。[vX_1, vX_2, …, vX_D] 张成 

D 空间，它是矩阵 X 的行空间和零空间的合体。零空间的维数取决于 G 的秩。 

 

G =

VX

@ @ VX
TΛXvX_1 vX_2 vX_3 vX_4

vX_1
T

vX_2
T

vX_3
T

vX_4
T

λX_1

λX_2

λX_3

λX_4

 

图 10. 对格拉姆矩阵进行特征值分解 
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如图 11所示，从 X 到 VX相当于对 X 行向量正交化。根据前文所学，大家思考以下几个问

题。 

X 投影到 vX_1的结果怎么计算？X 投影到 VX的结果又怎么计算？投影结果有怎样性质？ 

值得注意的是，本章矩阵 X 为鸢尾花数据，每一列数据单位都是厘米 (cm)。格拉姆矩阵 G 中

数值的单位为平方厘米 cm2。VX中每一列都是单位向量，仅仅表达方向，不含有单位。而特征值

X 的单位为平方厘米 cm2。从几何角度来看，特征值含有椭圆 (椭球) 的大小形状信息，而 V 仅仅

提供空间旋转操作。 

 

X

x
(i)

vX_1

vX_2

vX_4

...

G
X

T
X

eig()

Orthogonalize

VX

vX_1 vX_2 vX_3 vX_4

0

0

 

图 11. 特征值分解 G 获得规范正交基 

 

优化视角 

本书第 18 章讲过，获得规范正交基 [vX_1, vX_2, …, vX_D] 有着特定的优化目标。下面，我们简

要回顾一下。 

矩阵 X 在 v 方向投影得到 y： 

 =Xv y  (5) 

而 vTGv 可以写成： 

 ( )
2TT T T T

2
= = = =v Gv v X Xv Xv Xv y y y  (6) 

这就是特征值分解格拉姆矩阵对应的优化问题——找到一个单位向量 v，使得 X 在 v 上投影

结果 y 的模最大。这个 v 就是 vX_1，对应 y 的模最大值为 _1
X 。 

而 y 的模的平方
2

2
y 就是 y 中所有坐标点距离原点的欧氏距离平方。 
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解决这个优化问题采用的方法可以是本书第 14 章讲的瑞利商，也可以是第 18 章讲的拉格朗

日乘子法。两者在本质上是一致的。 

有了 vX_1，寻找 vX_2时，首先让 vX_2垂直 vX_1 (约束条件)，且 X 在 vX_2上投影结果 y 的模最

大。以此类推得到所有特征向量、特征值。 

 

特征值 

前文介绍过，特征值分解得到的特征值之和，等于原矩阵对角线元素之和，即： 

 ( )( )
2 2 2 2

_1 _ 2 _ 3 _ 4 1 2 3 42 2 2 2
sum diag   + + + = = + + +

X X X X
G x x x x  (7) 

 

协方差矩阵 

第二个例子是对协方差矩阵 Σ进行特征值分解，图 12所示为对应热图。下角标用“c”的原因是

对协方差矩阵特征值分解结果和中心化 (去均值) 矩阵 Xc直接相关。 

Σ =

Vc

@ @ Vc
TΛcvc_1 vc_2 vc_3 vc_4

vc_1
T

vc_2
T

vc_3
T

vc_4
T

 

图 12. 对协方差矩阵进行特征值分解 

 

前文提到过，Σ囊括标准差向量 [σ1, σ2, σ3, σ4] 所有信息——模 (标准差) 和夹角余弦值 (线性

相关系数)。对 Σ特征值分解得到的特征向量矩阵 [vc_1, vc_2, vc_3, vc_4] 也是一组规范正交基，它显然

不同于 [vX_1, vX_2, …, vX_D]。 

大家思考一个问题，X 和 Xc分别向 [vc_1, vc_2, vc_3, vc_4] 和 [vX_1, vX_2, …, vX_D] 投影产生的 4 种结

果有怎样差别？ 

优化视角 

采用和本节前文一样的优化角度分析协方差矩阵的特征值分解。 

中心化数据矩阵 Xc向 v 投影得到 yc： 

 c c=X v y  (8) 

而 vTΣv 可以写成： 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2TT T T T

2
1 1 varc c c c c c c cn n− = = = = = −v Σv v X X v X v X v y y y y  (9) 
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上式告诉我们，对协方差矩阵特征值分解，就是要找到一个单位向量 v，使得中心化数据 Xc

在 v 上投影结果 yc的方差最大。我们要找的这个 v 就是图 12中的 vc_1，对应的特征值为
_1c 。 

再次注意单位问题，对于鸢尾花数据，协方差矩阵中的数值单位都是平方厘米 cm2。其特征

值
c 的单位也是平方厘米 cm2，而 vc是无单位的。 

大家可能会问，(9) 是如何把协方差矩阵和 y的方差联系起来的？这是我们下一章要探

讨的内容。 

Σ的特征值之和，等于 X 的每列数据方差之和，即： 

 ( ) 2 2 2 2

_1 _ 2 _ 3 _ 4 1 2 3 4diag       + + + = = + + +
Σ Σ Σ Σ

Σ  (10) 

显然 _1
Σ 在 (10) 中占比最大。也就是说，对 Σ特征值分解得到第一特征向量 vc_1，相较其他

所有可能的单位向量，解释了 Σ中最多的方差成分。 

每个特征值占特征值总和的比例是主成分分析中重要的一项分析指标，这是本系列丛书

《数据科学》一册要介绍的内容。 

 

相关性系数矩阵 

本节的第三个例子是对相关性系数矩阵 P 特征值分解，图 13所示为对应热图。相关性系数矩

阵 P 可以视作 ZX (X 的 z 分数矩阵) 的协方差矩阵。 

 

P =

VZ

@ @ VZ
TΛZvZ_1 vZ_2 vZ_3 vZ_4

vZ_1
T

vZ_2
T

vZ_3
T

vZ_4
T

1

1

1

1
 

图 13. 对相关性系数矩阵进行特征值分解 

矩阵 ZX的特点是，每列均值都是 0。由于 ZX已经标准化，每列的均方差为 1。矩阵 ZX的列

向量可以看成是一排单位向量 1 2 2 2

1 2 2 2

, , ,
 
 
 

σ σ σ σ

σ σ σ σ
。 

从相关性系数矩阵 P 对角线元素也可以看出来，ZX每个特征贡献的方差均为 1。 

注意，数据矩阵 ZX和相关性系数矩阵 P都已经“去单位化”。比如，P中对角线上的 1没

有单位；因为数据标准化的过程，单位已经消去。 
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对 P 的特征向量矩阵 [vZ_1, vZ_2, vZ_3, vZ_4] 也是一组规范正交基。一般情况，[vZ_1, vZ_2, vZ_3, vZ_4] 

不同于 [vc_1, vc_2, vc_3, vc_4] 。 

利用对相关性系数矩阵特征值分解进行主成分分析也是常见技术路线。这种技术路线可以解

决 X 中某些特征的方差异常 (过大或过小) 的问题。 

 

Bk4_Ch24_01.py 中 Bk4_Ch24_01_D 部分完成本节介绍的三个特征值分解。 

 

24.5 SVD 分解：获得四个空间 

SVD 分解可谓矩阵分解之集大成者，本书前文花了很多笔墨从各个角度探讨 SVD 分解。本

节对比鸢尾花原始数据矩阵 X、中心化矩阵 Xc、标准化矩阵 ZX等三个矩阵 SVD 分解。 

 

原始数据矩阵 

图 14 所示为矩阵 X 进行 SVD 分解矩阵运算热图。图中的正交矩阵 VX实际上和图 10中的 VX

等价，某些向量的正负号可能存在反号的情况。图 14 中矩阵 UX也可以通过对 XXT特征值分解得

到。 

X =

UX

@ @ VX
T

SXuX_1 uX_2 uX_3 uX_4

vX_1
T

vX_2
T

vX_3
T

vX_4
T

 

图 14. 对矩阵 X 进行 SVD 分解 

前文提到多次，SVD 分解的结果包含了两个特征值分解结果。此外，SVD 分解不丢失原始数

据 X 的任何信息，截断型除外。某种程度上说，SVD 分解包含了特征值分解，比特征值分解更

“高阶”。 

另外，请大家注意图 14 中奇异值和图 10中特征值之间的关系： 

 2 =
X X

S Λ  (11) 
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中心化数据 

图 15所示为中心化数据矩阵 Xc进行 SVD 分解矩阵运算热图。图 15中的正交矩阵 Vc和图 12中

的 Vc等价，两者若干位置列向量也可能存在符号相反情况。 

有些读者可能会问，既然 Vc也是规范正交基，那么将原始数据 X在 Vc上投影结果的质

心在哪？投影结果的协方差矩阵又如何？下一章会给大家一些理论基础，本系列丛书《概率统

计》一册会专门回答这个问题。 

Xc =

Uc

@ @ Vc
T

Scuc_1 uc_2 uc_3 uc_4

vc_1
T

vc_2
T

vc_3
T

vc_4
T

 

图 15. 对矩阵 Xc进行 SVD 分解 

标准化数据 

图 16所示为标准化数据矩阵 ZX进行 SVD 分解矩阵运算热图。图中的 VZ和图 13中的 VZ等

价，两者某些列向量也可能存在符号相反情况。也请大家思考，原始数据 X 在 VZ上投影会有怎

样的结果？ 

ZX =

UZ

@ @ VZ
T

SZuZ_1 uZ_2 uZ_3 uZ_4

vZ_1
T

vZ_2
T

vZ_3
T

vZ_4
T

 

图 16. 对矩阵 ZX进行 SVD 分解 

 

Bk4_Ch24_01.py 中 Bk4_Ch24_01_E 部分完成本节三个 SVD 分解运算。 
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本章最后用一幅图总结本章和上一章内容。 

图 17这幅图是本书中非常重要的几幅图之一，这幅图总结了整本书中和数据矩阵 X 有关的向

量、矩阵、矩阵分解、空间等概念。 

这幅图的数据分为两个部分：第一部分以 X 为核心，向量以 0 为起点；第二部分是统计视

角，以去均值数据 Xc为核心，向量以质心为起点。 

下面，我们聊一下图 17中关键细节。 

X 为细高型矩阵，形状为 n × D，样本数 n 一般远大于特征数 D。对 X 进行 SVD 分解可以得

到四个空间。 

行空间 R(X) “刚刚好”装下 X 的行向量。而 D 装下 X 行向量后则可能略有富余，多余的部分

就是零空间 Null(X)。零空间维数大于 0 的前提是 X 非满秩。 

同理，列空间 C(X) 正好装下 X 的列向量，没有富余。而 n 装 X 的列向量则“富富有余”，“有

余”的部分就是左零空间 Null(XT)。 

格拉姆矩阵 G 含有 X 列向量模、向量夹角两类重要信息。余弦相似度矩阵 C 仅仅含有向量夹

角信息。对格拉姆矩阵 G 进行特征值分解只能获得两个空间。 

对格拉姆矩阵 G 进行 Cholesky 分解得到上三角矩阵 R 可以“代表”X 列向量坐标。 

反复强调，只有正定矩阵才能进行 Cholesky分解。 

在统计视角下，X 有两个重要信息——质心、协方差矩阵。质心确定数据中心位置，协方差

矩阵描述数据分布。协方差矩阵 Σ同样含有“标准差向量”的模 (标准差大小)、向量夹角 (余弦值为

相关性系数) 两类重要信息。相关性系数矩阵 P 仅仅含有向量夹角 (相关性系数) 信息。 

值得格外注意的是，质心和协方差是多元高斯分布的两个参数，因此需要大家注意协方差

矩阵和椭圆的联系。对这部分内容生疏的读者，请参考本书第 14章。 

Xc是中心化数据矩阵，即每一列数据都去均值。ZX是标准化数据矩阵，即 X 的 z 分数。在几

何视角下，X 到 Xc相当于质心“平移”，X 到标准化数据 ZX相当于“平移 + 缩放”。 

协方差矩阵 Σ相当于 Xc的格拉姆矩阵。相关性系数矩阵 P 相当于 ZX的格拉姆矩阵。此外，

注意样本数据缩放系数 (n – 1)。 

Xc进行 SVD 分解也得到四个空间。这四个空间因 Xc而生，一般情况不同于 X 的四个空间。 

此外，请大家格外注意不同矩阵的单位！以鸢尾花数据为例，X 的每一列数据单位恰好都是

cm，Xc的单位也都是 cm，而 ZX没有单位 (或者说，单位是标准差)；G 的单位是 cm2，Σ的单位

也是 cm2，P 和 C 没有有单位。 

但是多数时候数据矩阵列向量特征比较丰富，比如高度、质量、时间、温度、密度、百分

比、股价、收益率、GDP 等等。它们的数值单位不同、取值范围不同、均方差不同，为了保证可

比性，我们需要标准化处理原始数据。 
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图 17. 总结本章内容的一幅图 


