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2.6 矩阵乘法性质 

 

 

本节你将掌握的核心技能： 

► 矩阵连乘：多个几何操作按顺序施加到向量上，从右向左生效。 

► 连乘转置：反序，从行向量视角理解变换。   

► 结合律：改变括号位置不影响结果，可优化计算顺序减少运算量。   

► 矩阵分解：将复杂矩阵拆解成基本几何变换，更直观理解其作用。   

► 交换律通常不成立：即使乘积存在，AB、BA 也可能有不同几何含义。   

► 特殊情况，交换律成立。   

► 矩阵幂：方阵反复相乘表示相同线性变换多次作用。   

有了矩阵乘法几何视角的铺垫，理解矩阵乘法常见性质就变得十分容易了。 

 

矩阵连乘：连续几何变换 

若干矩阵顺序相乘，相当于这些几何变换依次作用于几何体上。 

以如下三个 2 × 2 矩阵为例 

 
0 1 1 1 1 2 0

      
1 0 0 1 0 2

−     
= = =     
     

A B C， ，  (1) 

矩阵 A 对应绕原点旋转 (rotate)，B 对应剪切 (shear)，C 对应缩放 (scale)。 

具体来说，矩阵 A 对应绕原点逆时针旋转 90 度。 

矩阵 B 对应沿 x1横轴方向剪切；简单来说，剪切将形状沿某个方向倾斜的变换，使得原本垂直或水

平的线段变成倾斜状态，同时保持平行关系不变。 

矩阵 C 让横轴缩小为 1/2，纵轴放大至 2 倍。 

如果列向量 x、y 均代表平面上一点，如下矩阵乘法 
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 @ @ @ =A B C x y  (2) 

代表对列向量 x 先后进行缩放 (C)、剪切 (B)、旋转 (A)。 

整个几何变换过程如图 1所示。 

请大家格外注意矩阵乘法 ABCx = y 先后顺序，从右向左，即 C → B → A。 

请大家手算 ABC、CBA、ACB、BAC 等等各种排列组合的矩阵乘法结果。 

 

 

C

B

A

Cx

BCx

ABCx

x
T
C

T

xTCTBT

x
T
C

T
B

T
A

T

Cx

x
1

2

x

x

 
=  
 

x

Cx

BCxBCx

ABCx

0 0

 

图 1. ABCx = y 对应的分步几何操作 

 

当然，我们也可以先计算 (ABC)，然后再把 (ABC) 作为一个整体施加到 x 上。 

矩阵乘法(ABC) 相当于复合几何操作，“一步到位”完成几何变换！具体如图 2所示。 
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图 2. (ABC)x = y 对应的“一步到位”几何操作 

 

矩阵连乘的转置 

矩阵连乘的转置如下几个重要性质值得大家重视： 

 

( )

( )

( )
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 (3) 

这组性质实际上并不需要“死记硬背”！ 

以 (2) 为例，对这个矩阵连乘转置 

 T T T T T@ @ @ =x C B A y  (4) 

列向量 1

2

x

x

 
=  
 

x 转置后得到行向量  T

1 2x x=x ，代表水平面上一点。上式乘法告诉我们，对于行

向量，依次施加缩放 (C)、剪切 (B)、旋转 (A) 几何变换，结果还是如图 1。 

 

结合律 

在矩阵运算中，如果有三个矩阵 A、B、C 参与相乘，先将 A 和 B 相乘，再与 C 相乘，或者先将 B 

和 C 相乘，再左乘 A，最终的计算结果是相同的 

 ( ) ( )=AB C A BC  (5) 

换句话说，无论我们先计算前两个矩阵的乘积，还是先计算后两个矩阵的乘积，结果都不会受到影

响。这一性质可以简化矩阵运算，使我们可以灵活地选择计算顺序，以提高计算效率或便于推导数学公

式。本节最后会讲到矩阵连乘中，如何通过结合律提高运算效率。 

注意，矩阵先后次序不能变。也就是说，矩阵乘法通常不满足交换律，即 AB BA。 

怎么理解 (5) 呢？ 

还是利用几何视角，(AB)、(BC) 相当于“局部”复合几何变换。 

还是以 (1) 为例，(AB) 相当于复合旋转、剪切 (剪切再先)；(BC) 相当于复合剪切、缩放 (缩放再

先)。 

对于平面列向量 x，(AB)Cx 相当于对 x 先缩放 (C)，然后再 (AB)，具体如图 3所示。 
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图 3. (AB)Cx = y 对应的分步几何操作 

 

对于平面列向量 x，A(BC)x 相当于对 x 先 (BC)，然后再旋转 (A)，具体如图 4所示。 

对比图 1、图 2、图 3、图 4，虽然过程中有展开，有合并，我们发现它们的结果是完全一致的。 
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图 4. A(BC)x = y 对应的分步几何操作 

 

矩阵分解 

给定矩阵 A 

 
5 4 3 4

3 4 5 4

− 
=  

− 
A  (6) 

如图 5所示，Ax = y 显然不是我们不熟悉的几何变换。 
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图 5. Ax = y 对应的几何操作 
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要想理解 Ax = y，需要通过矩阵分解 (matrix decomposition) 把图 5拆解成我们熟悉的几何变换。 

简单来说，矩阵分解将一个矩阵分解成几个矩阵的连乘。可以这样理解，矩阵分解是矩阵连乘的逆

操作。 

几何角度来看，一个“复杂”几何操作可以分解为若干“我们熟悉的”几何操作。 

比如，如图 6 所示，我们可以把矩阵 A 拆解成“旋转 → 缩放 → 旋转”，对应的矩阵乘法为 

 
5 4 3 4 2 2 2 2 2 0 2 2 2 2

@ @
3 4 5 4 0 1 22 2 2 2 2 2 2 2

   − −   
=       

− −         

 (7) 

需要大家注意的是，图 6 中两个旋转方向正好相反。 

(7) 对应的分解叫特征值分解 (Eigen Value Decomposition, EVD)；确切地说，由于矩阵 A 为对称矩

阵，这个分解为谱分解 (spectral decomposition)。 
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图 6. 把 A 分解成“旋转 → 缩放 → 旋转” 

 

再如，如图 7所示，我们可以把矩阵 A 拆解成“剪切 → 缩放 → 剪切”，对应的矩阵乘法为 

 
5 4 3 4 1 0 1.25 0 1 0.6

@ @
3 4 5 4 0.6 1 0 0.8 0 1

− −       
=       

− −       
 (8) 

需要大家注意的是，图 7中一个剪切沿横轴，另一个沿纵轴。 

(8) 这个分解叫做 LDL 分解，和它类似的分解还有 LU 分解、Cholesky 分解。 

不同矩阵分解对应不同的算法，它们也都有各自的几何解读；本书后文将介绍各种常见矩阵分解。 
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图 7. 把 A 分解成“剪切 → 缩放 → 剪切” 

 

一般情况，AB 不等于 BA 

本书前文提过，即便矩阵乘法 AB、BA 都存在，一般情况 

 AB BA  (9) 

比如，AB、BA 结果的矩阵形状可能不同。 

即便 AB、BA 形状相同，两者代表的几何变换也可能不同。 

给定如下矩阵 A、B 

 
2 0 1 0

   
0 1 2 1 1

   
= =   

−   
A B，  (10) 

矩阵 A 对应缩放，B 对应剪切。 

矩阵乘法 ABx 代表先对 x 进行剪切 (B)，再进行缩放 (A)，具体如图 8所示。 
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图 8. ABx = y 对应的分步几何操作 

 

矩阵乘法 BAx 代表先对 x 进行缩放 (A)，再进行剪切 (B)，具体如图 9所示。 
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图 9. BAx = y 对应的分步几何操作 

 

特殊情况，AB = BA 

有一些特殊情况，矩阵乘法 AB = BA。下面让我们聊聊。 

首先，如果 A、B 都是形状相同的单位矩阵 I，显然 AB = BA。单位矩阵 I 意味着几何体没有任何几

何变化。 

如果 2 × 2 矩阵 A、B 都是缩放矩阵，比如 

 
1 2 0 2 0

   
0 2 0 2 3

   
= =   
   

A B，  (11) 

计算一下，大家会发现 

 =AB BA  (12) 

如图 10所示，哪怕调换缩放矩阵 A、B 的先后，最后的结果完全一致。 

请大家计算 (11) 中矩阵乘法 AB、BA。 

这说明，这种特殊情况矩阵乘法满足交换律。 

再看个例子。 

给定 2 × 2 矩阵 A、B 都是沿纵轴剪切矩阵，比如 
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1 0 1 0

   
1 1 3 2 1

   
= =   
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A B，  (13) 

如图 11所示，显然 ABx 和 BAx 结果完全一致。 

请大家计算 (13) 中矩阵乘法 AB、BA。 

看第三个例子。 

给定 2 × 2 矩阵 A、B 都绕原点旋转矩阵，比如 

 
1 2 3 2 1 2 3 2

   
3 2 1 2 3 2 1 2

   − − −
= =   

−      

A B，  (14) 

如图 12所示，显然 ABx 和 BAx 结果完全一致。 
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图 10. 2 × 2 矩阵 A、B 都是缩放矩阵，AB = BA 
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图 11. 2 × 2 矩阵 A、B 都是沿纵轴方向剪切矩阵，AB = BA 
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图 12. 2 × 2 矩阵 A、B 都是绕原点旋转矩阵，AB = BA 

 

本书后续将会从这些几何变化机理角度讲解上述特殊矩阵乘法。 
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矩阵幂 

矩阵幂 (power of a matrix) 指的是方阵 A 的多次乘积， 

 

0

1

 times

@ @ @k

k

=

=

=

A I

A A

A A A A

 (15) 

注意，矩阵幂的前提是矩阵必须是方阵。如果不是方阵，则矩阵的乘法无法进行多次迭代，因为矩

阵维度无法匹配。 

此外，上式中 k 可以为负整数，此时要求矩阵 A 可逆。 

几何角度来看，矩阵幂可以解释为线性变换 A 的反复作用， 

 ( )1k k−= xA Ax A  (16) 

举个例子，给定矩阵 A 如下 

 
1 1 2

1 2 1

− 
=  

− 
A  (17) 

如图 13所示，矩阵 A 连续作用在向量 x 上 (Akx) 让平面几何形状放大的同时不断旋转。 
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图 13. 2 × 2 矩阵 A 幂 

 

AB = O 

如果 A、B 矩阵乘积为零矩阵，即 AB = O，不意味着 A、B 为零矩阵；也不意味着 BA = O。 
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举个例子，给定 2 × 2 矩阵 A、B 

 
0 1 1 1

   
0 1 0 0

   
= =   
   

A B，  (18) 

如图 14所示，ABx 让正方形“坍塌”到原点。 

但是，BA 结果并不是零矩阵；如图 15所示，正方形发生了降维。 

请大家计算 (18) 对应的 AB、BA 两个矩阵乘法。 

 

B

Bx

A

ABx

1

2

x

x

 
=  
 

x

0 0 0

 

图 14. 2 × 2 矩阵 A、B 矩阵乘积为零矩阵，AB = O 

 

A

Ax

B

BAx

1

2

x

x

 
=  
 

x

0

 

图 15. 2 × 2 矩阵 A、B 矩阵乘积为零矩阵，BA 不为 O 

 

此外，如果 A = B，则 AC = BC 或 CA = CB。 

除非 C 可逆，否则，AC = BC 不能得出 A = B。 

 

复杂度 

举个例子，如下 5 个矩阵相乘 

 
1 1 2 2 3 3 4 5m p p p p p p p p n    A A A A A  (19) 

如下图所示，所有中间维度都会在计算过程中消去，只保留首尾维度 m 和 n。 
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m × p1

p1 × p2

p2 × p3

p3 × p4

p4 × p5

@ @ @ @ @ =

p5 × n

m × n

 

图 16. 矩阵连乘 

 

然而，实际计算时，连乘的顺序会显著影响计算效率，因为矩阵乘法的复杂度取决于矩阵的大小及

乘法顺序。 

矩阵乘法的复杂度描述的是完成矩阵乘法所需的计算步骤数。复杂度依赖于矩阵的维度以及计算中

涉及的加法与乘法次数。由于总计算量主要由乘法主导，本节提到的复杂度只考虑乘法次数。 

举个例子，对于两个矩阵 A (m × p) 和 B (p × n)，矩阵乘法 C = AB 结果 C 中每个元素是通过 A 的一

行和 B 的一列的向量内积计算得到。这意味着，计算每个元素需要 p 次乘法和 p - 1 次加法。 

矩阵乘法 C = AB 有 m × n 个元素，每个元素需要 p 次乘法运算。因此，总复杂度为 m × n × p。 

下面，让我们看一个例子。如下图所示，四个矩阵连乘，它们分别是 A (5 × 10)、B (10 × 4)、C (4 × 

20)、D (20 × 5)。下面，我们比较两种矩阵乘法顺序；请大家自行分析其他可能顺序及复杂度。 

 

@ @ @ =A B C D

5 × 10

10 × 4

4 × 20

20 × 5

5 × 5

 

图 17. 优化矩阵连乘顺序 

 

第一种就按照 ABCD 的先后顺序，即((A @ B) @ C) @ D；第二种，根据乘法结合律，我们先计算

AB 再算 CD，最后将两个结果乘在一起，即(A @ B) @ (C @ D)。 

第一种矩阵连乘的分步复杂度为： 

► 第 1 步，A @ B 复杂度为 200 (5 × 10 × 4)。 

► 第 2 步，((A @ B) @ C)复杂度为 400 (5 × 4 × 20); (A @ B)形状为 5 × 4。 

► 第 3 步，((A @ B) @ C) @ D 复杂度为 500 (5 × 20 × 5) (A @ B) @ C)的形状为 5 × 20。 
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第一种矩阵连乘的总复杂度为 1100 (200 + 400 + 500)。 

 

第二种矩阵连乘的分步复杂度为： 

► 第 1 步，A @ B 复杂度为 200 (5 × 10 × 4)。 

► 第 2 步，C @ D 复杂度为 400 (4 × 20 × 5)。 

► 第 3 步，(A @ B) @ (C @ D)复杂度 100 (5 × 4 × 5)；(A @ B)形状为 5 × 4，(C @ D)形状为 4 × 5。 

第二种矩阵连乘的总复杂度为 700 (200 + 400 + 100)。 

 

这个例子告诉我们，在矩阵连乘的运算中，选择适当的计算顺序至关重要。优先在计算过程中消去

较大的中间维度，能够显著减少后续运算量，从而大幅降低整体复杂度。 

优化计算顺序不仅仅是一种数学技巧，它还是高效完成大规模线性代数任务的重要基础。特别是在

机器学习和数据科学中，矩阵运算广泛用于训练模型、处理高维数据以及计算特征分解。通过优化矩阵

乘法顺序，可以显著提高计算性能，尤其是在处理神经网络的前向传播和反向传播时。 

此外，现代优化方法还包括利用矩阵的结构特性。例如，稀疏矩阵可以大幅减少非零元素的参与，

提高运算速度；块矩阵能够在分块计算中充分利用并行计算资源。这些方法为矩阵运算的进一步优化提

供了多样化的工具和思路，推动了线性代数在计算领域的广泛应用。优化计算顺序、利用结构特性和先

进算法，共同构成了高效矩阵运算的理论与实践框架。 

 

 

请大家用 DeepSeek/ChatGPT 等工具完成本节如下习题。 

Q1. 用随机正整数发生器生成四个 2 × 2 矩阵 A、B、C、D，自己写 Python 代码计算所有全排列矩阵 (比

如 A @ B @ D @ C) 的连乘结果。 

Q2. 如下矩阵 A 沿横轴缩放，B 代表沿纵轴方向缩放，是否满足 AB = BA 

► 
2 0 1 0

,    
0 1 0 3

   
= =   
   

A B  

Q3. 如下矩阵 A 沿横轴剪切，B 代表沿纵轴剪切，是否满足 AB = BA 

► 
1 1 1 0

,    
0 1 1 1

   
= =   
   

A B  

Q4. 若干沿横轴剪切矩阵，请计算矩阵乘法 ABCD，有什么规律 

► 
1 2 3 41 1 1 1

,    ,    ,    
0 1 0 1 0 1 0 1

k k k k       
= = = =       
       

A B C D  

Q5. 给定如下不同矩阵 A，请计算 A8，并从几何角度解释线性变换的作用。 

► 
2 0

0 3

 
 
 
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► 
1 0

1 1

 
 
 

 

► 
1 1

0 1

 
 
 

 

► 
0 1

1 0

− 
 
 

 

► 
1 0

0 1

− 
 

− 
 

► 
1 0

0 1

 
 

− 
 

► 
1 0

0 1

− 
 
 

 

 


