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8.7 仿射变换 

 

 

本节你将掌握的核心技能： 

► 区分线性变换、仿射变换：线性变换原点不变，仿射变换包含平移。 

► 引入齐次坐标：平移以及本章前文所有几何操作都能统一为矩阵乘法。 

► 用 3×3 矩阵乘法完成平面仿射变换。 

► 用 4×4 矩阵乘法完成三维仿射变换。 

► 用矩阵分块法理解仿射变换矩阵乘法。 

 

前文提过，线性变换是特殊的仿射变换 (affine transformation)。两者的区别在于是仿射变换包含平

移。 

线性变换仅能对图形进行比例缩放、旋转、剪切等操作，且原点始终保持不变，即原点被固定为不

动点。也就是说，线性变换中，原点始终被映射到原点。 

而仿射变换则可以在线性变换的基础上加入平移操作，使得图形能够移动到新的位置。也就是说，

原点可以被移动到其他位置。 

本节将介绍几种常见的仿射变换，请大家对比本章前文阅读本节。 

 

平面平移 

用列向量表达坐标时，平移可以写成： 
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其中，t 为平移向量 
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(2) 代入 (1) 得到： 
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图 1. 向量加法完成平面平移操作 

 

从 2 × 2 矩阵到 3 × 3 矩阵 

使用 3 × 3 矩阵完成平面仿射变换是因为齐次坐标 (homogeneous coordinates) 的引入，使得我们可以

利用矩阵乘法方便地表达几何变换 (比如，平移、缩放、旋转等等)，并支持组合变换。 

简单来说，齐次坐标就是将一个原本是 n 维的向量用一个 n + 1 维向量来表示。 

本章前文告诉我们，如果仅仅使用 2 × 2 矩阵，我们不能描述平面平移。而使用 3 × 3 矩阵，包括平

移在内的平面几何变换都可以通过下式完成，具体如下 
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这样，对于一系列几何变换，只需将它们对应的矩阵相乘即可。 

类似地，三维几何变换也可以 4 × 4 矩阵乘法实现。 

下面，让我们先从平面平移说起。 

 

矩阵乘法完成平面平移 

平面上，平移是将图形沿某个方向移动，不改变形状和大小。 

使用 3 × 3 矩阵，平面平移可以用如下矩阵乘法完成 
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其中，t1代表图形在水平方向的移动距离；t2为竖直方向的移动距离。 

展开上式得到的是两个等式： 
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上述的平移逆运算，也可以通过矩阵乘法完成： 

 

1

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

1 0 1 0

0 1 @ 0 1 @

0 0 1 1 0 0 1 1 1

t z t z x

t z t z x

−

−         
         

= − =
         
                  

 (7) 

这个等式还告诉我们，若上三角矩阵是可逆的，则其逆矩阵仍为上三角矩阵。一个上三角矩阵可

逆，当且仅当它的对角线元素都不为 0。 

图 2给出一个例子，请大家自行分析。 
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图 2. 利用 3 × 3矩阵乘法完成平面平移操作、逆操作 

 

分块矩阵乘法 

从分块矩阵乘法角度，(5) 这个运算其实很好理解。首先将 3 × 3 平移矩阵分块 
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这样，平移对应的乘法运算可以写成 
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相信大家都已经看到了加法等式 x + t = z。 

 

三维空间平移 

图 3所示为用 4 × 4 矩阵乘法完成三维空间的平移，对应的矩阵乘法运算 
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请大家自行分析图 3对应逆向平移对应的矩阵乘法运算。 
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图 3. 利用 4 × 4矩阵乘法完成三维空间平移  

 

平面缩放 

回顾本章前文介绍的平面缩放，平面等比例缩放保持图形比例一致，只改变其大小。 

使用 3 × 3 矩阵，平面等比例可以用如下乘法完成 
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 (11) 

其中，s 为缩放因子。s > 1 表示放大；0 < s < 1 表示缩小；s = 1 表示没有缩放。而 s < 0 时，除了缩

放还有镜像，相当于复合几何变换。特殊情况，s = 0 则是一种投影降维。 

请大家也用分块矩阵乘法展开 (11)。 

利用 (11)，等比例缩放的逆运算为 
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 (12) 

非等比例缩放在不同方向有不同的缩放比例。 

使用 3 × 3 矩阵，平面等比例可以用如下乘法完成 
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其中，s1为水平方向的缩放因子；s2为竖直方向的缩放因子。 

请大家分析图 4，也请大家也用分块矩阵乘法展开 (13)。 
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图 4. 利用 3 × 3矩阵乘法完成非等比例缩放操作、逆操作 

 

平面旋转 

本章前文提过，平面 (绕原点) 逆时针旋转变换让图形绕原点逆时针旋转一个角度。 

使用 3 × 3 矩阵，平面 (绕原点) 逆时针旋转可以用如下乘法完成 
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其中，θ为旋转角度，逆时针为正方向。 

请大家也用分块矩阵乘法展开 (14)。 

利用 (14)，等比例缩放的逆运算为 
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 (15) 

请大家分析图 5 对应的矩阵乘法。 
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图 5. 利用 3 × 3矩阵乘法完成旋转缩放操作、逆操作 

 

组合 

利用 3 × 3 矩阵，平移、缩放、旋转等平面几何操作可以按不同次序通过矩阵乘法完成，这显著

提高了几何变换的灵活性和计算效率。 

通过矩阵的结合性，可以将多个几何操作组合成一个矩阵，使得变换的执行简化为一次矩阵乘法，

而不需要逐步对每个点进行单独的运算。这种方式对几何计算、图像处理以及计算机图形学有着重要的

意义。 

值得反复强调的是，一般情况，矩阵乘法是非交换的，这意味着操作的顺序不同，结果也会不

同。 

图 6所示为先平移，后旋转。先将图形移动，然后围绕原点旋转，平移量会受到旋转角度的影响。 

图 6对应的矩阵乘法运算如下所示 
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图 6. 利用 3 × 3矩阵乘法完成先平移、再旋转 

 

图 7 所示为先旋转，后平移。先围绕原点旋转，然后移动，平移量直接按照全局坐标系方向执行，

不受旋转影响。 

图 7对应的矩阵乘法运算如下所示 
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图 7. 利用 3 × 3矩阵乘法完成先旋转、再平移 

 

仿射变换可以看作是线性变换加上平移的扩展形式，其作用范围更广。而线性变换可以看作是特殊

的仿射变换。相信通过这一节内容，大家已经看到，因为包含平移，方便高效、灵活完成各种图形变

换，仿射变换更广泛地应用于计算机图形学、图像处理中。 

表 1 比较平面上线性变换、仿射变换矩阵，请大家逐个分析。 

 

表 1. 平面上比较线性变换、仿射变换 

线性变换 仿射变换 图形变换 

没变换 (单位矩阵) 

1 0

0 1

 
 
 

 

行列式 1 

 

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
 
 
  

 

 

平移 

不是线性变换 

1

2

1 0

0 1

0 0 1

t

t

 
 
 
  

 
0 0

 

等比例缩放 

0

0

s

s

 
 
 

 

行列式 s2 

0 0

0 0

0 0 1

s

s

 
 
 
  

 
0 0

 



Page 8  |  《线性代数》  |  鸢尾花书：数学不难 

本 PDF 文件为作者草稿，发布目的为方便读者在移动终端学习，终稿内容以清华大学出版社纸质出版物为准。 

版权归清华大学出版社所有，请勿商用，引用请注明出处。 

代码及 PDF 文件下载：https://github.com/Visualize-ML 

本书配套微课视频均发布在 B 站——生姜 DrGinger：https://space.bilibili.com/513194466 

欢迎大家批评指教，本书专属邮箱：jiang.visualize.ml@gmail.com 

非等比例缩放 

1

2

0

0

s

s

 
 
 

 

行列式 s1s2 

1

2

0 0

0 0

0 0 1

s

s

 
 
 
  

 
0 0

 

旋转 

cos sin

sin cos

 

 

− 
 
 

 

行列式 1 

cos sin 0

sin cos 0

0 0 1

 

 

− 
 
 
  

 
0 0

 

沿 x1轴剪切 

1

0 1

k 
 
 

 

行列式 1 

1 0

0 1 0

0 0 1

k 
 
 
  

 
0 0

 

沿 x2轴剪切 

1 0

1k

 
 
 

 

行列式 1 

1 0 0

1 0

0 0 1

k

 
 
 
  

 
0 0

 

正交投影 

2

2 1 2

2 2 2

1 2 1 2 1

1 a a a

a a a a a

 −
 

+ − 
 

(过原点) 直线法向量 1

2

a

a

 
=  
 

n  

行列式 0 

2

2 1 2

2 2 2 2

1 2 1 2

2

1 2 1

2 2 2 2

1 2 1 2

0

0

0 0 1

a a a

a a a a

a a a

a a a a

 
 
 
 
 
 
 
 
  

−

+ +

−

+ +
 

0 0

 

向 x1轴投影 

1 0

0 0

 
 
 

 

行列式 0 

1 0 0

0 0 0

0 0 1

 
 
 
  

 
0 0

 

向 x2轴投影 

0 0

0 1

 
 
 

 

行列式 0 

0 0 0

0 1 0

0 0 1

 
 
 
  

 
0 0

 



Page 9  |  《线性代数》  |  鸢尾花书：数学不难 

本 PDF 文件为作者草稿，发布目的为方便读者在移动终端学习，终稿内容以清华大学出版社纸质出版物为准。 

版权归清华大学出版社所有，请勿商用，引用请注明出处。 

代码及 PDF 文件下载：https://github.com/Visualize-ML 

本书配套微课视频均发布在 B 站——生姜 DrGinger：https://space.bilibili.com/513194466 

欢迎大家批评指教，本书专属邮箱：jiang.visualize.ml@gmail.com 

镜像 

2 2

2 1 1 2

2 2 2 2

1 2 1 2 1 2

21

2

a a a a

a a a a a a

 − −
 

+ − − 
 

(过原点) 直线法向量 1

2

a

a

 
=  
 

n  

行列式-1 

2 2

2 1 1 2

2 2 2 2

1 2 1 2

2 2

1 2 1 2

2 2 2 2

1 2 1 2

0

0

0

2

2

0 1

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

 
 
 
 
 
 
 
 
 

− −

+ +

− −

 

+ +
 

0 0

 

 

表 2 比较平面上线性变换、仿射变换矩阵，请大家逐个分析。 

 

表 2. 三维空间比较线性变换、仿射变换 
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请大家用 DeepSeek/ChatGPT 等工具完成本节如下习题。 

Q1. 线性变换、仿射变换有什么本质区别？ 

Q2. 为什么平移不是线性变换？ 

Q3. 平面上向量 x 平移 [1, 1]T，如何用矩阵乘法完成运算？ 

Q4. 想要取消 Q3.平移，如何分别用向量加减法、矩阵乘法完成运算？ 

Q5. 如何用矩阵乘法完成：平面上，1) 先逆时针绕原点旋转 90 度；2) 再平移 [1, 1]T？ 

Q6. 如何用矩阵乘法完成：平面上，1) 先平移 [1, 1]T；2) 再逆时针绕原点旋转 90 度？ 

Q7. 如何用矩阵乘法完成：三维空间上，1) 先平移 [1, 1, 1]T；2) 再逆时针绕 x1轴旋转 90 度？ 

 


