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13.2 Cholesky 分解 

 

 

本节你将掌握的核心技能： 

►  Cholesky 分解：只能用于正定矩阵。 

► 几何角度看 Cholesky 分解：“缩放 → 剪切 → 剪切 → 缩放”。 

► 换个几何角度看 Cholesky 分解：“剪切 → 缩放 → 缩放 → 剪切”。 

►  LDL 分解：适用于对称矩阵。 

► 几何角度看 LDL 分解：“剪切 → 缩放 → 剪切”。 

► 两种方法产生具有特定相关性的随机数。 

本节介绍两种特殊的矩阵分解 Cholesky 分解、LDL 分解。Cholesky 分解仅适用于正定矩阵，LDL

分解适用于对称矩阵。 

 

Cholesky 分解 

如图 1所示，Cholesky分解 (Cholesky decomposition) 把矩阵 A 分解为 

 T=A R R  (1) 

其中，R 为上三角矩阵，RT为下三角矩阵。 

注意，只有正定矩阵才能 Cholesky 分解。 

 

A = @R
T

R

D × D D × D D × D  

图 1. Cholesky 分解正定矩阵 
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几何视角看 Cholesky 分解 

举个例子，给定如下矩阵 A 

 
5 4 3 4

3 4 5 4

− 
=  

− 
A  (2) 

本书之前大家已经对这个矩阵进行特征值分解，大家知道 A 的特征值 λ1 = 2、λ2 = 1/2。方阵 A 是正

定矩阵，可以进行 Cholesky 分解。 

对 A 进行 Cholesky 分解得到 

 

T

5 4 3 4 5 2 0 5 2 3 5 10
@

3 4 5 4 3 5 10 2 5 5 0 2 5 5

   − − 
= =     

− −        
RR

A  (3) 

如图 2所示，Ax 可以写成 RTRx，也就是 R 先对 x 进行线性变换，然后 RT再作用。 

大家可能已经发现 R 对应的几何操作中含有剪切、缩放两个成分，下面让我们展开分析。 
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R
T
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图 2. 矩阵 A 的 Cholesky 分解对应的线性变换 

 

缩放 → 剪切 → 剪切 → 缩放 

(3) 中 RT可以写成 

 T
5 2 0 5 2 0 1 0

3 4 13 5 10 2 5 5 0 2 5 5

     
= =     

−−        
KS

R  (4) 

也就是 RT对应的几何变换可以理解为“剪切 → 缩放”。K 沿纵轴剪切。 

R 可以写成 

 

T

5 2 3 5 10 1 3 4 5 2 0

0 10 2 5 5 0 2 5 5

   − − 
= =    

       
K S

R  (5) 

KT沿横轴剪切。 

R 可以理解为“缩放 → 剪切”。 

这样 A 可以写成 

 ( )
TT T T T= = = =A R R SK SK SKK S SKK S  (6) 

如图 3所示，这样 A 的线性转换可以理解为“缩放 (S) → 剪切 (KT) → 剪切 (K) → 缩放 (S)”。 

这一点，我们在本书第 8 章第 3 节讲过，请大家回顾。 
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图 3. 矩阵 A 的 Cholesky 分解对应“缩放 → 剪切 → 剪切 → 缩放” 

 

 

剪切 → 缩放 → 缩放 → 剪切 
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(3) 中 RT还可以写成 

 T
5 2 0 1 0 5 2 0

3 5 13 5 10 2 5 5 0 2 5 5

    
= =    

−−        
L S

R  (7) 

也就是 RT对应的几何变换可以理解为“缩放 → 剪切”。L 沿纵轴剪切。 

R 可以写成 

 

T

5 2 3 5 10 5 2 0 1 3 5

0 10 2 5 5 0 2 5 5

   − − 
= =     

       
LS

R  (8) 

LT沿横轴剪切。 

这样 A 可以写成 

 ( )
TT T T T= = = =A R R LS LS LSS L LSSL  (9) 

如图 4所示，A 的线性转换可以理解为“剪切 (LT) → 缩放 (S) → 缩放 (S) → 剪切 (L)”。 

把 (9) 中两个 S 合并得到 

 2 T=A LS L  (10) 

A 的线性转换可以理解为“剪切 (LT) → 缩放 (S2) → 剪切 (L)”。 

这实际上引出本节第二个矩阵分解——LDL 分解。 
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图 4. 矩阵 A 的 Cholesky 分解对应“剪切 → 缩放 → 缩放 → 剪切” 

 

LDL 分解 

如图 5所示，Cholesky 分解可以进一步扩展为 LDL分解 (LDL decomposition, LDLT decomposition)： 
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 ( ) ( )
T T

T 1/2 1/2 T 1/2 1/2= = =A LDL LD D L LD LD  (11) 

其中，L 为下三角矩阵，但是对角线元素均为 1；D 为对角矩阵，起到缩放作用。 

几何角度来看，L 的作用就是“剪切”。也就是说，矩阵 A 被分解成“剪切 → 缩放 → 剪切”。 

 

A =

D × D

L
T

D × D

@L

D × D

@D

D × D  

图 5. LDL 分解矩阵运算示意图 

 

对 (2) 中矩阵 A 进行 LDL 分解得到， 

 

T

5 4 3 4 1 0 5 4 0 1 3 5

3 4 5 4 3 5 1 0 4 5 0 1

− −       
= =       

− −       
L D L

A  (12) 

(12) 对应的几何操作如图 6 所示。 

因此，Cholesky 分解可以看作是 LDL 分解的特例，可以对 LDL 分解得到的 D 进一步开平方。 
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图 6. 矩阵 A 的 LDL 分解对应“剪切 → 缩放 → 剪切” 

 

产生具有一定相关性的随机数 

图 7 所示为质心位于原点、协方差矩阵为单位矩阵的随机数，把图中散点数据写成数据矩阵 Z。 

注意，数据矩阵 Z 的行向量代表图 7 中散点。 

数据矩阵 Z 质心位于原点意味着 

 
T 0

0n

 
= =  

 
Z

Z 1
μ  (13) 

其中，n 为样本数据数量。 

数据矩阵 Z 协方差矩阵则为 

 
T 1 0

0 11n

 
= = = 

−  
Z

Z Z
Σ I  (14) 

由于数据矩阵 Z 的质心已经是零向量，所以上式没有中心化 (去均值)。 
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0

 

图 7. 质心位于原点、协方差矩阵为单位矩阵的数据矩阵 Z 

 

而图 8 所示为质心位于 [4, 3]T、协方差矩阵为 [1, 1/2; 1/2, 1] 的随机数，把图中散点数据写成数据矩阵

X。 

数据矩阵 X 质心位于 [4, 3]T 意味着 

 
T 4

3n

 
= =  

 
X

X 1
μ  (15) 

数据矩阵 X 协方差矩阵则为 

 
T 1 1 2

1 2 11

c c

n

 
= =  

−  
X

X X
Σ  (16) 

其中，Xc为 X 的中心化，即 

 T

c = − XX X μ  (17) 

几何上来看，上式相当于平移。 

数据中心化在本书第 12 章第 1 节讲过，请大家回顾。 
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0

μ = [4, 3]T

 

图 8. 质心位于 [4, 3]T、协方差矩阵为 [1, 1/2; 1/2, 1] 的数据矩阵 X 

 

下面介绍如何利用 Cholesky 分解、平移完成 Z、X 相互转换。 

首先对 (16) 中 ΣX进行 Cholesky 分解 

 T
1 0 1 1 2 1 1 2

1 2 11 2 3 2 0 3 2

     
= = =     

    
XΣ R R  (18) 

X 可以写成 

 T= + XX ZR μ  (19) 

Z (图 7) 经过 R 线性变换后得到图 9，数据中心还在原点；然后再用广播原则对数据平移便得到图 8。 
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μ = 0

 

图 9. 数据矩阵 Z @ R 

 

验证 X 的协方差矩阵 

 
( ) ( )

T
T T T T T

T T

1 1 1n n n

− −
= = = =

− − −

X X

X

I

X μ X μ R Z ZR Z Z
Σ R R R R  (20) 

本节前文介绍过，R 可以进一步拆解为“剪切 → 缩放”或“缩放 → 剪切”，请大家写成对应矩阵

分解。 

 

把 (19) 反过来看，通过如下运算 X 还可以变为 Z 

 ( )T 1−= −
X

Z X μ R  (21) 

注意，上式 R 可逆；这意味着，R 满秩。也就是说，ΣX正定。 

显然，协方差矩阵 ΣX为对称矩阵，我们可以对其进行谱分解。既然 Cholesky 可以作为 X、Z 的桥梁，

谱分解也可以。 

对协方差矩阵 ΣX进行谱分解 

 
T

2 2 2 2 3 2 0 2 2 2 2 1 1 2

0 1 2 1 2 12 2 2 2 2 2 2 2

   −    
= = =      

−         
X

Σ VΛV  (22) 

由于特征值均非负，我们可以把上式写成 

 

T
1 1

2 2
3 2 1 2 1 1 23 2 3 2

1 2 11 2 1 23 2 1 2

   −    
= = =       

−        
X

Σ VΛ VΛ  (23) 
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也就是说，X 和 Z 的关系也可以写成 

 

T
1 1

T T T2 2
 

= + = + 
 

X X
X Z VΛ μ ZΛ V μ  (24) 

上式的分步几何操作为“缩放 → 旋转 → 平移”。 

单独看缩放的话，数据矩阵 Z (图 7) 经过
1

2Λ 缩放后得到图 10，然后再旋转，最后平移也可以得到图 8。 

 

0

 

图 10. 数据矩阵 Z @ 
1

2Λ  

 

比较 (18)、(23)，我们发现两者有相同的形式！这两个式子都相当于对 ΣX开平方。 

 

 

请大家用 DeepSeek/ChatGPT 等工具完成本节如下习题。 

Q1. 请大家学习使用 numpy.linalg.cholesky() 函数，并对 (3) Cholesky 分解 

https://numpy.org/doc/2.2/reference/generated/numpy.linalg.cholesky.html 

Q2. 请大家学习使用 scipy.linalg.ldl() 函数对 (3) LDL 分解 

https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.linalg.ldl.html 

 

https://numpy.org/doc/2.2/reference/generated/numpy.linalg.cholesky.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.linalg.ldl.html

