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Part I

3

1
笔记归档

Sec 1.1 杂记

1.1.1 一些重要概念的理解

在环论中，理想（ideal）是指一个环的子集，它在环的加法和乘法下保持封闭性。具体
来说，如果 𝐼 是一个环 𝑅的理想，那么 𝐼 满足以下条件：

1. 对于所有 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼，有 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝐼。
2. 对于所有 𝑟 ∈ 𝑅和 𝑎 ∈ 𝐼，有 𝑟𝑎 ∈ 𝐼 和 𝑎𝑟 ∈ 𝐼（在交换环中，只需要考虑其中一种乘法，

因为 𝑟𝑎 = 𝑎𝑟）。

正规理想 (Proper Ideal)：一个理想 𝐼 被称为正规理想（proper ideal），如果它不是整个
环 𝑅本身。也就是说

𝐼 ≠ 𝑅

这种情况下，正规理想 𝐼 具有以下性质：

- 𝐼 ⊊ 𝑅，即 𝐼 是 𝑅的一个真子集。

- 𝐼 中不包含 1（如果 𝑅是带单位元的环），因为如果 𝐼 包含 1，那么对于任意 𝑟 ∈ 𝑅，有
𝑟 = 𝑟 · 1 ∈ 𝐼，这就意味着 𝐼 = 𝑅。

例子：

1. 在整数环 Z中，偶数构成的集合 2Z = {2𝑘 | 𝑘 ∈ Z}是一个正规理想，因为它不是整个
Z，且满足理想的定义。

2. 在多项式环 R[𝑥] 中，所有被 𝑥 整除的多项式构成的集合 (𝑥) = {𝑝(𝑥) ∈ R[𝑥] | 𝑝(𝑥) =
𝑥 · 𝑞(𝑥) for some 𝑞(𝑥) ∈ R[𝑥]}是一个正规理想。

总结：正规理想是一个环的理想，且它不等于整个环1。这一概念在环论中非常重要，因

为许多重要的结构和性质，例如素理想和极大理想，都依赖于理想是正规理想。

1.1.2 Neat analytic property

了解 𝜓 的 neat analytic singularities的定义之后，我们可以更深入地分析为何集合 𝑆 :=

{𝜓 = −∞}是 𝑀 的一个解析子流形。

Neat Analytic Singularities的定义

1或者说，通俗点，就叫真理想！毫无疑问，这是非平凡理想。



一个函数 𝜓具有 neat analytic singularities的定义是：对于流形 𝑀上的每一个点 𝑥 ∈ 𝑀，
存在一个邻域𝑈，使得在这个邻域上，𝜓可以表示为：

𝜓 = 𝑐 log

(
𝑁∑
𝑗=1

|𝑔 𝑗 |2
)
+ 𝑢,

其中：

• 𝑐 > 0是一个常数，

• 𝑔 𝑗 ∈ O𝑀 (𝑈)是在𝑈 上定义的全纯函数，

• 𝑢 ∈ 𝐶∞(𝑈)是在𝑈 上的光滑函数。

分析集合 𝑆 = {𝜓 = −∞}
为了理解 𝑆的性质，我们首先考虑 𝜓取值为负无穷的条件。在一个局部邻域𝑈内，我们

有

𝜓 = 𝑐 log

(
𝑁∑
𝑗=1

|𝑔 𝑗 |2
)
+ 𝑢.

为了使 𝜓 = −∞，我们需要

𝑐 log

(
𝑁∑
𝑗=1

|𝑔 𝑗 |2
)
→ −∞.

由于 𝑐 > 0，这等价于

log

(
𝑁∑
𝑗=1

|𝑔 𝑗 |2
)
→ −∞,

即
𝑁∑
𝑗=1

|𝑔 𝑗 |2 → 0.

所以，𝜓 = −∞的点是满足 ∑𝑁
𝑗=1 |𝑔 𝑗 |2 = 0的点集。

解析子流形

𝑆 = {𝜓 = −∞} =
{

𝑁∑
𝑗=1

|𝑔 𝑗 |2 = 0

}
.

注意到
∑𝑁
𝑗=1 |𝑔 𝑗 |2 = 0当且仅当每个 𝑔 𝑗 都为零，因为每个 |𝑔 𝑗 |是非负的实数。于是，

𝑆 = {𝑔1 = 0, 𝑔2 = 0, . . . , 𝑔𝑁 = 0}.

在一个邻域 𝑈 上，{𝑔 𝑗 = 0}是全纯函数 𝑔 𝑗 的零点集。因为这些 𝑔 𝑗 是全纯函数，它们的零点

集形成了一个解析子流形。也就是说，{𝑔1 = 0, 𝑔2 = 0, . . . , 𝑔𝑁 = 0}是 𝑀 的一个解析子流形。

因此，我们得出，具有 neat analytic singularities的函数 𝜓 的集合 𝑆 = {𝜓 = −∞}是流
形 𝑀 的一个解析子流形。这是因为在每个邻域𝑈上，𝜓可以表示为一个常数 𝑐乘以对全纯函

数平方和的对数加上一个光滑函数，而 𝜓 = −∞的点集正好是这些全纯函数的零点集的交集，
构成了一个解析子流形。
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1.1.3 Normal Bundle and Its Duality

在微分几何和代数几何中，法丛（normal bundle）和其对偶丛（dual bundle）是重要的
概念。下面将详细解释它们的定义及如何理解这些概念。

法丛（Normal Bundle）
请问 normal bundleN𝑋 与其对偶N∗

𝑋 应该如何理解？能结合他们的定义详细说明吗？

在微分几何和代数几何中，法丛（normal bundle）和其对偶丛（dual bundle）是重要的
概念。下面将详细解释它们的定义及如何理解这些概念。

法丛（Normal Bundle）
设 𝑋 是嵌入在更高维光滑流形 𝑀 中的一个光滑子流形。记 𝑇𝑋 为 𝑋 的切丛，𝑇𝑀 为 𝑀

的切丛。

定义: 法丛N𝑋 是 𝑋 在 𝑀 中的法向量（normal vectors）的集合，形式上表示为：

N𝑋 =
𝑇𝑀 |𝑋
𝑇𝑋

.

这里，𝑇𝑀 |𝑋 表示限制在 𝑋 上的 𝑀 的切丛，而 𝑇𝑋 是 𝑋 的切丛。法丛 N𝑋 可以被看作是 𝑇𝑀

的一个子丛，其每个纤维是 𝑇𝑀 的纤维减去 𝑇𝑋 的纤维。

直观理解: 在每一点 𝑥 ∈ 𝑋，N𝑋 的纤维 N𝑋,𝑥 是 𝑇𝑥𝑀 与 𝑇𝑥𝑋 的余空间，包含所有垂直于

𝑇𝑥𝑋 的向量。如果 𝑋 是嵌入 R𝑛中的一个子流形，那么N𝑋 的纤维就是正交于 𝑋 的向量。

法丛的对偶丛（Dual of the Normal Bundle）
法丛的对偶丛 N∗

𝑋 是指法丛 N𝑋 的对偶向量丛。给定一个向量丛 𝐸，其对偶丛 𝐸∗是由 𝐸

的每个纤维的对偶向量空间构成的向量丛。

定义: 法丛N𝑋 的对偶丛N∗
𝑋 是一个向量丛，其每个纤维是N𝑋,𝑥 的对偶向量空间：

N∗
𝑋 = (N𝑋)∗.

具体例子

考虑 𝑋 是嵌入在 R3中的一个二维曲面。此时：

1. 𝑇𝑋 是曲面的切丛，每个纤维是曲面在该点的切空间。

2. N𝑋 是曲面的法丛，每个纤维是垂直于曲面切空间的向量，这就是曲面在每点的法向量。

3. N∗
𝑋 是法丛的对偶丛，每个纤维是从法向量空间到实数的线性函数集合。

直观理解:在每一点 𝑥 ∈ 𝑋，N∗
𝑋 的纤维 N∗

𝑋,𝑥 是所有线性函数从 N𝑋,𝑥 到 R的集合。如果

N𝑋 表示法向量，则N∗
𝑋 表示与这些法向量相对的线性形式。

具体例子

考虑 𝑋 是嵌入在 R3中的一个二维曲面。此时：

1. 𝑇𝑋 是曲面的切丛，每个纤维是曲面在该点的切空间。

2. N𝑋 是曲面的法丛，每个纤维是垂直于曲面切空间的向量，这就是曲面在每点的法向量。

3. N∗
𝑋 是法丛的对偶丛，每个纤维是从法向量空间到实数的线性函数集合。

总而言之，法丛N𝑋：描述子流形在嵌入空间中的法向量，表示为N𝑋 = 𝑇𝑀 |𝑋
𝑇𝑋 ；法丛的对

偶丛N∗
𝑋：描述与法向量对应的线性形式，是法丛的每个纤维的对偶空间。

这两个概念在研究子流形的几何性质和测量法向量场的变化中具有重要意义。
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1.1.4 澄清一些基础概念，了解它们的区别，并做一定的分类归纳整理

若 𝑋 是一个光滑的射影簇（smooth projective variety），且具有固定的 Kähler度量 𝜔，

那么 𝑋 是弱拟凸 Kähler流形（weakly pseudoconvex Kähler manifold）吗？这是一个有趣且
重要的问题，涉及到复几何和代数几何的交叉领域。

首先，我们要明确一些概念：

1. 光滑射影簇：这是一个复流形，嵌入到某个复射影空间中，是复代数几何中的基本对象。

2. Kähler度量：这是一个特殊的度量，使得流形具有 Kähler结构，即其 Kähler形式 𝜔是

闭的（即 𝑑𝜔 = 0）。

3. 弱拟凸 Kähler流形：这是一个 Kähler流形，存在一个拟凸的 Kähler形式。

对于光滑射影簇 𝑋，它具有固定的 Kähler度量 𝜔。关键是要证明它是否为弱拟凸 Kähler
流形。这里指出所有光滑射影簇都是弱拟凸 Kähler流形。具体来说，可以通过以下几点来理
解：

1. 紧致性：光滑射影簇是紧致的。

2. Kähler结构：光滑射影簇天然带有 Kähler结构。

3. 弱拟凸性：由于射影簇是紧致的，任何 Kähler度量都将满足弱拟凸的条件。

由于 𝑋 是一个射影簇，意味着它可以嵌入到某个复射影空间中，因此具有天然的 Kähler
结构。此外，紧致性确保了它是弱拟凸的，因为紧致 Kähler流形的 Kähler形式总是满足弱拟
凸条件。

综上所述，具有固定 Kähler度量的光滑射影簇 𝑋 确实是弱拟凸 Kähler流形。
猜想下面定理成立

Theorem 1.1.1. (Main Theorem)

On a weakly pseudoconvex 𝑛-dimensional Kähler manifold (𝑋, 𝜔), let 𝐿 be a smooth Her-
mitian holomorphic line bundle, 𝐸 a smooth Hermitian holomorphic vector bundle of rank
𝑟 ≥ 1, and 𝑠 ∈ 𝐻0(𝑋, 𝐸) a section transverse to the zero section. Set

𝑌 := {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑠(𝑥) = 0}.

Assume also that, for an integer 𝑘 ≥ 0, the (1, 1)-form
√
−1Θ𝐿 + (𝑟 + 𝑘)

√
−1𝜕𝜕 log |𝑠 |2𝐸

involving the curvature of 𝐿 is semipositive on 𝑋\𝑌 , and that there exists a continuous
function 𝛼 > 0 on 𝑋 such that on 𝑋\𝑌 ,

(i)
√
−1Θ𝐿 + (𝑟 + 𝑘)

√
−1𝜕𝜕 log |𝑠 |2 ≥ 𝛼−1 {

√
−1Θ𝐸 𝑠,𝑠}
|𝑠 |2 ,

(ii) |𝑠 |𝐸 ≤ 𝑒−𝛼.

Then for every relatively compact open subset Ω ⊂ 𝑋 and every 𝑘-jet 𝑓 ∈
𝐻0

(
𝑋, 𝐾𝑋 ⊗ 𝐿⊗𝑚 ⊗ 𝒪𝑋/ℐ𝑘+1

𝑌

)
satisfying∫

𝑌

| 𝑓 |2
𝑠,𝜌,(𝑘)

|Λ𝑟 ( d𝑠) |2
d𝑉𝑌,𝜔 < +∞,
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there exists 𝐹 (𝑘) ∈ 𝐻0
(
Ω, 𝐾𝑋 ⊗ 𝐿⊗𝑚 )

such that 𝐽𝑘Ω𝐹
(𝑘) = 𝑓 and∫

Ω

��𝐹 (𝑘) ��2
𝐿

|𝑠 |2𝑟 (− log |𝑠 |)2
d𝑉𝑋,𝜔 ≤ 𝐶 (𝑘)

𝑟

∫
𝑌

| 𝑓 |2
𝑠,𝜌,(𝑘)

|Λ𝑟 ( d𝑠) |2
d𝑉𝑌,𝜔,

where 𝐶 (𝑘)
𝑟 > 0 is a constant depending only on 𝑟, 𝑘, 𝐸 and supΩ ∥𝑖Θ(𝐿)∥.

证明 (基本思路). 主要关注点在于需要更改哪里 ■

将主定理中的 𝐾𝑋 ⊗ 𝐿 改为 𝐾𝑋 ⊗ 𝐿⊗𝑙 是可以的，但需要确保所有的证明和条件都相应调

整。具体来说，𝐿⊗𝑙 表示 𝐿的 𝑙 次张量积，以下是需要考虑的几点：

1. Hermitian Metric和 Curvature：- 𝐿 的 Hermitian度量会影响其 𝑙 次张量积 𝐿⊗𝑙 的度

量。-对于 𝐿⊗𝑙 的曲率 Θ(𝐿⊗𝑙)，我们有 Θ(𝐿⊗𝑙) = 𝑙Θ(𝐿)，其中 Θ(𝐿) 是 𝐿 的曲率形式。因此，

定理中的条件需要相应调整以考虑这个变化。

2. 主要定理中的条件调整：-定理 0.1.4中条件 (a)：

𝑖Θ(𝐿) + (𝑟 + 𝑘)𝑖𝑑′𝑑′′ log |𝑠 |2 ≥ −1{𝑖Θ(𝐸)𝑠, 𝑠}/|𝑠 |2

需要改为：

𝑖Θ(𝐿⊗𝑙) + (𝑟 + 𝑘)𝑖𝑑′𝑑′′ log |𝑠 |2 ≥ −1{𝑖Θ(𝐸)𝑠, 𝑠}/|𝑠 |2

即：

𝑙𝑖Θ(𝐿) + (𝑟 + 𝑘)𝑖𝑑′𝑑′′ log |𝑠 |2 ≥ −1{𝑖Θ(𝐸)𝑠, 𝑠}/|𝑠 |2

-定理中的其他条件也需要相应调整以适应 𝐿⊗𝑙。

3. 证明中的调整：-证明中的所有涉及 𝐿 的部分需要替换为 𝐿⊗𝑙，并且重新计算相关的

L2估计和 Sobolev范数。
具体来说，调整后的定理可以表述如下：

调整后的主定理令 𝑋 是一个复数维度为 𝑛的弱伪凸复流形，配有一个 Kähler度量 𝜔。设

𝐿是一个 Hermitian全纯线丛，𝐸 是一个秩为 𝑟 的 Hermitian全纯向量丛，并且 𝑠 ∈ 𝐻0(𝑋, 𝐸)
是一个截面，假设其在零截面上是一般横截的。定义：

𝑌 := {𝑥 ∈ 𝑋 | 𝑠(𝑥) = 0,Λ𝑟 (𝑑𝑠) (𝑥) ≠ 0}

这是 𝑋 中的一个余维度为 𝑟 的子流形。假设对于某个整数 𝑘 ≥ 0，(1,1)-形式 𝑖Θ(𝐿⊗𝑙) + (𝑟 +
𝑘)𝑖𝑑′𝑑′′ log |𝑠 |2是半正的，并且存在一个连续函数 ≥ 1使得在 𝑋 上满足以下两个不等式：

(a) 𝑖Θ(𝐿⊗𝑙) + (𝑟 + 𝑘)𝑖𝑑′𝑑′′ log |𝑠 |2 ≥ −1{𝑖Θ(𝐸)𝑠, 𝑠}/|𝑠 |2,
(b) |𝑠 | ≤ 𝑒−.
如果 Ω ⊂ 𝑋 是一个相对紧的开子集，定义一个相关的权函数 𝜌 = 𝜌Ω > 0为：

𝜌(𝑦) = 1

| |𝐷𝑠−1𝑦 | | sup𝜉∈Ω( | |𝐷2𝑠𝜉 | | + | |𝐷𝑠𝜉 | |)
,

其中 𝐷 表示 𝐸 的 Chern联络。
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那么，对于每个相对开的子集 Ω ⊂ 𝑋，以及每个 𝑘 阶喷射 𝑓 ∈ 𝐻0(𝑋,Λ𝑛𝑇∗𝑋 ⊗ 𝐿⊗𝑙 ⊗
𝑂𝑋/𝐼 𝑘+1𝑌 )，如果 ∫

𝑌
| 𝑓 |2𝑠,𝜌,(𝑘) |

𝑟 (𝑑𝑠) |−2𝑑𝑉𝑌 , 𝜔 < +,

则存在 𝐹𝑘 ∈ 𝐻0(𝑋,Λ𝑛𝑇∗𝑋 ⊗ 𝐿⊗𝑙)，使得 𝐽𝑘𝐹𝑘 = 𝑓，并且∫
Ω

|𝐹𝑘 |2
|𝑠 |2𝑟 (− log |𝑠 |)2 𝑑𝑉𝑋 , 𝜔 ≤ 𝐶 (𝑘)𝑟

∫
𝑌
| 𝑓 |2𝑠,𝜌,(𝑘) |

𝑟 (𝑑𝑠) |−2𝑑𝑉𝑌 , 𝜔,

其中 𝐶 (𝑘)𝑟 > 0是仅依赖于 𝑟、𝑘、𝐸 和 supΩ | |𝑖Θ(𝐿⊗𝑙) | |的常数。
通过这些调整，我们可以将原定理应用于 𝐾𝑋 ⊗ 𝐿⊗𝑙 的情况。希望这些信息对你有帮助，

如果有更多具体问题或需要更详细的调整，请告诉我。

为了将主定理从 𝐾𝑋 ⊗ 𝐿推广到 𝐾𝑋 ⊗ 𝐿⊗𝑙，需要仔细分析并解决一些技术细节和潜在的问

题。以下是几个关键点以及需要注意的地方：

1. Hermitian度量和曲率

• Hermitian度量：𝐿⊗𝑙 的度量来自 𝐿的度量。如果 ℎ𝐿 是 𝐿的 Hermitian度量，那么 𝐿⊗𝑙

的度量是 ℎ⊗𝑙𝐿 ，其曲率 Θ(𝐿⊗𝑙) = 𝑙Θ(𝐿)。需要检查原证明中的每一步，确保使用 Θ(𝐿⊗𝑙)
时能够自然过渡。

• 曲率条件：在原定理中，假设 𝑖Θ(𝐿) + (𝑟 + 𝑘)𝑖𝑑′𝑑′′ log |𝑠 |2 ≥ −1{𝑖Θ(𝐸)𝑠, 𝑠}/|𝑠 |2。替换后，
需要确认 𝑙𝑖Θ(𝐿) + (𝑟 + 𝑘)𝑖𝑑′𝑑′′ log |𝑠 |2 ≥ −1{𝑖Θ(𝐸)𝑠, 𝑠}/|𝑠 |2仍然成立，并且可能需要调整
以满足新的不等式。

2. Sobolev范数和 L2估计
- L2估计：原文中使用的 L2估计可能依赖于 𝐿的具体性质，特别是度量 ℎ𝐿。推广到 𝐿⊗𝑙

时，需要重新计算这些估计，并确保 𝐿⊗𝑙 的度量 ℎ⊗𝑙𝐿 带来的变化不会破坏证明的有效性。

- Sobolev范数：原文中定义的 Sobolev范数可能需要重新定义，以适应 𝐿⊗𝑙。尤其是在

涉及到 jets的部分，需要确认新的 Sobolev范数能够正确估计 𝐿⊗𝑙 的 jets。
3. 证明的技术细节
- L2 Extension Theorem：原文中的证明基于 Ohsawa-Takegoshi的 L2 extension theo-

rem和 Manivel的推广。需要确保这些定理在 𝐿⊗𝑙 上仍然适用。如果有额外条件，需要进一

步验证。

- Rauch Comparison Theorem：证明中使用的 Rauch比较定理也需要重新检查，确保它
在 𝐿⊗𝑙 的情况下依然成立。

4. 整体框架和逻辑
-证明逻辑：整个证明过程需要重新梳理，确保每一步都能推广到 𝐿⊗𝑙。特别是涉及到度

量和曲率的部分，需要逐一验证。

-统一常数和估计：原文中的统一常数和估计需要重新计算，并确保它们在新的情况下仍
然适用。这包括所有涉及到 𝐿的部分，例如 的定义和估计等。

5. 额外难点 -范数和估计：你已经提到涉及到 𝐿 的范数及相关估计是一个难点。这是一

个关键问题，需要细致地重新计算并验证。

-其他潜在问题：任何涉及到具体几何性质的部分，例如喷射 (jets)的定义和性质，可能
需要重新验证。在推广过程中，需要特别关注这些细节，确保所有几何和分析性质在新的设

置下仍然成立。
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要将主定理推广到 𝐾𝑋 ⊗ 𝐿⊗𝑙，需要仔细处理涉及到度量和曲率的技术细节，重新计算相

关的 L2估计和 Sobolev范数，并验证所有证明步骤在新的设置下的有效性。原文的证明经过
适当修改是有可能继续使用的，但需要逐步验证和调整每一个细节。

如果有具体的证明步骤或者某些部分需要详细分析或修改，欢迎提供更多信息，我们可

以更深入地讨论和解决。

在原文中，𝐿的 Sobolev范数和 𝐿2估计在以下部分有所涉及：

1. Sobolev范数的定义和使用：-在原文中，定义了 𝑘 阶 jet的 Sobolev型 𝐿2范数。这涉

及到如何为 𝐿定义合适的内在 Sobolev范数。具体来说，定义了加权的 𝐿2范数，其中包含了

Hermitian向量丛 𝐿 的范数【12:0†source】。-这些范数被用于度量 𝑓 ∈ 𝐻0(𝑋,Λ𝑛𝑇∗𝑋 ⊗ 𝐿 ⊗
O𝑋/𝐼 𝑘+1𝑌 )的点态范数和整体的 𝐿2范数。例如，文中定义了在权函数 𝜌 > 0下的点态 𝜌加权范

数和整体 𝐿2加权范数【12:2†source】【12:3†source】。
2. 𝐿2估计的使用：- 𝐿2估计主要用于推导 𝑘 阶 jet的估计。这包括使用 Parseval’s公式

和 Garding引理来控制解的导数的增长。具体而言，这些估计用于证明在椭圆系统中的解的
增长情况【12:1†source】【12:5†source】。-文中还涉及了如何使用 𝐿2范数来得到关于 jet延
拓的积分不等式，这些不等式在推广过程中可能需要重新验证【12:4†source】。

需要解决的问题和修改

为了将主定理中的 𝐾𝑋 ⊗ 𝐿 改为 𝐾𝑋 ⊗ 𝐿⊗𝑙（其中 𝐿⊗𝑙 表示 𝐿 的 𝑙 次张量积），需要解决以

下问题：

1. Sobolev范数的重新定义：-需要重新定义 𝐿⊗𝑙 的 Sobolev范数。这涉及到如何从 𝐿的

范数推导出 𝐿⊗𝑙 的范数。-具体来说，需要证明在新的设定下，对应的 Sobolev范数依然满足
同样的性质和不等式。

2. 𝐿2估计的调整：-原文中的 𝐿2估计依赖于 𝐿的Hermitian范数。需要确认 𝐿⊗𝑙的范数是

否也满足相同的估计，或者需要调整证明中的关键步骤。-需要重新验证在 𝐿⊗𝑙下，Parseval’s
公式和 Garding引理是否仍然适用，或者需要新的技术工具来替代它们。

3. 曲率形式和 Chern连接：-需要重新计算 𝐿⊗𝑙 的曲率形式和相应的 Chern连接。这些
计算会影响到整个证明过程，特别是在计算导数和积分不等式时。-需要确认在新的设定下，
导出的不等式依然有效。

4. 整体框架的验证：-虽然原文的方法和技术可以提供一定的指导，但需要逐步验证每
一个步骤在新的设定下是否依然成立。这包括每一个局部提升、导数的计算、范数的估计等。

综上所述，要完成从 𝐾𝑋 ⊗ 𝐿 到 𝐾𝑋 ⊗ 𝐿⊗𝑙 的推广，涉及到重新定义范数、调整 𝐿2 估计、

计算新的曲率形式和 Chern连接，并验证整体证明框架。这是一个复杂的过程，需要对每一
个细节进行仔细推敲和验证。

1.1.5 Jet Bundle and Jet Sheaf

Jet Bundle

在复几何（complex geometry）中，”JET”通常指的是“喷射丛”（jet bundle）。喷射丛
是一个在微分几何和代数几何中用于研究光滑映射和光滑流形的一种概念。具体来说，喷射

丛可以用于描述映射的高阶导数信息，并且在研究微分方程、代数几何和解析几何中非常有
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用。

喷射丛的定义

考虑从一个流形 𝑀 到另一个流形 𝑁 的映射 𝑓 : 𝑀 → 𝑁。𝑘 阶喷射丛（𝑘-jet bundle）
𝐽𝑘 (𝑀, 𝑁)包含了 𝑓 在每一点 𝑥 ∈ 𝑀 的 𝑘 阶导数信息。更正式地说，两个映射 𝑓 , 𝑔 : 𝑀 → 𝑁 在

点 𝑥 ∈ 𝑀 的 𝑘 阶喷射相同，当且仅当 𝑓 和 𝑔在 𝑥及其附近的一定范围内具有相同的泰勒展开

到 𝑘 阶。

主要性质

1. **局部坐标描述 **：在局部坐标系中，𝑘 阶喷射可以表示为 𝑓 的各阶偏导数组成的向

量。2. **光滑结构 **：𝑘 阶喷射丛本身是一个光滑流形，并且可以构造出一个纤维丛（fiber
bundle），其中纤维是与 𝑘 阶导数有关的向量空间。3. **应用 **：喷射丛在研究偏微分方程
的几何理论中非常重要。通过喷射丛，可以把微分方程的解的高阶导数转化为几何对象进行

研究。

具体例子

- **1-jet bundle**：当 𝑘 = 1时，1-jet bundle记录了映射的点和该点的导数。对于光滑
映射 𝑓 : R𝑛 → R𝑚，1-jet bundle记录了 𝑓 在某点的值及其雅可比矩阵（Jacobian matrix）。-
**高阶 jet bundle**：对于 𝑘 > 1，𝑘-jet bundle记录了高阶偏导数，能够捕捉更多的局部几
何信息。

形式化定义

给定 𝑀 和 𝑁 为光滑流形，𝑥 ∈ 𝑀，𝐽𝑘 (𝑀, 𝑁)是这样的一类等价类的集合，其中每个等价
类表示在 𝑥点处具有相同 𝑘 阶导数的映射。更形式化地，有

𝐽𝑘 (𝑀, 𝑁) = {[ 𝑓 ]𝑘𝑥 | 𝑓 : 𝑀 → 𝑁, 𝑥 ∈ 𝑀},

其中 [ 𝑓 ]𝑘𝑥 表示在 𝑥点处 𝑓 的 𝑘 阶喷射。

通过喷射丛，我们可以将复杂的几何问题转换为更具结构化的问题，利用代数几何和微

分几何的工具进行研究。

Jet Sheaf

好的，我们来详细探讨一下喷射丛（jet bundle）和喷射层（jet sheaf）的关系及其在复
几何中的应用。

喷射层（Jet Sheaf）的定义
喷射层是喷射丛在层（sheaf）理论中的具体化，主要用于描述映射的高阶导数信息，并

在代数几何和解析几何中发挥重要作用。喷射层提供了一种系统的方法来处理局部几何对象

和全局几何结构之间的关系。

形式化定义

考虑复流形 𝑋 和 𝑌 以及一个从 𝑋 到 𝑌 的映射 𝑓 : 𝑋 → 𝑌。𝑘 阶喷射层 𝐽𝑘
𝑋/𝑌 是一个 O𝑋-模

层（O𝑋-module），其中 O𝑋 是 𝑋 上的结构层（结构层提供了在 𝑋 上定义的解析函数）。

- **0-jet sheaf**: 𝐽0
𝑋/𝑌 = O𝑋，这是 𝑋 上的结构层本身。- **1-jet sheaf**: 𝐽1

𝑋/𝑌 记录了

𝑓 的一阶导数信息，可以看作是 𝑋 上切丛（tangent bundle）T𝑋 的某种推广。- ** 高阶 jet
sheaf**: 𝑘 阶喷射层 𝐽𝑘

𝑋/𝑌 记录了 𝑓 的 𝑘 阶导数信息。

局部描述
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在局部坐标 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) 中，𝑘 阶喷射层 𝐽𝑘
𝑋/𝑌 的截面可以表示为包含高阶偏导数的信息。

例如，对于一个函数 𝑓，它的 𝑘 阶喷射层在点 𝑥处的截面可以表示为

[ 𝑓 ]𝑘𝑥 =
(
𝑓 (𝑥), 𝜕 𝑓

𝜕𝑥𝑖
(𝑥), 𝜕2 𝑓

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥 𝑗
(𝑥), . . . , 𝜕𝑘 𝑓

𝜕𝑥𝑖1 · · · 𝜕𝑥𝑖𝑘 (𝑥)
)
.

喷射层的性质

1. **Exact Sequences**：喷射层和其他层之间存在精确序列。例如，一阶喷射层 𝐽1
𝑋/𝑌 和

切丛 T𝑋 之间有一个经典的精确序列：

0 → Ω1
𝑋 → 𝐽1𝑋/𝑌 → O𝑋 → 0,

其中 Ω1
𝑋 是 𝑋 上的微分形式层。

2. **代数结构 **：喷射层具有丰富的代数结构，可以通过层的同态（sheaf morphism）
和分次结构（graded structure）进行研究。

3. **应用 **：喷射层在研究代数微分方程、解析几何中的模空间（moduli space）、代
数簇（algebraic varieties）的变形理论（deformation theory）中有广泛应用。

应用示例

**模空间的研究 **：在研究模空间时，喷射层提供了分析映射的高阶变形的重要工具。
例如，给定一个代数簇 𝑋，喷射层可以帮助理解 𝑋 的自同构（automorphism）群以及 𝑋 的

变形空间。

**代数微分方程 **：喷射层在代数微分方程中起到了关键作用。通过将微分方程转化为
喷射层的条件，可以使用代数几何的方法来研究这些方程的解的结构和性质。

**解析几何中的应用 **：在解析几何中，喷射层用于研究复流形上的函数和映射的局部
行为，通过喷射层可以更好地理解这些映射的全局性质。

总结

喷射层（jet sheaf）将喷射丛的概念推广到层理论中，使得高阶导数的信息可以在代数
几何和解析几何中系统地处理。通过喷射层，可以将复杂的几何和解析问题转化为层理论中

的问题，从而应用层理论的工具进行研究和解决。这使得喷射层成为现代几何学研究中的一

个强大工具。

在复几何和代数几何中，陈联络（Chern connection）作为偏微分算子发挥了重要作用，
特别是在讨论喷射丛（jet bundle）和喷射层（jet sheaf）时。让我们详细讨论一下陈联络及
其在这些几何对象中的应用。

陈联络（Chern Connection）
陈联络是一种特殊的联络，用于复向量丛（complex vector bundle）上，尤其是在赫尔

墨特向量丛（Hermitian vector bundle）上。陈联络最初由陈省身引入，用于构造具有特定性
质的联络，它既与丛的赫尔墨特度量（Hermitian metric）相容，又保持复结构。

定义与性质

考虑一个复向量丛 𝐸，其上有一个赫尔墨特度量 ℎ。陈联络是一个唯一的联络 ∇，满足以
下条件：

1. **Hermitian Compatibility**：对于 𝐸 的任何两个截面 𝑠1, 𝑠2，

𝜕

𝜕𝑧𝑖
ℎ(𝑠1, 𝑠2) = ℎ(∇ 𝜕

𝜕𝑧𝑖
𝑠1, 𝑠2) + ℎ(𝑠1,∇ 𝜕

𝜕𝑧𝑖
𝑠2),
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这表示陈联络与赫尔墨特度量 ℎ相容。

2. **Complex Structure Compatibility**：陈联络的 (0, 1)分量等于Dolbeault算子 𝜕，即

∇(0,1) = 𝜕.

应用在喷射丛和喷射层中

喷射丛和喷射层包含高阶导数的信息，陈联络提供了一种自然的方式来处理这些导数信

息，特别是在复杂结构和赫尔墨特度量的情况下。在喷射丛中的应用

喷射丛 𝐽𝑘 (𝐸)包含 𝐸 的截面及其高阶导数的信息。陈联络 ∇可以延拓到喷射丛上，从而
定义高阶喷射丛上的联络。具体来说，给定一个截面 𝑠 ∈ Γ(𝐸)，陈联络 ∇作用在 𝑠的高阶喷

射上，可以递归地定义为：

∇𝑘+1𝑠 = ∇(∇𝑘 𝑠),

其中 ∇𝑘 𝑠是 𝑠的 𝑘 阶导数所组成的喷射。

在喷射层中的应用

喷射层 𝐽𝑘
𝑋/𝑌 是一个 O𝑋-模层，包含映射的高阶导数信息。陈联络可以视为作用在这些高

阶导数上的偏微分算子，通过这个联络可以定义喷射层的切向导数和曲率。

具体例子 1. 一阶喷射层和陈联络
对于复流形 𝑋 上的一个赫尔墨特向量丛 𝐸，其一阶喷射层 𝐽1(𝐸)包含 𝐸 的截面及其一阶

导数。陈联络 ∇可以延拓到 𝐽1(𝐸)上，从而得到包含一阶导数的联络。
2. 高阶喷射层和陈联络
对于高阶喷射层 𝐽𝑘 (𝐸)，陈联络 ∇同样可以延拓，使得可以定义高阶导数的联络。这个

过程在技术上较为复杂，但本质上是递归应用陈联络的定义。

总结

陈联络在复几何中是一个非常重要的工具，通过其与赫尔墨特度量和复结构的相容性，使

得我们能够自然地处理复向量丛和喷射丛中的高阶导数信息。尤其是在喷射层和喷射丛的研

究中，陈联络作为偏微分算子提供了一种系统的方法来处理这些复杂的几何对象，从而在代

数几何和解析几何中发挥关键作用。如果你在论文中看到陈联络的应用，通常它是用来处理

复向量丛或喷射丛中的导数和曲率问题的。
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2 𝐿2-EXTENSION THEOREM FOR 𝑘-
JETS

Sec 2.1 Introduction

Theorem 2.1.1. (Main Theorem)

Let (𝑋, 𝜔) be a weakly pseudoconvex complex n-dimensional manifold possessing a Kähler
metric 𝜔, 𝜓 be a plurisubharmonic function on 𝑋, 𝐸 be a holomorphic vector bundle of
rank 𝑟 over 𝑋 equipped with a smooth Hermitian metric (1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑛), and 𝑠 be a global
holomorphic section of 𝐸 . Assume that 𝑠 is transverse to the zero section, and let

𝑌 := {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑠(𝑥) = 0,Λ𝑟 (d𝑠) (𝑥) ≠ 0}.

Let 𝐿 be a holomorphic line bundle over 𝑋 equipped with a singular Hermitian metric ℎ𝐿,
which is written locally as 𝑒−𝜑𝐿 for some function 𝜑𝐿 ∈ 𝐿1loc with respect to a local holo-
morphic frame of 𝐿. Assume that 𝑞2𝜑𝐿 +

(
1 − 𝑞

2

)
𝜑𝜔 + 𝜓 is quasi-plurisubharmonic and 𝜑𝐿

is locally bounded above. Let 𝜎 := 𝜓 + (𝑟 + 𝑘) log |𝑠 |2𝐸 for an integer 𝑘 ⩾ 0 and Θ𝐿 = 𝜕𝜕𝜑𝐿
. Moreover, assume that the (1, 1)-form
(i) 𝑞2

√
−1Θ𝐿 +

(
1 − 𝑞

2

) √
−1𝜕𝜕𝜑𝜔 +

√
−1𝜕𝜕𝜎 ≥ 0 holds on 𝑋\𝑌 ,

and that there is a continuous function 𝛼 > 0 on 𝑋 such that the following two inequalities
hold on 𝑋\𝑌 :

(ii) 𝑞2
√
−1Θ𝐿 +

(
1 − 𝑞

2

) √
−1𝜕𝜕𝜑𝜔 +

√
−1𝜕𝜕𝜎 ≥

{√
−1Θ𝐸 𝑠, 𝑠

}
𝐸

𝛼 |𝑠 |2𝐸
,

(iii) 𝜎 ≤ −2𝑟𝛼
Then, for every relatively compact open subset Ω ⊂ 𝑋, and every 𝑘-jet 𝑓 ∈
𝐻0

(
𝑋, 𝐾𝑋 ⊗ 𝐿 ⊗ O𝑋/J 𝑘+1

𝑌

)
satisfying

𝐶 𝑓 :=
∫
𝑌

| 𝑓 |2
𝑠,𝜌,(𝑘)

|Λ𝑟 (𝑑𝑠) |2
𝑑𝑉𝑌,𝜔 < +∞,

there exists 𝐹𝑘 ∈ 𝐻0 (𝑋, 𝐾𝑋 ⊗ 𝐿) such that 𝐽𝑘𝐹𝑘 = 𝑓 and∫
Ω

|𝐹𝑘 |𝑞𝐿
𝑒𝜎𝑅(𝜎) 𝑑𝑉𝑋,𝜔 ≤ 𝐶 (𝑘)

𝑟,𝑅𝐶 𝑓 ,

where 𝐶 (𝑘)
𝑟,𝑅 > 0 is a constant depending only on 𝑟, 𝑅, 𝑘, 𝐸, and supΩ ∥𝑖Θ𝐿 ∥.

附加条件 |𝑢𝜀 |2
|𝑠 |2𝑚 ∈ 𝐿1loc 在 𝑌 的一个邻域内成立。这个条件保证了 𝑢𝜀 及其所有阶数小于等



于 𝑘 的 jet在 𝑌 上消失。

为了理解这个结论，我们需要分几步详细分析：

1. 条件 |𝑢𝜀 |2
|𝑠 |2𝑚 ∈ 𝐿1loc 的作用：这个条件在 𝑌 的邻域内成立，意味着 𝑢𝜀 在 𝑌 上的增长受到

了控制。特别是，如果 𝑠是定义 𝑌 的局部切割函数（即 𝑌 = {𝑠 = 0}），那么 |𝑢𝜀 |2
|𝑠 |2𝑚 ∈ 𝐿1loc意味着

𝑢𝜀 的增长速率不能超过 |𝑠 |𝑚 的速率。
2. 𝑢𝜀 在 𝑌 上的行为：由于 |𝑢𝜀 |2

|𝑠 |2𝑚 ∈ 𝐿1loc，可以得出 𝑢𝜀 在 𝑌 上必须是零。否则，如果 𝑢𝜀 在

𝑌 上不为零， |𝑢𝜀 |2
|𝑠 |2𝑚 将在 𝑌 附近产生奇异性，无法属于 𝐿1loc。

3. jet的行为：对于 𝑢𝜀 的 jet，特别是阶数小于等于 𝑘 的 jet，其行为受 𝑢𝜀 在 𝑌 上的行为

约束。因为 𝑢𝜀 在 𝑌 上为零，并且由 𝑢𝜀 的光滑性可以推出其导数在 𝑌 上也是零。特别地，阶

数小于等于 𝑘 的导数（即 𝑘 阶及以下的 jet）在 𝑌 上也必须为零。

综上所述，附加条件 |𝑢𝜀 |2
|𝑠 |2𝑚 ∈ 𝐿1loc的关键作用是控制 𝑢𝜀 在 𝑌 上的行为，确保 𝑢𝜀 及其小于

等于 𝑘 阶的 jet在 𝑌 上都消失。

Problem 2.1.1. (非零全纯函数的泰勒展开性质)

请问为何对于一个高维复平面上一个半径为 𝑟 小圆盘 Δ𝑟 上的非零全纯函数 𝑓，可以将

它写作 𝑓 = 𝑧𝑚 𝑓1,这里 𝑓1 |𝑜 ≠ 0,？𝑜是复平面的原点。

解. 对于一个高维复平面上的非零全纯函数 𝑓，如果在一个半径为 𝑟 的小圆盘 Δ𝑟 上分析这个

函数，考虑 𝑓 在原点附近的性质，可以通过以下方式理解为何 𝑓 可以写作 𝑓 = 𝑧𝑚 𝑓1，其中 𝑓1

在原点非零：

泰勒级数展开：由于 𝑓 是全纯函数，它在原点附近可以展开成一个泰勒级数：

𝑓 (𝑧) = 𝑎0 + 𝑎1𝑧 + 𝑎2𝑧2 + · · ·

其中 𝑎𝑖 是常数。

找出最低次非零项：因为 𝑓 是非零的全纯函数，因此总有一个最小的正整数 𝑚，使得

𝑎𝑚 ≠ 0而 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚−1都是零。也就是说，

𝑓 (𝑧) = 𝑎𝑚𝑧𝑚 + 𝑎𝑚+1𝑧𝑚+1 + · · ·

提取 𝑧𝑚 因子：将 𝑧𝑚 提出来，可以写作

𝑓 (𝑧) = 𝑧𝑚 (𝑎𝑚 + 𝑎𝑚+1𝑧 + 𝑎𝑚+2𝑧2 + · · · )

记 𝑓1(𝑧) = 𝑎𝑚 + 𝑎𝑚+1𝑧 + 𝑎𝑚+2𝑧2 + · · ·。因为 𝑎𝑚 ≠ 0，因此 𝑓1在原点处非零，即 𝑓1 |𝑜 ≠ 0。

最终表达式：这样， 𝑓 (𝑧)可以表示为

𝑓 (𝑧) = 𝑧𝑚 𝑓1(𝑧)

其中 𝑓1是一个在 Δ𝑟 上全纯的函数，并且在原点处 𝑓1 ≠ 0。

这个表示法的关键点在于全纯函数的泰勒级数展开，保证了我们可以通过找到最低次非

零项，将 𝑓 分解为 𝑧𝑚 与一个在原点非零的全纯函数 𝑓1的乘积。 ■
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Sec 2.2 Weierstrass Preparation Theorem and Weierstrass Division
Theorem

Weierstrass’ preparation theorem is a theorem obtained and originally formulated by
K. Weierstrass in 1860 as a preparation lemma, used in the proofs of the existence and ana-
lytic nature of the implicit function of a complex variable defined by an equation 𝑓 (𝑧, 𝑤) = 0

whose left-hand side is a holomorphic function of two complex variables. This theorem gen-
eralizes the following important property of holomorphic functions of one complex variable
to functions of several complex variables: If 𝑓 (𝑧) is a holomorphic function of 𝑧 in a neigh-
bourhood of the coordinate origin with 𝑓 (0) = 0, 𝑓 (𝑧) . 0, then it may be represented in the
form 𝑓 (𝑧) = 𝑧𝑠𝑔(𝑧), where 𝑠 is the multiplicity of vanishing of 𝑓 (𝑧) at the coordinate origin,
𝑠 ≥ 1, while the holomorphic function 𝑔(𝑧) is non-zero in a certain neighbourhood of the
origin.

The formulation of theWeierstrass preparation theorem for functions of 𝑛 complex vari-
ables, 𝑛 ≥ 1. Let

𝑓 (𝑧) = 𝑓 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛)

be a holomorphic function of 𝑧 = (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) in the polydisc

𝑈 = 𝑧 : |𝑧𝑖 | < 𝑎𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

and let
𝑓 (0) = 0, 𝑓 (0, . . . , 0, 𝑧𝑛) . 0.

Then, in some polydisc
𝑉 = {𝑧 : |𝑧𝑖 | < 𝑏𝑖 ≤ 𝑎𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛},

the function 𝑓 (𝑧) can be represented in the form

𝑓 (𝑧) = [𝑧𝑠𝑛 + 𝑓1(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛−1)𝑧𝑠−1𝑛 + · · · + 𝑓𝑠 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛−1)]ℎ(𝑧),

where 𝑠 is the multiplicity of vanishing of the function

𝑓 (𝑧𝑛) = 𝑓 (0, . . . , 0, 𝑧𝑛)

at the coordinate origin, 𝑠 ≥ 1 ; the functions 𝑓 𝑗 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛−1) are holomorphic in the polydisc

𝑉 ′ = {(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛−1) : |𝑧𝑖 | < 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 − 1},
𝑓 𝑗 (0, . . . , 0) = 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑠;

the function ℎ(𝑧) is holomorphic and does not vanish in𝑉 . The functions 𝑓 𝑗 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛−1), 𝑗 =
1, . . . , 𝑠, and ℎ(𝑧) are uniquely determined by the conditions of the theorem.

If the formulation is suitably modified, the coordinate origin may be replaced by any
point 𝑎 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) of the complex space C𝑛. It follows from the Weierstrass preparation
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theorem that for 𝑛 > 1, as distinct from the case of one complex variable, every neigh-
bourhood of a zero of a holomorphic function contains an infinite set of other zeros of this
function.

Weierstrass’ preparation theorem is purely algebraic, and may be formulated for formal
power series. Let C[[𝑧1, . . . , 𝑧𝑛]] be the ring of formal power series in the variables 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛
with coefficients in the field of complex numbers𝐶 ; let 𝑓 be a series of this ring whose terms
have lowest possible degree 𝑠 ≥ 1 , and assume that a term of the form 𝑐𝑧𝑠𝑛, 𝑐0, exists. The
series 𝑓 can then be represented as

𝑓 = (𝑧𝑠𝑛 + 𝑓1𝑧
𝑠−1
𝑛 + · · · + 𝑓𝑠)𝑔,

where 𝑓1, . . . , 𝑓𝑠 are series in𝐶 [[𝑧1, . . . , 𝑧𝑛−1]] whose constant terms are zero, and 𝑔 is a series
in C[[𝑧1, . . . , 𝑧𝑛]] with non-zero constant term. The formal power series 𝑓1, . . . , 𝑓𝑠 and 𝑔 are
uniquely determined by 𝑓 .

A meaning which is sometimes given to the theorem is the following division theorem:
Let the series

𝑓 ∈ C[[𝑧1, . . . , 𝑧𝑛]]

satisfy the conditions just specified, and let 𝑔 be an arbitrary series in C[[𝑧1, . . . , 𝑧𝑛]]. Then
there exists a series

ℎ ∈ C[[𝑧1, . . . , 𝑧𝑛]]

and series
𝑎 𝑗 ∈ C[[𝑧1, . . . , 𝑧𝑛−1]], 𝑎 𝑗 (0, . . . , 0) = 0,

𝑗 = 0, . . . , 𝑠 − 1,

which satisfy the following equation:

𝑔 = ℎ 𝑓 + 𝑎0 + 𝑎1𝑧𝑛 + · · · + 𝑎𝑠−1𝑧𝑠−1𝑛 .

Weierstrass’ preparation theorem also applies to rings of formally bounded series. It pro-
vides a method of inductive transition, e.g. from C[[𝑧1, . . . , 𝑧𝑛−1]] to C[[𝑧1, . . . , 𝑧𝑛]]. It is
possible to establish certain properties of the rings C[𝑧1, . . . , 𝑧𝑛] and C[[𝑧1, . . . , 𝑧𝑛]] in this
way, such as being Noetherian and having the unique factorization property. There exists a
generalization of this theorem to differentiable functions [6].

References
[1a] K. Weierstrass, ”Abhandlungen aus der Funktionenlehre” , Springer (1866)
[1b] K. Weierstrass, ”Math. Werke” , 1–7 , Mayer & Müller (1894–1895)
[2] B.V. Shabat, ”Introduction of complex analysis” , 1–2 , Moscow (1985) (In Russian)

Zbl 0578.32001 Zbl 0574.30001
[3] S. Bochner, W.T. Martin, ”Several complex variables” , Princeton Univ. Press (1948)

MR0027863 Zbl 0041.05205
[4] R.C. Gunning, H. Rossi, ”Analytic functions of several complex variables” , Prentice-

Hall (1965) MR0180696 Zbl 0141.08601

18 2.2. WEIERSTRASS PREPARATION THEOREM ANDWEIERSTRASS DIVISION THEOREM



[5] I.R. Shafarevich, ”Basic algebraic geometry” , Springer (1977) (Translated from Rus-
sian) MR0447223 Zbl 0362.14001

[6] B. Malgrange, ”Ideals of differentiable functions” , Tata Inst. (1966) MR2065138
MR0212575 Zbl 0177.17902

Comments
The polynomial

𝑧𝑠𝑛 + 𝑓1(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛−1)𝑧𝑠−1𝑛 + + + 𝑓𝑠 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛−1),

which occurs in the Weierstrass preparation theorem, is called a Weierstrass polynomial of
degree s in 𝑧𝑛.

下面是这两个定理的初步理解以及它们的证明。

Theorem 2.2.2. (Weierstrass Preparation Theorem)

If 𝑓 is holomorphic around the origin in C𝑛 and is not identically zero on the 𝑤-axis, then
in some neighborhood of the origin 𝑓 can be written as

𝑓 = 𝑔 · ℎ,

where 𝑔 is a Weierstrass polynomial of degree 𝑑 in 𝑤 and ℎ(0) ≠ 0.
即每个 𝑓 ∈ OC𝑛,0都能唯一地写为 𝑓 = 𝑔 · ℎ的形式,其中 𝑔是一个WP而 ℎ是一个单位元

素（即可逆的元素,或者等价地 ℎ(0) ≠ 0）。

证明. 首先这种存在唯一的定理大概都可以想想这个 “唯一性”会迫使结果长成什么样子。这
里的关键就是 “一个首一多项式完全被它的根所确定下来”。具体来说，定义 𝑓𝑤 (𝑧𝑛) := 𝑓 (𝑤, 𝑧𝑛)
,即固定 𝑤 ∈ C𝑛−1 后来看, 𝑓 就变成了一元函数。那么如果有这样的分解 𝑓𝑤 = 𝑔𝑤 · ℎ𝑤 ,由于 ℎ

在某个包含 0的邻域内都非零,这就表示 𝑓𝑤 和 𝑔𝑤 的零点是相同的,所以唯一性是显然的。
如果把 𝑓𝑤 的零点记为 𝑏1(𝑤), . . . 𝑏𝑑 (𝑤),那么就有

𝑔𝑤 (𝑧𝑛) = (𝑧𝑛 − 𝑏1(𝑤)) · · · (𝑧𝑛 − 𝑏𝑑 (𝑤)) .

虽然这里对零点的顺序有一些任意性,但最后这个多项式还是一样的。如果希望

𝑔 (𝑤, 𝑧𝑛) = 𝑧𝑑𝑛 + 𝑎1(𝑤) · 𝑧𝑑−1𝑛 + · · · + 𝑎𝑑 (𝑤)

是一个WP,那么对比知道 𝑎𝑖 (𝑤)是这些 𝑏 𝑗 (𝑤)的基本对称多项式。
立马要面对的问题有两个:

1. 为什么零点的数目 𝑑与 𝑤无关？

2. 最后得到的这个多项式为什么是全纯的?

Remark. 虽然我们可以相信零点随着系数的变化也是全纯地变化,但总有很多”奇异”的情况
没办法直接去证明。

这两个问题都可以从下述引理中得到解答:
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Lemma 2.2.1.

如果 𝑓 是一个一元全纯函数（在某个使下面命题有意义的区域上定义的）,且它在球面
{|𝑧 | = 𝑟}上没有零点,在开球 {|𝑧 | < 𝑟}内的零点为 𝑏1, . . . , 𝑏𝑑 (多重零点按重数计算),那
么有

1

2𝜋i

∮
|𝑧 |=𝑟

𝑧𝑘
𝑓 ′(𝑧)
𝑓 (𝑧) d𝑧 =

𝑑∑
𝑖=1

𝑏𝑘𝑖 ,

其中 𝑘 ≥ 0。

只需要在某个零点附近展开看看留数就知道了。那么对第一个问题的回答就是 “取足够
小的邻域即可”。具体来说,先选择 𝜀𝑛 使得在 {|𝑧𝑛 | < 𝜀𝑛}内 𝑓0 只有 0这一个（𝑑 重的）零点。
在上述引理中取 𝑘 = 0，于是 𝑓𝑤 的零点数目随 𝑤的变化是全纯的,但这必须是个整数,所以在
足够小的邻域内就恒为 𝑑。当然了,可以把这个邻域取为 (−𝜀1, 𝜀1) × · · · × (−𝜀𝑛, 𝜀𝑛)。
对第二个问题的回答就是 “基本对称多项式和对称幂次和能相互表示”。于是上述引理就

说明了这些 𝑎𝑖 都是全纯的。

至此唯一剩下需要证明的就是 ℎ 是全纯函数了。为此只需要说明它相对于 𝑤 和 𝑧𝑛 都是

全纯的然后由 Osgood引理即得。固定 𝑤,由于 𝑓𝑤和 𝑔𝑤零点完全相同,所以 ℎ𝑤（即 ℎ相对于

𝑧𝑛 )是全纯的;而对于固定的 𝑧𝑛,有 ℎ (𝑤, 𝑧𝑛) = 1
2𝜋i

∮
|𝜁 |=𝜀1

ℎ𝑤 (𝜁)
𝜁−𝑧𝑛 d𝜁 ,所以相对于 𝑤也是全纯的。

■

Remark. 对于 𝑓 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) = 0, 现在固定 𝑤 = 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛−1, 则上述方程成为一个一元函数
𝑓𝑤 (𝑧𝑛) := 𝑓 (𝑤, 𝑧𝑛) = 0. 唯一性。假设存在如题中的分解式 𝑓𝑤 (𝑧𝑛) = 𝑔𝑤 (𝑧𝑛) · ℎ𝑤 (𝑧𝑛), 那么
由 𝑓 在 𝑤 上不一致为零，即存在 𝑓𝑤 的幂级数展开式中某一个和项系数不为零，从而受此

启发，我们可以将 𝑓𝑤 分为两部分，一部分包括了 𝑓𝑤 全部零点，记为 𝑔𝑤,另一部分则不包含
𝑓𝑤 零点，记为 ℎ𝑤, 即 𝑓𝑤 = 𝑔𝑤 · ℎ𝑤. 我们不妨假设 𝑓𝑤 的所有零点为 𝑏1(𝑤), . . . , 𝑏𝑑 (𝑤), 则有
𝑔𝑤 (𝑧𝑛) = (𝑧𝑛 − 𝑏1(𝑤)) · · · (𝑧𝑛 − 𝑏𝑑 (𝑤)),也可以写为 𝑔𝑤 = 𝑧𝑑𝑛 + 𝑎1(𝑤)𝑧𝑑−1𝑛 + · · · + 𝑎𝑑 (𝑤). 这样一
来，就确定了这个分解的存在性，剩下的就是证明唯一性是否成立？这涉及到两个问题，第

一：这里所假设的零点 𝑏𝑖 (𝑤), 𝑖 = 1, . . . , 𝑑的个数 𝑑是否与 𝑤相关，如果不相关，则唯一性显

然成立；第二：上面所构造的 𝑔𝑤 是否全纯？如果 𝑔𝑤 全纯，那么 ℎ𝑤 全纯也是显然的。如若这

两个问题都如此回答，则这个分解是有意义的，且 𝑔𝑤 是WP。
对于问题一，反证法，假设 𝑑 与 𝑤 有关，则有配对 (𝑑1, 𝑤1), (𝑑2, 𝑤2)。那么就相应地有

𝑓𝑤 = 𝑔𝑤1ℎ𝑤1 = 𝑔𝑤2ℎ𝑤2,且 𝑔𝑤1 ≠ 𝑔𝑤2 . 可是由于我们构造 𝑔𝑤 时的假设 𝑓𝑤 与 𝑔𝑤 共零点，设零

点集为 {𝑐1, . . . , 𝑐𝑞}，且在复数域中 𝑔𝑤1 , 𝑔𝑤2 都具有完全分解式，则 𝑔𝑤1 =
∏
𝑑1 (𝑧𝑛 − 𝑏𝑖 (𝑤1)) =

𝑔𝑤2 =
∏
𝑑2 (𝑧𝑛 − 𝑏 𝑗 (𝑤2)) =

∏
𝑞 (𝑧𝑛 − 𝑐𝑘 ),从而 𝑔𝑤1 = 𝑔𝑤2 , ℎ𝑤1 = ℎ𝑤2,这与假设 𝑔𝑤1 ≠ 𝑔𝑤2 相悖，

故而 𝑑与 𝑤无关。

问题二如上面证明所述，应用Lemma 2.2.1即可。

Corollary 2.2.1.

每个局部环 O𝑋,𝑝 都是 UFD。
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证明. 当然只需要对 OC𝑛,0 来证明就好了。对于 𝑛 = 0, 1都是显然的,我们尝试对 𝑛归纳来证

明。设 𝑓 ∈ OC𝑛,0, 那么 WPT 告诉我们 𝑓 = 𝑔 · ℎ, 由于 ℎ 可逆我们不管它, 就只看这个 WP
𝑔 ∈ OC𝑛−1,0 [𝑧] 。
按照归纳假设这是一个 UFD, 于是可以写 𝑔 = 𝑔1 · · · 𝑔𝑘 , 其中 𝑔𝑖 ∈ OC𝑛−1,0 [𝑧] 是不可约

的。视 𝑔𝑖 为 OC𝑛,0 中的元素, 应用 WPT 有 𝑔𝑖 = 𝑔𝑖 · ℎ𝑖, 其中 𝑔𝑖 是 WP 而 ℎ𝑖 可逆。于是有

𝑔 = (𝑔1 · · · 𝑔𝑘 ) (ℎ1 · · · ℎ𝑘 ),第一个括号是一些WP的乘积所以仍然是一个WP,而第二个括号可
逆,所以按照WPT的唯一性知道 𝑔 = 𝑔1 · · · 𝑔𝑘 。换言之,每个WP都是一些不可约WP的乘积，
所谓”不可约WP”是指这个WP在 OC𝑛−1,0 [𝑧] 中不可约。

容易看出一个 WP 在 OC𝑛−1,0 [𝑧] 中不可约则在 OC𝑛,0 中也不可约: 如果 𝑔 是一个不可约

WP且在 OC𝑛,0中有 𝑔 = 𝑓1 · 𝑓2,则应用WPT得 𝑓𝑖 = 𝑔𝑖 · ℎ𝑖,于是 𝑔 = (𝑔1𝑔2) (ℎ1ℎ2),同样由WPT
的唯一性知道 𝑔 = 𝑔1𝑔2。

所以精确到相伴，每个 𝑓 ∈ OC𝑛,0 都是一些不可约 WP的乘积。唯一性的证明也是类似
的，只需要说明WP在 OC𝑛−1,0 [𝑧]和 OC𝑛,0中的不可约性是一样的即可（上面已经证明了一半

了)。 ■

Theorem 2.2.3. (Weierstrass Division Theorem)

Let 𝑔(𝑧, 𝑤) ∈ O𝑛−1 [𝑤] be a Weierstrass polynomial of degree 𝑘 in 𝑤. Then for any 𝑓 ∈ O𝑛,
we can write

𝑓 = 𝑔 · ℎ + 𝑟

with 𝑟 (𝑧, 𝑤) a polynomial of degree < 𝑘 in 𝑤.

证明. Here is the proof in my words.

■
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Theorem 2.3.4. (Inverse Function Theorem)

Let 𝑈,𝑉 be sets in C𝑛 with 0 ∈ 𝑈 and 𝑓 : 𝑈 → 𝑉 a holomorphic map with ℱ( 𝑓 ) =
𝜕 𝑓 𝑗
𝜕𝑧𝑖

nonsingular at 0. Then 𝑓 is one-to-one in a neiborhood of 0, and 𝑓 −1 is holomorphic at
𝑓 (0).

证明. As ℱ( 𝑓 ) =
𝜕 𝑓 𝑗
𝜕𝑧𝑖

nonsingular at 0, i.e., not all of the 𝜕 𝑓 𝑗
𝜕𝑧𝑖

= 0, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, thus
det |ℱR( 𝑓 ) | = |det(ℱ( 𝑓 )) |2 ≠ 0 at 0, by ordinary inverse fuction theorem 𝑓 has a smooth
inverse 𝑓 −1 near 0. Now the left thing is to prove this 𝑓 −1 is holomorphic at 𝑓 (0). Naturally,
we have

𝑓 −1 ◦ 𝑓 (𝑧) = 𝑧,
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so
0 =

𝜕

𝜕𝑧̄𝑖

(
𝑓 −1( 𝑓 (𝑧))

)
=

∑
𝑘

𝜕 𝑓 −1𝑗
𝜕𝑧𝑘

· 𝜕 𝑓𝑘
𝜕𝑧̄𝑖

+
∑
𝑘

𝜕 𝑓 −1𝑗
𝜕𝑧̄𝑘

· 𝜕 𝑓𝑘
𝜕𝑧̄𝑖

=
∑
𝑘

𝜕 𝑓 −1𝑗
𝜕𝑧̄𝑘

·
(
𝜕 𝑓𝑘
𝜕𝑧𝑖

)
for all 𝑖, 𝑗

■
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