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第一章

随机事件与概率 1
概率论与数理统计研究的对象是随机现象．概率论研究随机现象的模型（即概率

分布）及其性质，详见前四章，数理统计研究随机现象的数据收集、处理及统计推断，详
见后四章下面从随机现象开始逐步叙述这些内容

§ I.I 随机事件及其运算

1.1.1 随机现象
在一定的条件下，并不总是出现相同结果的现象称为随机现象，如抛一枚硬币与

掷一颗骰子．随机现象有两个特点：
(1)结果不止一个；
(2)哪一个结果出现，人们事先并不知道．
只有一个结果的现象称为确定性现象．例如，太阳从东方升起，水往低处流，异性

电荷相吸，一个口袋中有十只完全相同的白球，从中任取一只必然为白球．
例1.1.1 随机现象的例子．
(1)抛一枚硬币，有可能正面朝上，也有可能反面朝上．
(2) 掷一颗骰子，出现的点数
(3) 一天内进入某商场的顾客数．
(4) 某种型号电视机的寿命．
(5) 测量某物理量（长度、直径等）的误差．
随机现象到处可见．
对在相同条件下可以重复的随机现象的观察、记录、实验称为随机试验．也有很多

随机现象是不能重复的，例如某场足球赛的输赢是不能重复的，某些经济现象（如失
业、经济增长速度等）也不能重复．概率论与数理统计主要研究能大量重复的随机现
象，但也十分注意研究不能重复的随机现象．

1.1.2 样本空间
随机现象的一切可能基本结果组成的集合称为样本空间，记为n= ! wl ，其中o表

示基本结果，又称为样本点．样本点是今后抽样的最基本单元．认识随机现象首先要列
出它的样本空间

1



Ill 第 一 章 随机事件与概率

例1.1.2 下面给出例l.l. l中随机现象的样本空间．
(l) 抛 一 枚硬币的样本空间为 fl1 = lw 1 ,w 2 l，其中 W 1 表示正面朝上，Q2 表示反面

朝上．
(2) 掷一颗骰子的样本空间为 n2 =｛ W 1 ,W2 , …,w6 l，其中o，表示出现t点，i = 1,

2, …，6也可更直接明了地记此样本空间为 fl2 = 11'2,… ,6l. 
(3) 一天内进入某商场的顾客数的样本空间为

fl3 = I o, 1, 2, · · ·, soo, · · ·, 105 ,... l, 

其中 “ 0”表示“ 一天内无人进入此商场” ，而 “ 105” 表示“ 一天内有十万人进入此商场 ” .
虽然此两种情况很少发生，但我们无法说此两种情况不可能发生，甚至于我们不能确
切地说出一天内进入该商场的最多人数，所以 该样本空间用非负整数集表示，既不脱
离实际情况，又便于数学上的处理

(4)电视机寿命的样本空间为 n4 = ! t: t;;:,?: o l，其中t为一台电视机开始工作到首
次发生故障的时间间隔．

(5) 测量误差的样本空间为 fl5= I x : -oo <x < oo l，其中x为测量值y与真值µ之间
的差，即x=y-µ,.

需要注意的是：
(l)样本空间中的元素可以是数也可以不是数．
(2)随机现象的样本空间至少有两个样本点，如果将确定性现象放在一起考虑，

则含有一个样本点的样本空间对应的为确定性现象．
(3) 从样本空间含有样本点的个数来区分，样本空间可分为有限与无限两类，譬

如以上样本空间{J I 和 fl2 中样本点的个数为有限个，而 n3 ，几及 n5 中样本点的个数
为无限个但 n3 中样本点的个数为可列个，而 几和05 中的样本点的个数为不可列无
限个在以后的数学处理上，我们往往将样本点的个数为有限个

或

可列的情况归为 一

类，称为离散样本空间而将样本点的个数为不可列无限个的情况归为另 一 类，称为连
续样本空间由于这两类样本空间有着本质上的差异，故分别称呼之

1.1.3 随机事件
随机现象的某些样本点组成的集合称为随机事件，简称事件，常用大写字母A,B,

C, …表示如在掷一颗骰子中，A ＝ ” 出现奇数点” 是一个事件，即 A=ll,3,5l，它是

相

应
样本空间 fl= I l,2,3,4,5,6! 的一个子集．

在以上事件的定义中，要注意以下几点：
样示
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描述
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(4) 由样本空间0中的单个元素组成的子集称为基本事件．而样本空间0的最大
子集（即0本身）称为必然事件．样本空间0的最小子集（即空集0)称为不可能事件．

例 1.1.3 掷一颗骰子的样本空间为 il=!l,2,…，61.
事件 A=” 出现 l 点” ，它由0的单个样本点” 1 ” 组成
事件 B=” 出现偶数点 ” ，它由0的三个样本点” 2,4,6 ” 组成
事件 C=” 出现的点数小于 7" ，它由0的全部样本点 ” 1,2,3,4,5,6 ” 组成，即必然

事件 n.
事件D= ” 出现的点数大千6",n中任 一样本点都不在D中，所以D是空集，即不

可能事件O.

1.1.4 随机变量

用来表示随机现象结果的变量称为随机变呈，常用大写字母 X,Y,Z 表示．很多事
件都可用随机变量表示，表示时应写明随机变量的含义．而随机变量的含义是人们按
需要设置出来的下面通过 一 些例子来说明是如何进行设置的．

例 1.1.4 很多随机现象的结果本身就是数，把这些数看作某特设变量的取值就
可获得随机变量．如掷一颗骰子，可能出现 1,2,3,4,5,6 诸点．若设置X=＂ 掷一颗骰子
出现的点数” ，则 1,2,3,4,5,6 就是随机变量 X 的可能取值，这时

·事件 ” 出现 3 点” 可用 “ X=3 ” 表示．
·事件 ” 出现点数超过 3 点 ” 可用 “ X>3 ” 表示．
• "X ：：：：： 6 ”是必然事件 n.
• "X=7 ”是不可能事件O.

在这个随机现象中，若再设 Y=＂ 掷一颗骰子 6 点出现的次数 ” ，则 Y 是仅取 0 或 l
两个值的随机变量，这是与X不同的另 一个随机变量．这时

• "Y=O ” 表示事件 “ 没有出现 6 点” .
• "Y= 1 ” 表示事件 ” 出现6点” .
• "y ：：：：： 1 ”是必然事件n.
• "Y;;.::2 ”是不可能事件0.
上述讨论表明：在同一个随机现象中，不同的设置可获得不同的随机变量，如何设

置可按需要进行
例 1.1.5 有些随机现象的结果虽然不是数，但仍可根据需要设计出有意义的随

机变量．如检验一件产品的可能结果有两个：合格品与不合格品．若我们把注意点放在
不合格品上，则设置 X=” 检查一件产品所得的不合格品数”,X 是仅取 0 与 1 的随机变
量，且 “ X=O” 表示事件 ” 出现合格品 ” ; “ X=l ” 表示事件 ” 出现不合格品 ” .

若检查 10 件产品，其中不合格品数 Y 是 一个随机变量，它仅可能取 0,1,2,···,10
等 11 个值，且

·事件 ” 不合格品数不多于1件 ” 可用 ＂ Y ：：：：： l ” 表示．
• "Y=O” 表示事件 ” 全是合格品

”
.

• "Y= 10 ” 表示事件 ” 全是不合格品” .
• "Y<O ”是不可能事件O.

3
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• "y� 10”是 必然事件n.
由此可见，随机变量是人们根据研究和需要设置出来的 ，若把它用等号或不等号

与某些实数联结起来就可以表示很多事件．这种表示方法形式简洁、含义明确、使用方
便今后遇到的大量事件都将用随机变量表示，这里关键在千随机变量的设置要事先
说明

1.1.5 事件间的关系
下面的讨论总是假设在同 一个样本空间0（即同 一个随机现象）中进行．事件间的

关系与 集合间的关系一样，主要有以下几种：

—、包含关系
如果 属于A的样本点必属于B，则称A被包含在B中（见图1.1.2)，或称B包含A,

记为AcB或B:::>A.用概率论的语言说：事件A发生必然导致事件B发生
譬如掷 一颗骰子 ，事件A= ”出现4点”的发生必然导致事件B= ”出现偶数点”的

发生，故AcB.

又如电视机的寿命T超过10 000 h（记为事件A= I T> 10 000 l）和T超过20 000 h 
（记为事件B= j T> 20 000 l)，则A:::JB，见图I. I. 3. 

勹
Q 

图1.1.2 ACB 
o 10 ooo 20 ooo r 

图I.1.3 I T> IO 000 I :J I T> 20 000 I

对任 一事件A， 必有0CACfl.

二、相等关系
如果事件A与事件B满足：属于A的样本点必属于B，而且 属于B的样本点必属

于A，即ACB且BcA，则称事件A与B相等，记为A=B.

从 集合论观点看，两个事件相等就意味着这两事件是同一个集合．下例说明：有 时
不同语言描述的事件也可能是同 一事件．

例1.1.6 掷两颗骰子 ，以A记事件 ”两颗骰子的点数之和为奇数 ” ，以B记事件
“两颗骰子的点数为一奇一偶＂ ．很容易证明：A发生必然导致B发生，而且B发生也必
然导致A发生， 所以A=B.

例1.1.7 口袋中有a个黑球，b个白球(a与 b都大于零），从中不返回地一个 一

个摸球，直到摸完为止．以A记事件 ”最后摸出的几个球全是黑球” ，以B记事件 ”最后
摸出的 一个球是黑球” ．对于此题粗看好像是A¥B，但只要设想将球全部摸完为止 ，则
明显有：A发生必然会导致B发生，即ACB；反之注意到事件A中所述的 “几个 “ 最少
是1个，也可以是 2个，…，最多为a个，则B发生时A也必然会发生（对千这点请读者
仔细体会），即BcA，由此得A=B.

4



§ I.I 随机事件及其运算 Ill

三、 互不相容

如果A与B没有相同的样本点（见图1.1.4)，则称A与B互不相容．用概率论的语
言说：A与B互不相容就是 事件A与事件 B不可能同时
发生

如在电视机寿命试验中，“寿命小千1万小时 ”与
“寿命大于5万小时” 是两个互不相容的 事件，因为它们
不可能同时发生．

1.1.6 事件间的运算
事件的运算与集合的运算相当，有并、交、差和余四种运算．

。 o
 

Q
 

图1.1.4 A与B互不相容

一、事件A与B的并
记为AUB其含义为＂ 由事件A与B中所有的样本点（相同的只计入一 次）组成的

新事件” （见图l.l.5)．或用概率论的语言说” 事件A与B中至少有 一 个发生 ” .
如在掷一 颗 骰 子 的 试 验 中， 记 事 件 A = ” 出 现 奇 数 点 ” = ! l, 3, 5 l， 记 事 件

B=” 出现的点数不超过3"=!t,2,3l，则A与B的并 为AUB=!l,2,3,5l.

二、事件A与B的交
记为AnB或简记为AB．其含义为 ＂ 由 事件A与B中公共的样本点组成的新事

件” （见图l.l.6)．或用概率论的语言说” 事件A与B同时发生 ” .

｀ Q
 ｀ Q

图1.1.5 A与B的并 图1.1.6 A与B的交

如在掷一颗骰子的试验中，记事件A = ” 出现奇数点” =｛1,3, 5)，记事件B= ” 出现
的点数不超过3"=!1,2,3)，则A与B的 交 为AB= I 1,3). 

若事件A与B互不相容，则 其交必为不可能 事件，即AB=0，反之亦然．这表明：
AB=0就意味着A与B是互不相容 事件 ．

事件的并与交运算可推广到有限个或可列个事件，譬如 有 事件A l ,A 2 ,…，则UA,

称为有限并，UA，称为可列并，门A，称为有限 交，nA i 称为可列交．i= I i= I i = I 

三、事件A对B的差
记为A-B其含义为 ” 由在事件A 中而不在B中的样本点组成的新事件 ” （见图

1.1. 7)或用概率论的语言说 ” 事件A发生而B不发生 ” .
如在掷一颗骰子的试验中，记事件A = ” 出现奇数点“ ={l,3,5}，记事件B= ” 出现

的点数不超过3"=[1,2,3)，则A对B的差为A-B=[5).

5
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｀ Q 

邑
Q 

(a) A-B (b)A-B(A::iB) 

图I. I. 7 

若设X为随机变量，则有
IX= al= IX::;; al - IX< al, la < X::;; bl= IX::;; bj - IX::;; al. 

四、对立事件

事件A 的对立事件，记为i ，即“ 由在0中而不在A中的样本点组成的新事件” （见
图l.1.8)，或用概率论的语言说 “ A 不发生” ，即A={1-A．注意， 对立事件是相互 的，即A
的对立事件是i ， 而i 的对立事件是A ，即A=A．必然事件0与不可能事件0互为对立

事件， 即n=0，石＝n.
如在掷一颗骰子的试验中，事件A= ” 出现奇数点” = Q

 
I 1,3,s l的对立事件是A=[2,4,6l，事件B= ” 出现的点数

不超过3 "=!1,2,3! 的对立事件是8=[4,5,6!.
A与B互为对立事件的充要条件是：AnB=0，且AU

B=fl． 图I. 1.8 A的对立事件A
此性质也可作为对立事件的另 一 种定义，即如果事件

A
 

-A

A与B满足：AnB=0且AUB=fl ，则称A与B互为对立事件，记为A=B,B=A.
需要注意的是：

(I) 对立事件一定是互不相容的事件，即AnA=0．但互不相容的事件不一定是
对立事件．

(2) A-B 可以记为A B.
例1.1.8 从数字I,2,…，9中可重复地任取n次(n� 2)，以A表示 事件” 所

取的n个数字 的乘积能被IO整除 ＂ ．因为乘积能被IO整除必须既取到数字 5，又
要取到偶数，所以A 的对立事件i为” 所取的n个数字中或者没有5，或者没有偶
数“ 如果记 B= ”所取的n个数字中没有5",C= ” 所取的几个数字中没有偶数”,

则A=BUC. 
例1.1.9 设A,B,C 是某个随机现象的三个事件，则
(l)事件“ A与B 发生，C 不发生” 可表示为：AB C=AB-C. 
(2)事件“ A,B,C中至少有一个发生” 可表示为：AUBUC.
(3)事件“ A,B,C中至少有两个发生” 可表示为：ABUACUBC.

(4)事件“ A,B,C中恰好有两个发生” 可表示为：AB CUA BCUABC. 

6



§ I.I随机事件及其运算 Ill

(5)事件“ A,B,C 同时发生 ”可表示为：ABC.
(6)事件“ A,B,C都不发生 ”可表示为：iB-C.

(7)事件“ A,B,C不全发生 ” 可表示为：AUBUC.

五、事件的运算性质

1. 交换律
A U B = B U A, AB = BA. 

2.结合律
(A U B) U C = A U (B U C), 

(AB)C = A (BC). 
3.分配律

(A U B) n C = AC U BC, 
(An B) u C = (Au C) n (Bu C). 

4．对偶律（德摩根公式）

事件 并的对立等于对立的交： AU B = An B, 

(1.1.1) 

、丿
、丿

2
3

 

．
．

 

l
l

．
．

 

l
l

（
（

 
）
）

 

4

5

．
．

 

l
l

．
．

 

l
l

（
（

 

(1.1.6) 

事件 交的对立等于对立的并： An B=AU B. (1.1.7) 
事件运算的对偶律是很有用的公式．这些性质是不难证明的，在此我们用集合论

的语言证明其中的(1.1.6)式．
(1.1.6)式的证明

设WE石五｝，即o茫AUB，这表明o既不属于A，也不属于B，这意味着o茫A 和

Q茫B同时成立，所以OEA与OEB同时成立，于是有OEAnB，这说明

AU BC An B. 

反之，设l.t)EAnB，即同时有l.t)EA和OEB，从而同时有l.t)茫A和l.t)茫B，这意味着

o不属于A与B中的任一个 ，即l.t)茫AUB，也就是有OEAUB，这说明

AU B :J An B. 
综合上述两方面，可得

AU B =An B. 
(1.1.6)式得证．

德摩根公式可推广到多个事件及可列个事件场合：
n n _ 

U A` =n A., 
'= I '＝ 1 

，
 
.'

-
A

n
u
 

＿＿
 

．＇
 

A
 

n
n
 

中 中

LJ A; =n 凡 (I. 1.8) 
' = I ' = I 

0 0, n Ai= LJ Ai. (1.1.9) 
I= I '= I I: I I= I 

1.1.7 事件域

在此我们要给出的”事件域 ” 概念，目的是为下 一 节定义事件的概率作准备．
所谓的 ”事件域 ” 从直观上讲就是 一 个样本空间中某些子集及其运算（并、交、差、
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对立）结果而组成的集合类，以后记事件域为安这里 “ 某些子集” 可以是全体子集，也
可以是部分子集．这要看样本空间的性质而定．

对离散样本空间，用其所有子集的全体就可构成所需的事件域．而对连续样本空
间，构造事件域就不那么简单．如当样本空间是实数轴上的一个区间时，可以人为地构
造出无法测量其长度的子集，这样的子集常被称为不可测（不可度量）集．如果将这些
不可测集也看成是事件，那么这些事件将无概率可言，这是我们不希望出现的现象，为
了避免这种现象出现，我们没有必要将连续样本空间的所有子集都看成是事件，只需
将我们可＂ 度量” 的子集（又称可测集）看成是事件即可．

现在的间题是：我们应该对哪些子集感兴趣，或换句话说，了 中应该有哪些元素？
首先夕应该包括0和0，其次应该保证事件经过前面所定义的各种运算（并、交、差、
对立）后仍然是事件，特别，对可列并和可列交运算也有封闭性，总之，7要对集合的运
算都有封闭性经过研究人们发现

·交的运算可通过并与对立来实现（德摩根公式）．
·差的运算可通过对立与交来实现(A-B=A B).
这样一 来，并与对立是最基本的运算，于是可给出事件域的定义如下．
定义1.1.1 设 n 为 一 样本空间，夕为0的某些子集所组成的集合类．如果夕

满足：
(l)ilE究
(2)若 A：究则对立事件A Ee完
(3)若A. E.7,n= 1,2, …，则可列并 UAn E久

则称 歹为一 个事件域，又称为 6 域或 6 代数
在概率论中，又称（O，了）为可测空间，在可测空间上才可定义概率．这时夕中都

是有概率可言的事件．
例1.1.10 常见的事件域
(I)若样本空间只含两个样本点fl=!W 1,W2 l，记A=!w1l.A=lw2 l，则其事件域

为夕＝ l O,A,A且 l.
(2)若样本空间含有n个样本点fl=!w1,W 2,···,w.l，则其事件域，歹是由空集0、

n个单元素集、(2
n)个双元素集、广）个三元素集……和D组成的集合类，这时了中共有

(。n) +(：)飞）＋…＋（：） ＝ 2 n 个事件．
(3)若样本空间含有可列个样本点fl=!W 1,W2, … ,Qn, … }，则其事件域夕是由空

集0、可列个单元素集、可列个双元素集……可列个n元素集……和0组成的集合类，
这时歹由可列个的可列个（仍为可列个）元素（事件）组成．

(4)若样本空间含有全体实数!2=(-oo,oo)= R．这时事件域夕中的元素无法一

一 列出，而是由 一 个基本集合类逐步扩展形成，具体操作如下：
·取基本集合类护＝ “ 全体半直线组成的类” ，即

8
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_j'J= ! (- 00,x ) I - 00 < x < 00 j. 
·利用事件域的要求，首先把有限的左闭右开区间扩展进来

[a, b )=(-00, b ) -(-00,a)， 其中a, b为任意实数．
·再把闭区间、单点集、左开右闭区间、开区间扩展进来

[a, b ] =01 [a, b +�),
! b l= [a, b ] - [a, b ), 
(a ,b ] = [a, b ] - !al, 
(a, b ) = [a, b ) - !al. 

·最后用（有限个或可列个）并运算和交运算把实数集 中一切有限集、可列集、开
集、闭集都扩展进来．

经过上述几步扩展所得之集的全体就是人们希望得到的事件域久因为它满足事
件域的定义这样的事件域歹又称为博雷尔 (Borel) 事件域， 域中的每个元素（集合）又
称为博雷尔集，或称为可测集，这种可测集都是有概率可言的事件．

定义1.1.2（样本空间的分割） 对样本空间0，如果有n个事件D1 ,D2 ,…，Dn

满足：
n 

诸D，互不相容，且UD, ＝n.
i= I 

则称 D 1 ,D2 ,…，队为 样本空间0的一 组分割．也 可以是可列个互不相容的事件D1 ,
D2 ,…,Dn ,…组成0的一 个分割．

分割常在 概率与统计研究中使用，因为它可以 化简被研究的问题（具体可见1.4.3
节的全概率公式）．譬如，电视机的彩色浓度x是重要的质量指标，它的目标值是m．彩
色浓度过大或过小都是不适当的，由于随机性，要在 生产中把彩色浓度控制在点m 上
也是不可能的因为没有必要对彩色浓度的每个可能出现的值进行考察，所以 常把彩
色浓度按顾客可接受的情况分为如下几档（其中a为某个常数）：

D, =!Ix-ml �al（一等品），
D2 = !a<lx-ml也al（二等品），
D3= !2a<lx-ml �3af（三等品），
D4= ! lx-ml>3af（不合格品）．

这样 就把彩色浓度的样本空间 n=(- oo , oo ）划分成四个互不相容的事件，产生 一 个分
割!?if= !D,,D2 ,D3,D4 卜这时人们的研究只要限制在由分割勿＝｛D,,D2 ,D3,D4 f中一切
可能的并及空集0组成的事件域上，因此该事件域称为由分割伤产生的事件域，记为
叭纫．该事件域仅含2 4 = 16 个不同的事件， 研究就简化了．

一般场合，若分割勿＝｛D,,D2 ,…，Dn )由n个事件组成，则其产生的事件域叭夕）
共含有2 n 个不同的事件．分割方法常在一些问题的研究中被采用，它可使事件域得以
简化
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r 习题1 1 `
I. 写出下列 随机试验的样本空间
(I) 抛三枚硬币 ，

(2)抛三颗骰子 ，

(3)连续抛一 枚硬币，直至出现正面为止 ，

(4)口袋中有黑、白、红球各 一 个，先从中任取出一 个 ， 放回后再任取出一 个 ，

(5)口袋中有黑、白、红球各 一 个 ， 先从中任取出一个，不放回后再任取出一 个．
2.先抛一 枚硬币，若出现正面（记为Z)，则再掷一 颗骰子，试验停止 ，若出现反面（记为F)，则再

抛一 次硬币，试验停止．那么该试验的样本空间0是什么？
3.设A,B,C为三事件，试表示下列事件
(I) A,B,C都发生或都不发生 ，

(2) A,B,C中不多于 一 个发生 ，

(3) A,B,C中不多于两个发生 ，

(4) A,B,C中至少有两个发生．
4.指出下列事件等式成立 的条件
(I) AUB=A;
(2) AB=A,
(3)A-B=A.
5.设X为随机变量，其样本空间为fl= IO,;;X,;;2l，记事件A= I 0. 5 < X,;; l I, B = I 0. 25,;; X <l. 5 l,

写出下列各事件

(I) AB; (2) AU B; (3) AB; (4) AU B.
6.检查三件 产品 ，只区分每件产品是合格品（记为0)与不合格品（记为I)，设X为三件产品中

的不合格品数，指出下列事件所含的样本点
A=="X== I", B=="X>2", C=="X==O", D=="X==4". 

7. 试间下列命题是否成立？
(!) A-(8-C)== (A-B)-C,
(2)若 AB=0且CcA，则BC==0;
(3) (AUB)-B==A,
(4) (A-B) UB==A. 
8.若事件 ABC=0，是否一 定有AB== 0? 
9.请叙述下列事件的对立事件
(I) A="掷两枚硬币，皆为正面 ” ,
(2) B=“ 射击三次，皆命中目标 ” ,
(3) C=“ 加工四个零件，至少有一个合格品 ” .
10. 证明下列事件的运算公式

(I) A=ABUA B;
(2) AUB=AUAB.
II.设夕为一事件域，若AnE究n = 1,2, ，试证
(I) 0 e.夕 ，
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(2)有限并 U A, E夕，几;;,, I, ,= I 

(3)有限交「) A, E.§7, n习 ，,., 

(4) 可列交 nA,E 7,'= 1 
(5) 差运算 A,-Ai E.¥'. 

§ 1.2 概率的定义及其确定方法

在这一节中，我们要给出概率的定义及其确定方法，这是概率论中最基本的一个
问题简单而直观的说法就是：概率是随机事件发生的可能性大小．对此我们先看下面
一些经验事实：
(I)随机事件的发生是带有偶然性的，但随机事件发生的可能性是有大小之分

的，例如口袋中有10个相同大小的球，其中 9个黑球，1个红球，从口袋中任取 1球，人
们的共识是：取出黑球的可能性比取出红球的可能性大．

(2) 随机事件发生的可能性是可以设法度量的，就好比一根木棒有长度，一块土
地有面积一样．例如抛一枚硬币，出现正面与出现反面的可能性是相同的，各为1/2．足
球裁判就用抛硬币的方法让双方队长选择场地，以示机会均等．

(3) 在日常生活中，人们对一些随机事件发生的可能性大小往往是用百分比 (O

到1之间的一个数）进行度量的．例如购买彩票后可能中奖，可能不中奖，但中奖的可
能性大小可以用中奖率来度量；抽取一件产品可能为合格品，也可能为不合格品，但产
品质量的好坏可以用不合格品率来度量；新生婴儿可能为男孩，也可能为女孩，但生男
孩的可能性可以用男婴出生率来度量．这些中奖率、不合格品率、男婴出生率等都是概
率的原型
在概率论发展的历史上，曾有过概率的古典定义、概率的几何定义、概率的频率定

义和概率的主观定义．这些定义各适合一类随机现象．那么如何给出适合一切随机现象
的概率的最一般的定义呢？1900年数学家希尔伯特(Hilbert,1862—1943)提出要建立
概率的公理化定义以解决这个问题，即以最少的几条本质特性出发去刻画概率的概
念1933年苏联数学家柯尔莫戈洛夫(Kolmogorov,1903-1987)首次提出了概率的公理
化定义，这个定义既概括了历史上几种概率定义中的共同特性，又避免了各自的局限
性和含混之处，不管什么随机现象，只有满足该定义中的三条公理，才能说它是概率．
这一公理化体系迅速获得举世公认，是概率论发展史上的一个里程碑．有了这个公理
化定义后，概率论得到了迅速发展．

1.2.1 概率的公理化定义

定义1.2.1 设0为一个样本空间，y为0的某些子集组成的一个事件域．如果对
任一事件A已安定义在夕上的一个实值函数P(A)满足：

11 
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(I)非负性公理若A已久则P(A) �O;
(2)正则性公理 P(fl)=l;
(3) 可列可加性公理若Al ,Ai, … ,An, …互不相容，则

P(Yi A;)= tP(A;), 
则称P(A)为事件A的概率，称三元素（0，究P)为概率空间

(l.2.1) 

概率的公理化定义刻画了概率的本质，概率是集合（事件）的函数，若在事件域夕
上给出一个函数，当这个函数能满足上述三条公理，就被称为概率；当这个函数不能满
足上述三条公理中任一条，就被认为不是概率．

公理化定义没有告诉人们如何去确定概率．历史上在公理化定义出现之前，概率
的频率定义、古典定义、几何定义和主观定义都在一定的场合下，有着各自确定概率的
方法，所以在有了概率的公理化定义之后，把它们看作确定概率的方法是恰当的．下面
先介绍在确定概率的古典方法中大量使用的排列与组合公式，然后分别讲述确定概率
的方法
1.2.2 排列与组合公式

排列与组合都是计算 “ 从n个元素中任取r个元素” 的取法总数公式，其主要区别
在于：如果不讲究取出元素间的次序，则用组合公式，否则用排列公式．而所谓讲究元
素间的次序，可以从实际问题中得以辨别，例如两个人相互握手是不讲次序的；而两个
人排队是讲次序的，因为“甲右乙左 ” 与 “乙右甲左 ” 是两件事．

排列与组合公式的推导都基于如下两条计数原理：
1.乘法原理
如果某件事需经k个步骤才能完成，做第一步有m l 种方法，做第二步有m2 种方

法，……，做第k步有mk 种方法，那么完成这件事共有m l Xm2 X … Xmk 种方法．
譬如，由甲城到乙城有3条旅游线路，由乙城到丙城有2条旅游线路，那么从甲城

经乙城去丙城共有3X2=6条旅游线路．
2.加法原理
如果某件事可由K类不同途径之一去完成，在第一类途径中有m l 种完成方法，在

第二类途径中有m 2 种完成方法，……，在第k类途径中有mk 种完成方法，那么完成这
件事共有m 1 +m2 + …＋mk 种方法．

譬如，由甲城到乙城去旅游有三类交通工具：汽车、火车和飞机．而汽车有8个班
次，火车有5个班次，飞机有3个班次，那么从甲城到乙城共有8+5+3=16个班次供旅
游者选择

排列与组合的定义及其计算公式如下．
1.排列
从n个不同元素中任取r (r�n)个元素排成一列（考虑元素先后出现次序），称此

为一个排列，此种排列的总数记为P;．按乘法原理，取出的第一个元素有n种取法，取
出的第二个元素有n-1种取法，……，取出的第r个元素有n-r+ l种取法，所以有
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n! 贮＝n x (n - 1) x. .. x (n - r + 1) = �- ( 1.2.2) 
( n -r)!

若r= n，则称为全排列，记为Pn ．显然，全排列P. =n!. 
2.重复排列
从n个不同元素中每次取出一个，放回后再取下一个，如此连续取r次所得的 排列

称为重复排列，此种重复排列数共有n'个．注意：这里的r允许大于n.
3.组合
从n个不同元素中任取r (r�n)个元素并成一 组（ 不考虑元素间的先后次序），称

n 
此为一个组合，此种组合的总数记为［）或C；按乘法原理此种组合的总数为

(
n

) 
＝巴＝ n（ n - l)… ( n -r + 1) = 

n !
． （l.2.3) 

r/ r! r! r! ( n -r)! 

在此规定O!= 1与(。
n) ＝

1组合具有性质：

(:)
=

(n�r)
4.重复组合
从n个不同元素中每次取出一个，放回后再取 下一个，如此连续取r次所得的 组合

称为重复组合，此种重复组合总数为
(

n+
/)注意：这里的r也允许大于n.

重复组合数的得出可如下考虑：将此n个元素画 loo! IO I …… b斗
成n个盒子（用n+l根火柴棒示意，见图l . 2. l)，如
果第L个元素取到过一次，则在此盒子中用“ 0 ” 作一

图1.2.1 重复组合示意图

记号．图1 .2.1 所示意味着：第一个元素取到过2次，第2个元素取到过0次，第3个元
素取到过1次，……，第n个元素取到过3次．因为共 取r次，所 以共有r个“ 0",n+l
个“ I “ 如此所有的r个“ 0 ” 和 n+ I个“ I"中除了两端的那两个“ I ” 不可以动外，共有
n+r-1个“ 0 ” 和 “ I ” 可随意放置，不同的 放置表示不同的 取法．因此重复组合数就等于
在此n+r-1个位置上任选r个放 “ 0 ” ，或此n+r-1个位置上任选 n-1个放 ” l"，而

(
n+

:
-1

)
叫n+r-l

)是相等的 ．
n-l 

上述四种排列组合及其计算公式，在确定概率的古典方法中经常使用，但在使用
中要注意识别是否讲次序、是否重复．

1.2.3 确定概率的频率方法

确定概率的 频率方法是在大量重复试验中，用频率的稳定值去获得概率的 一 种方
法，其基本思想是：

(1)与考察事件A有关的随机现象可大量重复进行．
(2) 在n次重复试验中，记n(A)为事件A出现的次数，又称n(A)为事件A 的频

13 
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数称

八(A)
n(A) (1. 2.4) 

n 

为事件A出现的频率．
(3) 人们的长期实践表明：随着试验重复次数n的增加，频率Jn(A)会稳定在某 一

常数a附近，我们称这个常数为频率的稳定值．这个频率的稳定值就是 我们所求的
概率

注意，确定概率的频率方法虽然是很合理的，但此方法的缺点也是很明显的：在现
实世界里，人们无法把一个试验无限次地重复下去，因此要精确获得频率的稳定值是
困难的频率方法提供了概率的一个可供想象的具体值，并且在试验重复次数n较大
时，可用频率给出概率的一 个近似值，这一点是频率方法最有价值的地方．在统计学中
就是如此做的，且称频率为概率的估计值．譬如，在足球比赛中，人们很关心罚点球命
中的可能性大小有人曾对 1930 年至 1988 年世界各地的 53 274 场重大足球比赛作了
统计：在判罚的 15 382 个点球中有 11 172 个命中．由此可得罚点球命中率的估计值为
11 172/15 382=0.726. 

容易验证：用频率方法确定的概率满足公理化定义，它的非负性与正则性是显然
的，而可加性只需注意到：当A与B互不相容时，计算AUB的频数可以分别计算的A
的频数和B的频数，然后再相加，这意味着n(AUB)=n(A)+n(B)，从而有

n(A U B) n(A) + n(B) 
J.(A U B) = � = 

n(A) n(B) ＝ ＋ ＝儿(A) + J.(B). 
n n 

例 1.2.1 说明频率稳定性的例子．
(1)抛硬币试验（见[3])
历史上有不少人做过抛硬币试验，其结果见表 1.2.1，从表中的数据可以看出：出现

正面的频率逐渐稳定在 0.5．用频率的方法可以说：出现正面的概率为 0.5.

表1.2.1 历史上抛硬币试验的若干结果

试验者 抛硬币次数 出现正面次数 频率

德摩根 (De Morgan) 2 048 I 061 0.518 I 

蒲丰 (Buffon) 4 040 2 048 0.506 9 

费勒 (Feller) 10 000 4 979 0.497 9 

皮尔逊 (Pearson) 12 000 6 019 0.501 6 

皮尔逊 24 000 12 012 0.500 5 

(2) 英文字母的频率（见[ 3])
人们在生活实践中已经认识到：英文中某些字母出现的频率要高于另外 一些字
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母但26个英文字母各自出现的频率到底是多少？有人对各类典型的英文书刊中字母
出现的频率进行统计，发现各个字母的使用频率相当稳定（见表 1.2.2) ．这项研究对计
算机键盘的设计（在方便的地方安排使用频率最高的字母键）、信息的编码（用较短的
码编排使用频率最高的字母）等方面都是十分有用的．

表1.2.2 英文字母的使用频率

字母 使用频率 字母 使用频率 字母 使用频率

E 0.126 8 L 0.039 4 p 0.018 6 
T 0.097 8 D 0.038 9 B 0.015 6 
A 0.078 8 u 0.028 0 V 0.010 2 。 0.077 6 C 0.026 8 K 0.006 0 

0.070 7 F 0.025 6 X 0.001 6 
N 0.070 6 M 0.024 4 J 0.001 0 
s 0.063 4 w 0.021 4 Q 0.000 9 
R 0.059 4 Y 0.020 2 z 0.000 6 
H 0.057 3 G 0.018 7 

(3) 女婴出生频率（见[ 7])
研究女婴出生频率，对人口统计是很重要的．历史上较早研究这个问题的有拉普

拉斯 (Laplace, 1749-1827) ，他对伦敦、彼得堡、柏林和全法国的大量人口资料进行研

究，发现女婴出生频率总是在 21/43 左右波动．
统计学家克拉默 (Cramer, 1893—1985) 用瑞典 1935 年的官方统计资料（见

表 1.2.3) ，发现女婴出生频率总是在 0.482 左右波动．
表1.2.3 瑞典 1935 年各月出生女婴的频率

月份 I 2 3 4 5 6 

婴儿数 7 280 6 957 7 883 7 884 7 892 7 609 

女婴数 3 537 3 407 3 866 3 711 3 775 3 665 

频率 0.486 0.490 0.490 0.471 0.478 0.482 

月份 7 8 9 10 11 12 全年

婴儿数 7 585 7 393 7 203 6 903 6 552 7 132 88 273 

女婴数 3 621 3 596 3 491 3 391 3 160 3 371 42 591 

频率 0.477 0.486 0.485 0.491 0.482 0.473 0.482 5 

1.2.4 确定概率的古典方法

确定概率的古典方法是概率论历史上最先开始研究的情形．它简单、直观，不需要
做大量重复试验，而是在经验事实的基础上，对被考察事件的可能性进行逻辑分析后
得出该事件的概率．
古典方法的基本思想如下：
(1) 所涉及的随机现象只有有限个样本点，譬如为n个．
(2) 每个样本点发生的可能性相等（称为等可能性）．例如，抛一枚均匀硬币，”出

现正面
”
与 “出现反面 ”

的可能性相等；抛一枚均匀骰子，出现各点 (1~6)的可能性相

15 
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等；从一 副扑克牌中任取一张，每张牌被取到的可能性相等．
(3)若事件A含有k个样本点，则事件A的概率为

P(A) = 事件A所含样本点的个数 K＝一．
0中所有样本点的个数 n 

(1.2.5) 

容易验证，由上式确定的概率满足公理化定义，它的非负性与正则性是显然的．而
满足可加性的理由与频率方法类似：当A与B互不相容时，计算AUB的样本点个数可
以分别计算A的样本点个数和B的样本点个数，然后再相加，从而有可加性P(AUB)
=P(A)+P(B). 

古典方法是概率论发展初期确定概率的常用方法，故所得的概率又称为古典概
率在古典方法中，求事件A的概率归结为计算A中含有的样本点的个数和0中含有
的样本点的总数．所以在计算中经常用到排列组合工具．

例1.2.2 掷两枚硬币，求出现一个正面一个反面的概率．
解 此例的样本空间为0=！（正，正），（正，反），（反，正），（反，反）｝．所以0中含

有样本点的个数为4，事件” 出现一个正面一个反面 ” 含有的样本点的个数为2，因此所
求概率为1/2.

注意，如果将此样本空间记成9l= !（二正），（二反），（一正一反）｝，则此3个样
本点不是等可能的．

在计算古典概率时，一 般不用把样本空间详细写出，但 一定要保证样本点为等可
能以下是一些较为有用的模型，请读者熟练掌握和灵活运用

例1.2.3（抽样模型） 一批产品共有 N件，其中M件是不合格品，N-M件是合格
品从中随机取出n件(n=;:;;N)，试求事件Am = ” 取出的n件产品中有m件不合格品 ” 的
概率(m:;:;;M,n-m=;:;;N-M).

解 先计算样本空间0中样本点的总数：从N件产品中任取n件，因为不讲次序，

所以样本点的总数为广）．又因为是随机抽取的，所以这广）个样本点是等可能的．

下面我们先计算事件A。,A1 的概率，然后再计算儿的概率．
因为事件A。 =” 取出的n件产品中有0件不合格品” =” 取出的n件产品全是合格

N-M 
品” ，这意味着取出的 n件产品全是从N-M件合格品中抽取，所以有( n)种取法，故

A。的概率为

P(A。) ＝ (

N
(；
)
M)

事件Al=” 取出的n件产品中有1件不合格品” ，要使取出的n件产品中只有1件
不合格品，其他n-I件是合格品，那么必须分两步进行：

M 
第一步： 从M件不合格品中随机取出1件，共有（』种取法．

N-M
第二步：从N-M件合格品中随机取出n-1件，共有(

n
-
l)种取法．
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所以根据乘法原理，A l中共有( )( ）个样本点．故 A l的概率为I/ I n-1 
P(A,) =�

有了以上对A。和A l 的分析，我们就容易计算一般事件儿中含有的样本点个数：
要使儿发生，必须从 M 件不合格品中抽 m 件，再从 N-M 件合格品中抽 n-m 件，根据

乘法原理，儿含有（勹(:-－ mM) 个样本点，由此得 Am 的概率为

门 (:_- mM)P(A m )=�, m = 0,1,2,…，r, r = min/n,M). (1.2.6)
（勹

注意，在此应有 m�n,m�M，所以 m�min! n,M)，否则其概率为 0.
如果取 N = 9,M = 3,n =4，则有

(
6 P(A。)＝』卫二

厂）
12642'4 

P(A,) ＝厂） （ ：） ＝竺芝
( :) 126 42'
4) 

6 3 P(A,) ＝日 ( 2) ＝竺卫
厂） 12642'4 61 / 3 P(A3) ＝ （ l) （』二2
(

9) 12642.
4 

将以上计算结果列成一个表格（表l. 2.4)表1.2.4 事件A m 的概率

m 。 2 3
P(A m ) 

5 42 20 42 15 42 2 42 
由千表中概率之和为 1 ，这意味着 m 取0, 1,2,3 等四种情况中必有之一发生．所以可称

其为一个概率分布若把m看作随机变量，则此分布为m的分布．

17 
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从表面上看， 概率分布是由一些互不相容的事件及其概率用一个随机变量联系起
来而成的一张表，实际上概率分布是全面地（一个不漏）、动态地描述随机变量取值的
概率规律， 从中可提取更多信息，研究随机现象更深层次的问题．从第二章开始， 随机
变量及其概率分布将是我们的主要研究对象．

例1.2.4（放回抽样） 抽样有两种方式：不放回抽样与放回抽样．上例讨论的是不
放回抽样．放回抽样是抽取一件后放回，然后再抽取下一件……如此重复直至抽出n件

为止现对例 1.2.3 在有放回抽样情况下，讨论事件凡＝ ” 取出的n件产品中有m件不
合格品” 的概率．

解 同样我们先计算样本空间0中样本点的总数：第一次抽取时，可从N件中任
取一 件， 有 N种 取 法．因为是 放 回 抽 取， 所 以 第 二 次 抽 取 时，仍有 N种 取
法……如此下去，每一次都有N种取法，一 共抽取了n次，所以共有Nn个等可能的样
本点．．事件B。 =”取出的n件产品全是合格品” 发生必须从N-M件合格品中有放回地抽
取n次， 所以B。 中含有(N-M)"个样本点，故凡的概率为

(N - M)" /. M\"P(B。) = �=(I - 飞)
事件Bl=” 取出的n件产品中恰有1件不合格品” 发生必须从N-M件合格品中有

放回地抽取n-I次，从M件不合格品中抽取1次， 这样就有M • (N-M) •-1种取法．再
考虑到这件不合格品可能在第一次抽取中得到， 也可能在第二次抽取中得到……也可
能在第n次抽取中得到，总共有n种可能．所以B中含有n • M • (N-M) n-l个样本点，

故凡的概率为
nM (N - M) n - I MI. M \ n -I P(B1) = �=n 飞（1 -寸．

事件 凡＝ ” 取出的n件产品中恰有m件不合格品” 发生必须从N-M件合格品中
有放回地抽取n-m次， 从M件不合格品中有放回地抽取m次， 这样就有M m · (N­
M) n-m种取法再考虑到这m件不合格品可能在n次中的任何m次抽取中得到， 总共有
仁）种可能．所以事件 凡含有仁）矿(N-M) n-m个样本点，故凡的概率为

n\ M m (N - M) n-m 

P(Bm) ＝ 仁） N n 

＝ （：）（勺
"'

(
1 - *) n-m

, m = 0, 1, 2, · · ·, n. (1. 2. 7) 
由于是放回抽样，不合格品在整批产品中所占比例 MIN 是不变的，记此比例为p,

则上式可改写为
n P(B.,)=( ）旷(1 - p).-.., m = 0, I, 2, …，n.m 

同样取N=9,M=3,n =4，则有
3 2 P(B。)＝(1 -¾)＝行） ＝卢，
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l I 2 I 3 32 P(B1) = 4· 主） ＝面＇

l 2 2 2 24 P(B2) = 6行）行） ＝面＇
P(Bi ) = 4忖） 3 片）

）

飞，
P(B4) ＝计） 4 =卢

将以上计算结果列成一个表格（表 1.2.5):
表1.2.5 事件凡的概率

m- 0
-
16-
81

4
 

P(Bm ) 
32 
81 

2
-
24-
81
 

l
 

3-
8-
8

 
l

 

l_
8

表中的概率之和为 1 ，它也是一个概率分布．从上表中我们可以看出：
16 32 16 P(m�l)=P(m = O) +P(m = l)=-;::-:-+ — =--. 
81 81 27 

例 1.2.5 （彩票问题） 一种福利彩票称为幸运 35 选 7，即购买时从 Ol,02,···,35
中任选 7个号码，开奖时从 01,02,…，35中不重复地选出 7个基本号码和一个特殊号
码．中各等奖的规则如下：

表 1.2.6 幸运 3S 选 7 的中奖规则

中奖级别 中 奖规则

一等奖 7 个基本号码全中

二等奖 中 6 个基本号码及特殊号码

三等奖 中 6 个基本号码

四等奖 中 5 个基本号码及特殊号码

五等奖 中 5 个基本号码

六等奖 中 4 个基本号码及特殊号码

七等奖 中 4 个基本号码，或中 3 个基本号码及特殊号码

试求各等奖的中奖概率

解 因为不重复地选号码是一种不放回抽样，所以样本空间 n 含有（了）个样本
点要中奖应把抽取看成是在三种类型中抽取：
第一类号码：7个基本号码．
第二类号码：1个特殊号码．
第三类号码： 27个无用号码．
注意到例1.2.3中是在两类元素（合格品和不合格品）中抽取，如今在三类号码中

抽取，若记pi 为中第t等奖的概率(i=l,2,…，7)，仿照例 1.2.3 的方法，可得各等奖的
中奖概率如下：
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204 750 3 = -= 30.448 X 10-,. 6 724 520 
若记A 为事件 ” 中奖” ，则A为事件 ”不中奖” ，且由P(A)+P(A)= P(fl)= I可得P(中奖） ＝P(A) =p1 +pi +p3 +p4 +p5 +p6 +p1 225 1 70 = 0.0 3 3  485 6 724 520 

P（不中奖） ＝P(A) = I - P(A) = 0.966 515. 
这就说明： 一 百个人中约有 3人中奖，而中头奖的概率只有0.149x 10-6，即两于万个人中约有 3人中头奖．因此购买彩票要有平常心，期望值不宜过高．例1.2.6（盒子模型） 设有n个球，每个球都等可能地被放到N个不同盒子中的任一个，每个盒子所放球数不限试求(I)指定的n (n:;;;N)个盒子中各有一球的概率p凸(2)恰好有n (n:;;;N)个盒子各有一球的概率Pi ·

20
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解 因为每个球都可放到N个盒子中的任一个，所以n个球放的方式共有Nn 种，
它们是等可能的．

(1) 因为各有一球的n个盒子已经指定，余下的没有球的N-n个盒子也同时被指
定，所以只要考虑n个球在这指定的n个盒子中各放1个的放法数．设想第1个球有n
种放法，第2个球只有n-1种放法，……，第n个球只有1种放法，所以根据乘法原理，
其可能总数为n!，于是其概率为

n! 
pl =－一．

N几

(l. 2. 8)

(2)与(I)的差别在千：此n个盒子可以在N个盒子中任意选取．此时可分两步做：
N 

第一步从N个盒子中任取n个盒子准备放球，共有( n)种取法；第二步将n个球放入

选中的n个盒子中，每个盒子各放l个球，共有n! 种放法．所以根据乘法原理共有

（勹.n!＝贮＝N(N-l) (N- 2)…（N- n+l)

种放法其实这个放法数可以更直接地考虑成：第1个球可放在N个盒子中的任 一个，
第2个球只可放在余下的N-1个盒子中的任一个，……，第n个球只可放在余下的N­
n+l个盒子中的任一个，由乘法原理即可得以上放法数．因此所求概率为

贮 N!P2 =—= （l. 2. 9)
N" N" (N - n) !.

表面上看，盒子模型讨论的是球和盒子问题，似乎是一种游戏，但实际上我们可以
将这个模型应用到很多实际问题中．譬如将球解释为 ＂ 粒子 ” ，把盒子解释为相空间中
的小 ＂ 区域 ＂ ， 则这 个 问题便是 统 计 物 理 学 中 的麦克斯威－玻尔兹曼(Maxwell­

Boltzmann)统计若n个＂ 粒子 ” 是不可辨的，便是玻色－爱因斯坦(Bose-Einstein)统计．
若n个＂ 粒子” 是不可辨的，且每个＂ 盒子 ” 里最多只能放一个 ＂ 粒子 ” ，这时就是费米－
狄拉克(Fermi-Dirac)统计．这三种统计在物理学中有各自的适用范围，详细情况请参看

文献[1 ].
下面我们用盒子模型来讨论概率论历史上颇为有名的“ 生日间题 ” .
例1.2.7（生日问题） n个人的生日全不相同的概率pn 是多少？
解 把n个人看成是n个球，将一年365天看成是N=365个盒子，则”n个人的生

日全不相同” 就相当于＂ 恰好有n (n:;;;N)个盒子各有一球 ” ，所以n个人的生日全不相
同的概率为

365 ! l 2 n-l
pn =365n(365-n) ！ ＝（1

－
因（l

－
盂·(1－ 盂 (l. 2. l O)

上式看似简单，但其具体计算是烦琐的，对此可用以下方法作近似计算：

(I)当n较小时，（1.2. 10)式右边中各因子的第二项之间的乘积—-X-－都可以忽365 365 

略，千是有近似公式
l + 2 +…＋(n - 1). n(n-l)

pn ~ l - =l -
365 . 730. (1. 2. 1 1)

21 



22 

Ill第一章 随机事件与概率

(2) 当 n 较大时，因为对较小的正数 x，有 In(1-x) = -x，所以由 (1.2.10)式得
1+2+·.. +(n -1) n(n-1) 

ln p n = - = － 
365 730 

(l.2.12) 

例如当 n = 10 时，由 (1. 2. 12) 式给出的 近似值 为 0.884 0, 而精 确 值 为 P. = 
0.883 1 … ;n = 30 时，近似值为 0.303 7，精确值为P. = 0.293 7. 

这个数值结果是令人吃惊的，因为许多人会认为：一 年 365 天，30 个人的生日全不
相同的可能性是较大的，至少会大于 1/2．甚至有人会认为： 100 个人的生日全不相同的
可能性也是较大的对 一 些不同的 n 值，表1. 2. 7 列出用(1. 2. 12) 近似公式计算出的
p n 值．

表1.2.7 p" 的近似值

n 10 20 30 40 50 60 

p ＂ | 0.884 0 0.594 2 0.303 7 0.118 0 0.034 9 0.007 8 

1-p, 0.116 0 0.405 8 0.696 3 0.882 0 0.965 I 0.992 2 

表中最后一行是对立事件” n 个人中至少有两个人生日相同” 的概率 1-p 九．当 n =

60 时， l-p. = 0.992 2 表明在 60 个人的群体中至少有两个人生日相同的概率超过
99%，这是出乎人们预料的．而通过进一步的计算我们可以得出：当 n�23 时，有 1-p.>
0.5. 

1.2.S 确定概率的几何方法

确定概率的几何方法，其基本思想是：
(I)如果一个随机现象的样本空间0充满某个区域，其度量（长度、面积或体积

等）大小可用Sn表示．
(2)任意一点落在度量相同的子区域内（可能位置不同）是等可能的，譬如在样本

空间0中有一单位正方形A和直角边为1与2的直角三角形B，而点落在区域A和区
域 B 是等可能的，因为这两个区域面积相等（见图I.2. I). 

(3) 若事件A为0中的某个子区域（见图 1.2.2) ，且其度量大小可用SA 表示，则
事件A的概率为

SA P(A) =—. 
S。

这个概率称为几何概率，它满足概率的公理化定义．

(1. 2. 13) 

求儿何概率的关键是对样本空间0和所求事件A用图形描述清楚（一 般用平面或
空间图形）．然后计算出相关图形的度量（一般为面积或体积）．

丿 ／ 2 Q 
图1.2.1 落在度量相同的

子区域内的等可能性
图1.2.2 几何概率
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例1.2.8（会面问题） 甲乙两人约定在下午6时到7时之间在某处会面，并约定
先到者应等候另 一个人20min，过时即可 离去．求两人能会面的概率．

解 以x和y分别表示 甲、乙两人到达约会地点的时
间（以min为单位），在平面上建立兀O y直角坐标系（见图
I. 2. 3). 

因为甲、乙都是在0 至 60min 内等可能地到达，所以
由等可能性知这是一个几何概率间题．（元，y）的所有可能 20 

取值在边长为60 的正方形区域内，其面积为Sn = 602．而
事件A= ” 两人能够会面” 相当于

6 。 y 

。 60 X 

Ix - y I � 20, 
即图中的阴影部分，其面积为SA= 602 -402，由（1.2.13)式知

图 1.2. 3 会面问题中的 0 与 A

SA 602 - 402 5 
P(A) = � = � = -:- = 0.555 6. Sn 602 9 

结果表明：按此规则约会，两人能会面的概率不超过0. 6．若把约定时间改为在下午6时
到6时30分，其他不变，则两人能会面的概率提高到0.888 9. 

例1.2.9（比丰投针问题（见[1]）） 平面上画有间隔为d (d>0)的等距平行线，向
平面任意投掷一枚长为l ( l<d)的针，求针与任一 平行线相交的概率．

解 以x表示针的中点与最近 一条平行线的距离，又以p表示针与此直线间的夹
角，见图1.2.4．易知样本空间 a 满足

0 � x � d/2, 0 �中<'lT，
由这两式可以确定<pOx 平面上的一个矩形a，这就是样本空间，其面积为Sn = d'lT／2．这
时针与 平行线相交（记为事件 A)的充要条件是

父< —sin中·2 
由这个不等式表示的区域是图1.2.5 中的阴影部分．

x
-·

d

·-

了／
d_
2

 
Q
 

。 冗 o.
图1.2.4 比丰投针问题 图1.2.5 比丰投针问题中的0 和 A

由千针是向平面任意投掷的，所以由等可能性知这是一个几何概率问题．由此得
,r l 

SA f。了sin <p如 2 lp (A) = � = � =—. Sn d d1T —'TT 2 
如果 l,d为已知，则以'TT的值代入上式即可计算得 P(A) 之值丿文之,如果 已知

P(A) 的值，则也可以利用上式去求'TT,而关于 P(A) 的值，可用从试验中获得的频率去
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近似它：即投针N次，其中针与平行线相交n次，则频率n/N可作为P(A)的估计值，千
是由

n 2l —- ~P(A)＝— 
N d忙

可得
2lN 

'lT ～ —. 
dn 

历史上有一些学者曾亲自做过这个试验，下表记录了他们的试验结果．
表1.2.8 比丰投针试验结果

试验者 年份 lid 投掷次数 相交次数 'IT的近似值

沃尔夫(Wolf) I 850 0.8 5 000 2 532 3.159 6 

福克斯(Fox) I 884 0.75 I 030 489 3.159 5 

拉泽里尼(Lazzerini) I 901 0.83 3 408 I 808 3.141 5 

雷娜(Reina) I 925 0.54 2 520 859 3.179 5 

这是一个颇为奇妙的方法：只要设计一个随机试验，使一个事件的概率与某个未
知数有关，然后通过重复试验，以频率估计概率，即可求得未知数的近似解．一般来说，
试验次数越多，则求得的近似解就越精确．随着计算机的出现，人们便可利用计算机来
大量重复地模拟所设计的随机试验．这种方法得到了迅速的发展和广泛的应用．人们称
这种方法为随机模拟法，也称为蒙特卡罗(Monte Carlo)法．

例1.2.10 在长度为a的线段内任取两点将其分为三段，求它们可以构成一个三
角形的概率

解 由于是将线段任意分成三段，所以由等可能性知这是一个几何概率问题．分别用
x,y和a-x-y表示线段被分成的三段长度（见图1.2.6)，则显然应该有

0 < x < a, 0 < y < a, 0 < a - (x + y) < a. 
第三个式子等价于O<x+y<a．所以样本空间为（见图l.2. 7) 

fl=l(x,y): O<x<a, O<y<a, O<x + y<al. 
0的面积为

矿＿
2

＿＿
 n"

 
s
 

ya

x
 

y a-x-y
卜－－－－－－－a-------,

图1.2.6 长度为a的

线段分成三段

。 a X 

图1.2. 7 线段分成三段

的样本空间 n
又根据构成 三角形的条件：三角形中任意两边之和大于第三边，得事件A所含样
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本点 (x,y) 必须同时满足
0 < a -(x+y) <x+y, 
O<x<y+(a -x -y), 

O<y<x +(a -x -y). 

整理得 y
a
 a a a 

一<x+y< a, O<x< ---;:-- , O<y< — . 
2 2' 2 

所以事件 A 可用图 1.2.8 中的阴影部分表示．
事件A的面积为

a_
2

 

矿＿
8

＿＿
 A

 
s

 
旁 a X 

图 1.2.8 构成三角形的条件

由此得

P(A) =一．
4 

例1.2.11（贝特朗奇论（见[ 1]）） 在一圆内任取一 条弦，间其长度超过该圆内接
等边三角形的边长的概率是多少？

这是一个几何概率问题，它有三种解法，具体如下：
解法一 由于对称性，可只考察某指定方向的弦．作一条直径垂直千这个方向．显

然，只有交直径于1/4与3/4之间的弦才能超过正三角形的边长（见图1.2.9(a)），如
此，所求概率为 1/2.

(a) (b) (c) 

图 1.2.9 贝特朗奇论的三种解法

解法二 由于对称性，可让弦的一端点固定，让另 一端点在圆周上作随机移动．若
在固定端点作一切线，则与此切线夹角在60 °与120°之间的弦才能超过正三角形的边
长（见图 1.2. 9 (b))，如此，所求概率为1/3.

解法三 圆内弦的位置被其中点唯一确定．在圆内作 一同心圆，其半径仅为大圆
半径的一半，则大圆内弦的中点落在小圆内，此弦长才能超过正三角形的边长（见图
1.2.9(c))，如此，所求概率为1/4.

同一问题有三种不同答案，究其原因在千圆内 ” 取弦 ” 时规定尚不够具体，不同的
”等可能性假定 ” 导致了不同的样本空间，具体如下：其中 “ 均匀分布 “ 应理解为 ” 等可

能取点 ” .

解法一中假定弦的中点在直径上均匀分布，直径上的点组成样本空间{JI '
解法二中假定弦的另 一 活动端点在圆周上均匀分布，圆周上的点组成样本空

25 
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间fl2·
解法三中假定弦的中点在大圆内均匀分布，大圆内的点组成样本空间n3 .
可见，上述三个答案是针对三个不同样本空间引起的，它们都是正确的，贝特朗奇

论引起人们注意，在定义概率时要事先明确指出样本空间是什么．

1.2.6 确定概率的主观方法

在现实世界里有一些随机现象是不能重复的或不能大量重复的，这时有关事件的
概率如何确定呢？
统计界的贝叶斯学派认为：一个事件的概率是人们根据经验对该事件发生的可能

性所给出的个人信念．这样给出的概率称为主观概率．
这种利用经验确定随机事件发生可能性大小的例子是很多的，人们也常依据某些

主观概率来行事．
例1.2.12 用主观方法确定概率的例子．
(I) 在气象预报中，往往会说 “明天下雨的概率为 90%" ，这是气象专家根据

气象专业知识和最近的气象情况给出的主观概率．听到这一信息的人，大多出门
会带伞

(2)一个企业家根据他多年的经验和当时的一些市场信息，认为 ＂某项新产品在
未来市场上畅销 ”

的可能性为 80%.

(3) 一个外科医生根据自己多年的临床经验和一位患者的病情，认为 “此手术成
功”的可能性为 90%.

(4) 一个教师根据自己多年的教学经验和甲、乙两学生的学习情况，认为 “甲学生
能考取大学”的可能性为 95%, ＂乙学生能考取大学”的可能性为 40%.
从以上例子可以看出：
(l)主观概率和主观腮造有着本质上的不同，前者要求当事人对所考察的事件有

透彻的了解和丰富的经验，甚至是这一行的专家，并能对历史信息和当时信息进行仔
细分析，如此确定的主观概率是可信的．从某种意义上说，不利用这些丰富的经验也是
一种浪费
(2)用主观方法得出的随机事件发生的可能性大小，本质上是对随机事件概率的

一种推断和估计．虽然结论的精确性有待实践的检验和修正，但结论的可信性在统计
意义上是有其价值的．

(3) 在遇到的随机现象无法大量重复时，用主观方法去做决策和判断是适合的．从
这点看，主观方法至少是频率方法的一种补充
另外要说明的是，主观概率的确定除根据自己的经验外，决策者还可以利用别人

的经验例如，对一项有风险的投资，决策者向某位专家咨询的结果为 ”成功的可能性
为 60%”

而决策者很熟悉这位专家，认为专家的估计往往是偏保守的、过分谨慎的为
此决策者将结论修改为”成功的可能性为 70%".

主观给定的概率要符合公理化的定义．



§ 1.2 概率的定义及其确定方法 Ill

r 习 贮 1.2 7 
1对千组合数(:)，证明
(l) (:） ＝ (n

n
-r) 

(2) （:) ＝(：＿-l
l) +（勹

I
)

(3) (:) +(;) + · · +(:) = 2" 

(4) C) +2(;) +·.. + n(:) =n2"
(5) (:) (:) +(:) (n�l) +·.. +(:)(:)=(

a
几＋ b) , n = min I a, b I

n n 几
2 t 2n(6) (。）+（』++(n) ＝（n )

2.抛三枚硬币，求至少出现一 个正面的概率．
3任取两个正整数，求它们的和为偶数的概率．

4.掷两颗骰子 ， 求下列事件的概率
(I)点数之和为6;
(2)点数之和不超过6,
(3)至少有 一 个6点

5.考虑一元二次方程 x 2+Bx+C=O，其中B,C分别是将 一 颗骰子接连掷两次先后出现的点数，求
该方程有实根的概率p和有重根的概率q

6.从一 副52张 的扑克牌中任取4张，求下列事件的概率
(I) 全是黑桃，
(2)同花 ，

(3) 没有两张同一花色，
(4)同色．

7.设9件产品中有2件不 合格品从中不返回地任取2件 ， 求取出的2件中全是合格品 、 仅有 一

件合格品和没有合格品的概率各为多少？
8.口袋中有7个白球、3个黑球 ， 从中任取两个，求取到的两个球的颜色
(I)相同的概率 ，

(2) 不同的概率
9.甲口袋有5个白球、3个黑球，乙口袋有4个白球 、6个黑球．从两个口袋中各任取一球，求取到

的两个球颜色相同的概率．

试求

10 .从 n个数1 ,2,...,n中任取2个 ， 问其中一 个小干k (l<k<n)，另 一 个大千k的概率是多少？
11 .口袋中有10 个球 ，分别标有号码1到10，现从中不返回地任取4个，记下取出球的号码 ，

(I)最小号码为5的概率，
(2)最大号码为5的概率．

12掷三颗骰子 ， 求以下事件的概率
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(I)所得的最大点数小于等于5,

(2 )所得的最大点数等于5

13把 10 本书任意地放在书架上，求其中指定的 4本书放在一 起的概率

14. n个人随机地围 一 圆桌而坐 ，求甲、乙两人 相邻而坐的概率．
15. 同时掷5枚骰子，观察点数 ， 试证明

(I) p（每枚都不一 样）＝0.092 6, (2 ) P(一 对）＝0.463 0, 
(3) P(两对）＝0.231 5 ; (4) P (三枚 一 样）＝0.1543,
(5 ) P(四枚 一 样）＝0.019 3; ( 6 ) P(五枚 一 样）＝0.000 8. 
16一 个人把六根草紧握在手中，仅露出 它们的头和尾，然后 随机地把六个头两两相接，六个尾

也两两相接求放开手后六根草恰巧连成 一 个环的概率．

17把n个“ 0”与几个“ 1“ 随机地排列，求没有两个“ 1“ 连在 一 起的概率．

18设10 件产品中有 2 件不合格品 ， 从中任取 4件，设其中不合格品 数为X，求X的概率分布
19. n个男孩 ，m个女孩（m,;;叶1 ) 随机地排成 一 排，试求任意两个女孩都不相邻的概率．

2 0将3个球随机地放入4个 杯子中去 ，求杯子中球的最大个数 X的概率分布
21将12 个球随机地放入3个盒子中 ，试求第 一 个盒子中有 3个球的概率
22.将n个完全相同的球（这时也称球是不可辨的）随机地放入N个盒子中，试求

(I)某个指定的盒子中恰好有K个球的概率 ，

(2)恰好有m个空盒的概率 ，

(3)某指定的m个盒子中恰好有j个球的概率

23在区间(0, I)中随机地取两个数 ，求事件” 两数之和小于715"的概率．

24甲乙两艘轮船驶向 一 个不能 同 时停泊两艘轮船的码头， 它们 在 一 昼夜内到达的时间是等可

能的如果甲船的停泊时间是一 小时，乙船的停泊时间是两小时，求它们中任何一 艘都不需要等候羁

头空出的概率是多少？
25. 在平面上画 有间隔为d的等距平行线 ， 向平面 任意投掷 一 个边长为a,b,c（均小千 d )的三角

形 ，求三角形与平行线相交的概率．
26在半径 为R的圆内画平行弦 ，如果这些弦与垂直千弦的直径的交 点在该直径上的位置是等

可能的 ，即交点在 直径上 一 个区间内的可能性与 此区间的长度 成比例 ，求任意画弦的长度大于R的

概率

27设一 个质点落在 xOy平面上由x轴、y轴及直线 x+y= I所围成的三角形内 ，而落在此三角形

内各点处的可能性 相等，即落在此三角形内 任何区域上的概率与该区域的面积成正比，试求此质点

的位置还满足y<2x的概率是多少？

28设a>O有任意两数 x,y ， 且O<x<a,O<y<a ，试求 xy<a2 /4的概率

29用主观方法确定大学生中戴眼镜的概率是多少？

30用主观方法确定 学生中考试作弊的概率是多少？

§ 1.3 概率的性质

利用概率的公理化定义（非负性、正则性和可列可加性），可以导出概率的一系列
性质以下我们逐个给出概率的一些常用性质

首先，在概率的正则性中说明了必然事件0的概率为l．那么可想而知，不可能事



件0的概率应该为0，下面性质正说明了这一 点．
性质 1.3.1 P(0)= 0.
证明 由于任何事件与不可能事件之并仍是此事件本身，所以

n =nu0u0… U0U … .
因为不可能事件与任何事件是互不相容的，故由可列可加性公理得

P([J) = P({J) + P(0) + … ＋ P(0) + … ， 
从而由 P([J)=l 得

P(0) + P(0) + … =0,
再由非负性公理，必有

P(0) = 0.
结论得证．

1.3.1 概率的可加性

§ 1.3 概率的性质 Ill

概率的可列可加性说明了对可列个互不相容的事件 A 1 ,A2, … ，其可列并的概率可

以分别求之再相加，那么对有限个互不相容的事件 A 1 ,A2, … ，An ，其有限并的概率是否
也可以分别求之再相加呢？下面性质回答了这个问题．

性质 1.3.2 （有限可加性） 若有限个事件 A 1 ,A2, … ,An 互不相容，则有

P(�A,)=t.P(A.). (1.3.1)
i = I 

证明 对 A 1 ,A2, … ,A.,0,0, … 应用可列可加性，得
P(A 1 U A2 U … U AJ = P(A 1 U A2 U … U A" U 0 U 0 U … )

结论得证．

=P(A 1 ) +P(A2) +…＋ P(AJ + P(0) + P(0) + … 

= P(A 1 ) + P(A2) + … +P(AJ.

由有限可加性，我们就可以得到以下求对立事件概率的公式．
性质 1.3.3 对任一事件 A，有

P(A) = 1 - P(A). (1.3.2)
证明 因为 A 与 i 互不相容，且 fl=AUA．所以由概率的正则性和有限可加性得 l

=P(A)+P(A)由此得 P(A)=1-P(A).
有些事件直接考虑较为复杂，而考虑其对立事件则相对比较简单．对此类问题就

可以利用性质 1.3.3，见下面例子．
例 1.3.1 36只大小、形状相同的灯泡中 4 只是 6W，其余都是 4W 的．现从 中任

取3只，求至少取到一只 6W 灯泡的概率．
解 记事件A为 ＂ 取出的3只中至少有一只 6W" ，则A包括三种情况：取到一只

6W两只 4W 或取到两只 6W －只 4W，或取到三只 6W而 A 的对立事件A只包括一

种情况，即 “ 取出的 3 只全部是 4W" ，由例 1.2.3 抽样模型可知

29 
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_ (32
P(A) = 3) 248 

(36
＝歹 ＝0.695.

所以
』

- 109P(A) = I - P(A) =-— = 0.305.357 
例 1.3.2 抛一枚硬币 5 次，求既出现正面又出现反面的概率．
解 记事件 A为＂抛 5次硬币中既出现正面又出现反面” ，则 A 的情况较复杂，因

为出现正面的次数可以是 1次至 4次，而 A的对立事件A则相对简单：5 次全部是正面
（记为 B)，或 5次全部是反面（记为 C)，即 A=BUC，其中 B 与 C 互不相容，所以由对
立事件公式和概率的有限可加性得

P(A) = I - P（心＝I - P(B U C) = I - P(B) - P(C)
I I 15 = I -—-—=— 

25 25 16.

1.3.2 概率的单调性

可以想象：当 B 被 A包含时（即 B发生必然导致 A发生），说明事件 A 比事件 B 更
容易发生，那么 A的概率应该比 B的概率大，这可由以下性质 1.3.4的推论说明．
性质 l.3.4 给出了两个有包含关系事件差的概率公式，而性质 l.3.5 给出了任意两

个事件差的概率公式．
性质 1.3.4 若 A:JB，则

P(A - B) = P(A) - P(B).
证明 因为 A:JB，所以

A = BU(A - B),
且 B 与 A-B 互不相容，由有限可加性得

P(A)=P(B) +P(A-B),
即得

P(A - B) = P(A) - P(B).
结论得证．

推论（单调性） 若 A:JB，则 P(A);:;?:P(B).

(1.3.3)

很容易举例说明：以上推论的逆命题不成立，即由P(A);:;?:P(B)无法推出A:JB.
性质 1.3.5 对任意两个事件 A,B，有

P(A - B) = P(A) - P(AB).
证明 因为 A-B=A-AB，且 ABcA，所以由性质 1.3.4得

P(A - B) = P(A - AB)= P(A) - P(AB).
结论得证．
利用性质 1.3.4 ，我们可以求一些较为复杂的事件的概率

(1.3.4)

例 1.3.3 口袋中有编号为 I,2,…,n的n个球，从中有放回地任取m次，求取出



§ 1.3 概率的性质 Ill

的m个球的最大号码为K的概率．
解 记事件 Ak 为

”取出的 m个球的最大号码为 K"．如果直接考虑事件 Ak，则比较
复杂，因为“最大号码为 K ”可以包括取到 1 次 k 、取到 2 次 k 、…… 、取到 m 次 k.
为此我们记事件 B，为“取出的 m个球的最大号码小于等于 i",i=l,2,…,n，则 B,

发生只需每次从 I,2,···，门号球中取球即可，所以由古典概率知
,m 

P(B.) =
-----:-, i = l,2,…,n.
nm 

又因为 Ak = BK -Bkl，且 BKI CBk，由性质 1.3.4得
P(A,) = P(B, -B,_1)=P(B,) -P(B,_1) 

km - (k - 1) m 

, k = 1, 2, · · ·, n. 
n 

譬如，n = 6,m = 3,k=4，可算得
43 - 33 37 

P(A4) ＝ ＝— = 0.171 3. 
63 216 

其他的P(Ak)也都可算出，现列表如下：
k 2

 
3

 
4 5

 
6

 
和

P(A,) I 0.0046 0.0324 0.088 0 0.171 3 0.2824 0.4213 I 1.000 0 

这表明：掷三颗骰子，最大点数 k是随机变量，k取 6 的概率是 0.421 3，且
P(k � 3) = 0.004 6 + 0.032 4 + 0.088 0 = 0.125 0. 

即掷三颗骰子，最大点数不超过 3的概率仅为 0.125 0. 

1.3.3 概率的加法公式

当事件之间互不相容时，有限可加性或可列可加性给出了求事件并的概率的公
式那么对一般的事件（不一定互不相容），又如何求事件并的概率？以下性质 1.3.6中
(1. 3. 5)式给出求任意两个事件并的概率加法公式，（1.3.6)式给出求任意 n个事件并
的概率加法公式．这些性质在计算概率时是非常有用的．
性质 1.3.6 （加法公式） 对任意两个事件 A,B，有

P(A U B) = P(A) + P(B) - P(AB). 
对任意 n个事件 Al ,Ai , …,An，有

P (Yi A;) = t P(A;) -
1
邑

n
P(AIAl) ＋

(1.3.5) 

(1.3.6) 
I P(A，从） ＋… ＋（－ 1)"- IP(A1 A2

…A.). 
1-.，勺<k幻n

证明 先证(1.3. 5)式．因为
A U B = A U (B - AB), 

且 A 与B-AB互不相容，所以由有限可加性和性质 1.3.5 得
P(A U B) = P(A) + P(B - AB) = P(A) + P(B) - P(AB). 

下面用归纳法证明(1.3. 6)式．当 n = 2 时，（1.3.6)式即为(1.3. 5)式．设(1.3. 6)式对
n-1 成立，则对 n，先对两个事件(A1 UA2 U… UA._1 )与An 用(1.3.5)式，
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P(A, U A 2 U … U A.) =P(A, U A 2 U … U A._1) + P(A.) -
P((A, U A 2 U … U A._1) n A.)

然后由归纳假设，对

= P(A, U A 2 U … U A._1) + P(A.) -
P((A,A.) U (A 2A.) U ··· U (A._,A.)).

P(A I LJ A 2 LJ … U A._1) 及P((A 1AJ U (A 2A.) U … U (A" 一 1A n)）
进行展开，经过整理合并即可知：（1.3.6)式 对n也成立，结论得证．

推论（半可加性） 对任意两个事件A,B，有
P(A U B) � P(A) + P(B).

对任意n个事件A l,A 2 '…,A n，有

叶旦 A;) � � P(A;)
例1.3.4 已知事件A,B,AUB 的概率分别为0.4,0.3,0.6．求P(A B).
解 由加法公式 P(A U B) = P (A) + P (B) -P (AB)及题设条件知

0.6 = 0.4 + 0.3 - P(AB),
由此解得P(AB)= 0.1，所以再由(1. 3.4)式得

P(A B) = P(A - B) = P(A) - P(AB) = 0.4 - 0.1 = 0.3.

(1.3.7)

(1.3.8)

例1.3.5 已知P(A)=P(B)= P(C)= 114,P(AB)= O,P(AC)= P(BC)= 1/16．则
A,B,C中至少发生一个的概率是多少？A,B,C都不发生的概率是多少？

解 因为P(AB)= 0，且ABCcAB，所以由概率的单调性知P(ABC)=O．再由加法
公式，得A,B,C中至少发生一个的概率为

P(A U B U  C) = P(A) + P(B) + P(C) - P(AB) - P(AC) - P(BC) + P(ABC)
3 2 5=- --= 
4 16 8

又因为“A,B,C都不发生” 的对立事件为“A,B,C中至少发生一个＂，所以由对立
事件的概率公式得

5 3 P(A,B,C都不发生） ＝ l －—=—.
8 8 

一般而言，求 “ 至少有一个发生” 的概率时，用对立事件公式去求较为方便．但下面
例1.3.6 的配对问题却不能用对立事件去求解，而一定要将事件” 至少有一个发生” 表
示成事件的并，然后用一般事件的加法公式去求解．

例1.3.6（配对问题） 在 一个有n个人参加的晚会上，每个人带了 一件礼物 ，且假
定各人带的礼物都不相同．晚会期间各人从放在 一起的n件礼物中随机抽取一件，问至

少有一个人自己抽到自己札物 的概率是多少？
解 以A;记事件“ 第l个人自己抽到自己的礼物 ”,i= 1, 2,…，n．所求 概率为

P(A 1UA 2U …UA.)因为

P(A I) = P(A 2) =…=P(A.) =—,n 
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I 
P(A 1A2) = P(A 1A3) =... = P(A._1A.) = 

n(n-1)'
I 

P(A1A2AJ = P(A 1A2A4) = ... = P(A._2A._1AJ = 
n(n-l)(n-2)'

I 
P(A 1A2

…An) ＝—.
n! 

所以由概率的加法公式(l. 3. 6) 得
l l l 

P(A I U A2 U … U A.)= l -—- ＋ —- －—+ … + （－ l) n - l _＿
2! 3! 4! n! 

譬如，当 n= 5 时，此概率为 0.633 3 ；当 n-+oo 时，此概率的极限为 1-e 一
I = 0.632 l.

这表明：即使参加晚会的人很多（譬如 100 人以上），事件 ” 至少有一个人自己抽到自己
礼物 ” 也不是必然事件．

1.3.4 概率的连续性
为了讨论概率的连续性，我们先对事件序列的极限给出如下的定义．
定义 1.3.1 (l) 对夕中任一单调不减的事件序列 F l C F2 C … CF. C …，称可列

。
并UF.为! F. I 的极限事件，记为n=I 

limF = 
n-., • = LJ F..

n = I 
(1.3.9) 

(2) 对 夕 中 任一单 调 不 增 的 事 件 序 列 E 1 3 E2 3 … 2 En 3 …， 称 可 列
。

交门凡为！互 l 的极限事件，记为
n = I 

氓；，

limE = 
n-0 • = n 互．

• = I 
(1.3.10) 

有了以上极限事件的定义，我们就可给出如下概率函数的连续性定义．
定义 1.3.2 对夕上的 一 个概率 P,

(I)若它对夕中任一单调不减的事件序列! F. I 均成立
limP(F.) = P(limF.), 
几一口 n一。

则称概率P是下连续的．

(2)若它对夕中任一单调不增的事件序列 {En } 均成立

兄P(E.)= P(!：巴互），
则称概率P是上连续的．

有了以上的定义，我们就可以证明概率的连续性了．

性质 1.3.7 （概率的连续性） 若P为事件域夕上的概率，则P既是下连续的，又是

上连续的．

证明 先证P的下连续性．设{Fn 1是夕中一个单调不减的事件序列，即
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LJ F, = limF矿
'= I n-., 

若定义F。 = 0，则
0 .,U F, ＝ U (F, － F,-1)．

I = I i = I 

由于Fi-I CF,，显然诸(Fi -Fi-I)两两不相容，再由可列可加性得
叶� Fi) = t P(Fi - Fi-i) ＝ 坦 tP(Fi - Fi -I).

又由有限可加性得i P(Fi - Fi_,)= P(� (Fi - Fi_1)) = P(F.).） 所以
P(limF.) = limP(F.).

n一。
这就证得了P的下连续性．

再证P的上连续性设!E. l是单调不增的事件序列，则｛反l为单调不减的事件序
列，由概率的下连续性得

I - limP(E.) = lim[ I -P(E.)] = limP（反）
n-氓} n一o n一口

= p (.Y, £.) = P (0, En) 
= 1 - P (§仄） ·

注意最后第二个等式用了德摩根公式．至此得
E严P(E.)= P (!勹 E.)

这就证得了P的上连续性．
下面我们对可列可加性作进一步讨论．从上面的讨论可知，由可列可加性可推出

有限可加性和下连续性，但由有限可加性不能推出可列可加性．这意味着要由有限可
加性去推可列可加性，还缺少条件．下面性质说明：所缺少的条件就是下连续性．

性质1.3.8 若P是夕上满足P(fl)=l的非负集合函数，则它具有可列可加性的
充要条件是

(I)它是有限可加的；（ 2) 它是下连续的．
证明 必要性可从性质 1.3.2 和性质 1.3.7 获得．下证充分性．
设 A声Y,i= 1,2, …是两两不相容的事件序列，由有限可加性可知：对任意有限的

n 都有
叶旦 A,) = � P(A,)



§l3 概率的性质 Ill

这个等式的左边不超过 1，因此正项级数 LP(A, ）收敛，即
』= l 

记

！于 (Yi A) ＝！咒: P(A, ） = ； P(A) 

n 

Fn = U A, 
I= I 

(l.3.11) 

则 IF」为单调不减的事件序列，所以由下连续性得
E于 ( 0i A,) =！上严P(F.) =P( 9, F.) =P(.Y, A.). (1.3.12)

综合(1.3.11)和(1.3.12)式，即得可列可加性．
从性质1.3.8可以看出：在概率的公理化定义中，可以将可列可加性换成有限可加

性和下连续性．

r 习题1 3 l 
I.设事件 A和B互不相容，且P(A) = 0. 3, P (B) = 0. 5，求以下事件的概率
(I) A与B 中至少有一个发生 ，

(2) A和B都发生 ，

(3) A发生但 B不发生
2.设P(AB)= 0，则下列说法哪些是正确的？
(I) A和B不相容 ，

(2) A和B相容 ，

(3) AB 是不可能事件 ，

(4) AB不 一 定是不可能事件 ，

(5) P(A)= O，或P(B)= O;
(6) P(A-B)=P(A).
3. 一批产品分 一 、二、三级，其中 一级品是二级品的三倍，三级品是二级品的一 半，从这批产品中

随机地抽取一件，试求取到三级品的概率．
4从0, 1,2,... ,9等十个数字中 任意选出三个不同的数字，试求下列事件的概率
(I) Al= I 三个数字中不含0和5 l ; 
(2) A2= ｛三个数字中不含0 或5 l; 
(3) A3= ｛三个数字中含0但不含51.
5.某城市中共发行3种报纸A,B,C．在这城市的居民中有25％订阅A报、 20％订阅B报、15％订

阅C报，IO％同时订阅A报B报、 8％同时订阅A报C报、5％同时订阅B报C报、3％同时订阅A,B,C
报求以下事件的概率

(I)只订阅A报的，

(2)只订阅一种报纸的，

(3)至少订阅一种报纸的，

(4)不订阅任何一种报纸的
6.某工厂 一个班组共有男工9人、女工5人，现要选出3个代表，问选的3个代表中至少有1个

女工的概率是多少？
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7 －赌徒认为掷一颗骰子4次至少出现 一次6点与掷两颗骰子24次至少出现 一次双6点的机
会是相等的， 你认为如何？

8.从数字1,2,...,9中可重复地任取n次，求 n次所取数字的乘积能被10整除的概率．
9 口袋中有n-1个黑球和1个白球 ， 每次从口袋中随机地摸出一球，并换入 一个黑球．问第k次

摸球时 ， 摸到黑球的概率是多少？
10若P(A)=I ， 证明对任 一 事件B ， 有P(AB)=P(B)

11掷2n+I次硬币 ， 求出现的正面数多于反面数的概率
12.有三个人 ， 每个人都以同样的概率1 /5被分配到5个房间中的任 一间中，试求
(I)三个人都 分配到同一个房间的概率 ，

(2)三个人分配到不同房间的概率
13 一间宿舍内住有5位同学 ， 求他们之中至少有2个人的生日在同一个月份的概率．
14某班n个战士各有1支归个人保管使用的枪，这些枪的外形完全 一 样，在一次夜间紧急集合

中 ， 每 人随机地取了1 支枪，求至少有1人拿到自己的枪的概率．
15设A,B是两事件，且P(A) = 0. 6, P (B) = 0. 8，问
(I)在什么条件下P(AB)取到最大值 ， 最大值是多少？
(2)在什么条件 下P(AB)取得最小值 ， 最小值是多少？

16.已知事件A,B满足P(AB)=P(AnB)，记P(A)=p，试求P(B).

17.已知P(A)= 0.7,P(A-B)= 0.4 ， 试求P（五打．

18.设P(A) = a, P (B) = I -a ， 试证P(AB)=P(Ar订打 ．

19对任意的事件A,B,C，证明
(I) P(AB)+P(AC)-P(BC),;;;P(A);
(2) P(AB)+P(AC)+P(BC) �P(A)+P(B)+P(C)-1.
20.设A,B,C为三个事件， 且P(A)=a,P(B) = 2a,P(C) = 3a,P(AB)= P(AC)= P(BC)= b证明

a,.; 114,b,;;; 1 /4. 

21.设事件A,B,C 的概率都是1/2，且P(ABC)= P(A nBn C)，证明

2P(ABC) = P(AB) + P(AC) + P(BC) -—.
2 

22.证明
(I) P (AB) � P (A) + P (B) -1 ;
(2) P(A 1 A2 ···AJ �P(A 1 ) +P(A 2) +···+P(AJ-(n-1).
23.证明

I I P(AB) - P(A)P(B) I,;;; —.4 

§ 1.4 条件概率

条件概率是概率论中的一 个既重要又实用的概念．

1.4.1 条件概率的定义

所谓条件概率，是指在某事件B发生的条件下，另 一事件A发生的概率，记为
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P(AIB) ，它与 P(A) 是不同的两类概率． 下面用 一 个例子说明之．
例1.4.1 考察有两个小孩的家庭，其样本空间为 n= ! bb,bg,gb,gg I，其中b代表

男孩，g代表女孩，bg 表示大的是男孩、小的是女孩．其他样本点可类似说明 ．
在 0中 4 个样本点等可能情况下，我们来讨论如下一 些事件的概率．
(I) 事件 A= “ 家中至少有一 个女孩” 发生的概率为

3 
P(A) ＝一．4 

(2) 若已知事件 B=“ 家中至少有一个男孩” 发生，再求事件 A 发生的概率为
2 

P(A 1B) ＝一．
3 

这是因为事件B的发生，排除了gg 发生的可能性，这时样本空间0也随之改为几＝
I bb,bg,gb I而在几中事件 A 只含2个样本点，故 P(A 1B) = 213这就是条件概率，它
与（无条件）概率 P(A) 是不同的两个概念．

(3) 若对上述条件概率的分子分母各除以 4，则可得
214 P(AB)

P (A IB)＝—— = 314 P(B)' 
其中交事件 AB= “ 家有一男一女两个小孩” .

这个关系具有一 般性，即条件概率是两个无条件概率之商，这就是条件概率的
定义

定义1.4.1 设 A 与 B 是样本空间 0 中的两事件，若 P(B)>O，则称

P(A 1B) = 
P(AB) 
P(B) 

为 “ 在B发生下A的条件概率” ，简称条件概率．
例1.4.2 设某样本空间0含有25个等可能的样

本点，事件 A 含有15 个样本点，事件 B 含有7 个样本
点， 交事件 AB 含有 5 个样本点，具体见图I. 4. I. 

这时有
1 5 7 

P(A) =-:-:- , P(B) =:-: 25 25'

5 
P(AB) =� 2 5

.

则在事件B发生的条件下，事件A的条件概率为

P(AB) 5125 5
P(A I B) = ＝ ——=－ 

P(B) 7/25 7 

(1.4.1)

Q
 

图 1.4. I 例1.4.2 的维恩图

此结果也可以如此考虑：事件B发生，表明事件h不可能发生，因此B中的18个样

本点可以不予考虑，此时在 B 中7个样本点中属于 A 的只有5个，所以 P(AIB)= 517. 

这意味着，计算条件概率 P(AIB)是在 样本空间 0 缩小为0B
= B 下进行的．

类似地

3 7 
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P(AB) 5/25 5 1P(B IA)= ＝ ＝ P(A) 15/25 15 3 
它也可作如上解释．

我们要注意的是：条件概率 P(AIB)是在给定B下讨论事件A 的概率，那么概率
的性质对P(· 1B)而言是否都成立呢？譬如，

P(AI B)= 1-P(A I B), 
P(A I LJ A 2 I B) = P(A I I B) + P(A 2 I B) - P(A 1A 2 I B) 

这些概率性质都成立吗？为此我们只要能验证条件概率满足三 条公理即 可回答这个
问题

性质1.4.1 条件概率是概率，即若设P(B)>O，则
(1) P(AIB)�O,Ae．安
(2) P(illB)= 1 . 
(3)若夕中的A l ,A 2 '…，A n ,…互不相容，则

(
° p gl A n I B) ＝昙 P(A. I B).

证明 用条件概率的定义很容易证明(1)和(2)，下面来证明(3)．因为A,,A2 ,… ，

A n ,…互不相容，所以A 1
B ,A 2

B ,…,A.B ,…也互不相容，故

P (9l
A n IB )＝ P ((-� A0) B) n = I 

P(B) 

° 

P(91 (A.B))
P(B) 

P(A.B) .. 
P(B) ;7'1 

= L P(A. 1B) 
8

L
�
�
 

=l
 

以下给出条件概率特有的三个非常实用的公式：乘法公式、全概率公式和贝叶斯
公式这些公式可以帮助我们计算一些复杂事件的概率．
1.4.2 乘法公式

性质1.4.2 乘法公式
(I) 若P( B)>O，则

P(AB) = P(B)P(A I B). 
(2)若P(A 1A 2

…A n- 1)>0，则
P(A 1A 2···A.) = P(A,)P(A 2 I A,)P(A 3 I A 1A 2) ··· P(A. I A 1A 2

…A._,). (1.4.3) 
证明 由条件概率的定义，整理即得(1.4.2)式．下证(1 .4.3)式，因为

P(A,) � P(A 1A 2) � ··· � P(A 1A 2·00A __,) > 0, n - I 

所以(1.4.3)式中的条件概率均有意义，且按条件概率的定义，（1 .4.3)式的右边等于
P(A,A 2) P(A 1A 2AJ P(A,A 2···A.) P(A,) · P(A 1) P(A,A 2) P(A 1A 2···A._ 1) 

从而(1.4.3)式成立．
例1.4.3 一批零件共有100个，其中有10个不合格品．从中一个一个取出，求第

(1.4.2) 

P(A 1A 2
…A n)． 
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三次才取得不合格品的概率是多少？
解 以 A ， 记事件 ” 第t次 取 出 的 是不合格 品 ” ,i = 1, 2, 3. 则所求概率为

P(A, A2A3)，由乘法公式得
90 89 10 P(A, A2A3) = P(A,)P(A2 I 入） p(A 3 I A, Ai) =—·—· � = 0.082 6.100 99 98 

其实，例1.4.3 是下面例1.4.4 的特例．
例1.4.4（罐子模型） 设罐中有b个黑球、r个红球，每次随机取出一个球，取出后

将原球放回，还加进 c个同色球和d个异色球．记B，为“ 第t次取出的是黑球” ,R) 为
“第j次取出的是红球” .

若连续从罐中取出三个球，其中有两个红球、一个黑球．则由乘法公式我们可得
P(B1R2RJ =P(B1)P(R2 I B,)P(R3 I B1R2) 

b r+d r+d+c 
=-· 

b + r b + r + c + d b + r + 2c + 2d' 

P(R1B2RJ = P(R1)P(B2 I R1)P(R3 I R1B2) 
r b+d r+d+c 

=-· 
b + r b + r + c + d b + r + 2c + 2d' 

P(R1R2B3) =P(R1)P(R2 I R1)P(B3 I R1R2) 
r r + c b + 2d =-• - · 

b + r b + r + c + d b + r + 2c + 2d° 

以上概率与黑球在第几次被抽出有关．
罐子模型也称为波利亚 (P6lya) 模型，这个模型可以有各种变化，具体见下：
(1)当c = -1,d=O时，即为不返回抽样．此时前次抽取结果会影响后次抽取结果．

但只要抽取的黑球与红球个数确定，则概率不依赖其抽出球的次序，都是一 样的．此 例
中有

P(B1R2RJ = P(R1B2R3) = P(R1R2B 3) = 
br(r - l) 

(b+r)(b+r- l)(b+r-2) 
例1.4.3 可以归结为此种情况．

(2)当c = O,d = O时，即为返回抽样．此时前次抽取结果不会影响后次抽取结果．故
上述三个概率相等，且都等于

br2 

P(B1R 2RJ = P(R 1 B2R3) = P(R 1 R2B3) = 
(b+r)3.

(3) 当c>O,d = O时，称为传染病模型．此时，每次取出球后会增加下一次取到同色
球的概率，或换句话说，每次发现一个传染病患者，以后都会增加再传染的概 率．与
(l),(2)一样，以上三个概率都相等，且都等于

P(B 1R 2R3) = P(R 1 B2R3) = P(R1R2BJ = 
br(r + c) 

(b + r) (b + r + c) (b + r + 2c) 

从以上(l)、(2)和 (3) 中可以看出：在罐子模型中只要 d=O，则以上三个概率都相
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等即只要抽取的黑球与红球个数确定，则概率不依赖其抽出球的次序，都是一 样的．但
当 d>0 时，就不同了，见下面(4).

(4) 当 c = O,d>O 时，称为安全模型此模型可解释为：每当事故发生了（红球被取
出Ā，安全工作就抓紧 一些，下次再发生事故的概率就会减少；而当事故没有发生时（黑
球被取出），安全工作就放松一 些，下次再发生事故的概率就会增大．在这种场合，上述
三个概率分别为

1.4.3 全概率公式

b r+d r+d 
P(B 1 凡凡） ＝——· · 

b + r b + r + d b + r + 2d'

r b+d r+d 
P(R 1 凡凡） ＝—· · 

b + r b + r + d b + r + 2d'
r r b + 2d P(R 1 凡队） ＝一· · 

b + r b + r + d b + r + 2d° 

全概率公式是概率论中的一个重要公式，它提供了计算复杂事件概率的一 条有效
途径，使一个复杂事件的概率计算问题化繁就简．

性质1.4.3ÿ全概率公式） 设 B,,B2, …，队为样本空间0的一 个分割（见图

1. 4. 2)，即 B l ,B 2 ' …，队互不相容，且LJ B i =fl，如果 P(BJ>O,i=1,2, …，n，则对任一
i= I 

事件A有

P(A) = I P(B.)P(A I B.). 
i = I 

证明 因为

A =Ail = A (日 B) ＝旦 (AB,），

且 AB 1 ,AB 2,…，A队互不相容，所以由可加性得

P(A) = P （旦（ AB.)) = � P(AB.), 

再将 P(AB.)= P(B,)P(A 1B.),i= 1,2,…，n，代入上式即得 (1.4.4).

对于全概率公式，我们要注意以下几点：
(1) 全概率公式的最简单形式 假如 O<P(B) <1，则

P(A)=P(B)P(AI B) +P(B)P(AI闭
见图 1.4.3.

(1.4.4) 

(1.4.5)

(2) 条件 B,,B 2,…，队为样本空间的一个分割，可改成 B,,B2, …，凡互不相容，
n 

且 Ac UB,，全概率公式仍然成立．
i= I 

(3) 对可列个事件 8 1 ,B 2, …，B n, …互不相容，且 Ac UB,，则全概率公式仍成
i= I 

立，只要将(l.4.4)式右边写成可列项之和即可．
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B
9

图 1.4.2 样本空间的一个分割（ n = 5) 图 1.4.3 用 B和B来分割样本空间

例1.4.5（摸彩模型） 设在n张彩票中有 一张可中奖．求第二人摸到中奖彩票的概
率是多少？

解 设A，表示事件 “第t人摸到中奖彩票”,i= l, 2,…，n．现 在目的是求P(A2 )．因
为Al 是否发生直接关系到A2 发生的概率，即

P(A2 I A1 )=0, P(A2 I人） ＝ ．n - l 
而A l 与A,是两个概率大千0的事件：

I - n - 1
p (A I) = __:__' p (Al )＝一一．n n 

于是由全概率公式得
l 

P (A 2) = P (A I) p (A 2 I A I) + p (Al ) p (A 2 I Al ) =—·O+�· ＝一．
n - l l l 

n n n-l n 
这表明：摸到中奖彩票的机会与先后次序无关．因后者可能处于“ 不利状况 ＂ （前者已摸
到中奖彩票），但也可能处于“有利状况 ＂（前者没摸到中奖彩票，从而增加后者摸到中
奖彩票的机会），两种状况用全概率公式综合（加权平均）所得结果（机会均等）既公平
又合情理．

用类似的方法可得

P(A3 )=P(A4 )=…=P(A九） ＝一．

如果设 n张彩票中有k (�n)张可中奖，则可得
k P(A1 ) =P(A2)=…=P(AJ =—. n 

这说明，购买彩票时，不论先买后买，中奖机会是均等的．
例1.4.6 保险公司认为某险种的投保人可以分成两类： 一类为易出事故者，

另一类为安全者．统计表明： 一个易出事故者 在一年内发生事故的概 率 为0.4，而
安全 者这个概率则减少为0.1．若假定易出事故者占此险种投保人的比例为20%.
现有一个新的投保人来投保此险种，间该投保人在购买保单后 一年内将出事故的
概率有多大？

解 记A= ＂投保人在一年内出事故” ,B="投保人为易出事故者，则B= ＂ 投保人
为安全者 ” ，且P(B) =0.8．由全概率公式得

P(A)= P(B)P(A 1B) +P(B)P(A IB)= 0.2x0.4+0.8x0.1 =O. 16. 
例1.4.7（敏感性问题调查） 学生阅读黄色书刊和观看黄色影像会严重影响其身
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心健康发展但这些都是避着教师与家长进行的，属个人隐私行为现在要设计一个调
查方案，从调查数据中估计出学生中看过黄色书刊或影像的比率p .

像这类敏感性问题的调查是社会调查的 一类，如一 群人中参加赌博的比率、吸毒
人的比率、经营者中偷税漏税户的比率、学生中考试作弊的比率等等

对敏感性问题的调查方案，关键要使被调查者愿意作出真实回答又能保守个
人秘密．一旦调查方案设计有误，被调查者就会拒绝配合，所 得调查数据将失去真
实性经过多年研究和实践，一些心理学家和统计学家设计 了一种调查方案，在这
个方案中被调查者只需回答以下两个问题中 的 一个问题，而且只需回答 ” 是 ” 或
＂否".

问题 A: 你的生日是否在 7 月 1 日之前？
问题B:你是否看过黄色书刊或影像？
这个调查方案看似简单，但 为了消除被调查者的顾虑，使被调查者确信他（她）参

加这次调查不会泄露个人秘密，在操作上有以下关键点：
(1) 被调查者在没有旁人的情况下，独自一人在一个房间内操作和回答问题．
(2) 被调查者从 一个罐子中随机抽一只球，看过颜色后即放回．若抽到 白球，则回

答问题A；若抽到红球，则回答问题B．且罐中只有白球和红球．
被调查者无论回答问题A或问题B，只需在答卷（见图

1.4.4)上认可的方框内打钩，然后把答卷放入一只密封的投票 1 答卷
箱内． I是口 否口

如此的调查方法，主要在千旁人无法知道被调查者回答
的是问题A还是问题B，由此可以极大地消除被调查者的
顾虑

现在的问题是如何分析调查的结果．很显然，我们对问题
A是不感兴趣的．

图1.4.4 敏感性

问题的答卷

首先我们设有n张答卷(n较大，譬如 I 000以上），其中有K张回答 ” 是 ＂ ．而我们
又无法知道此n张答卷中有多少张是回答问题B的，同样无法知道K张回答 ” 是 ＂ 的答
卷中有多少张是回答问题B 的．但有两个信息我们是预先知道的，即

(I) 在参加人数较多的场合，任选 一人其生H在 7 月 1 日之前的概率为 0.5.
(2) 罐中红球的比率1T 已知．现在就要利用这4个数据 (n, k, 0. 5, 1r）求出 p．因为

由全概率公式得
P（是） ＝P（白球）P（是I 白球） ＋ P（红球）P（是I 红球）．

所以，将P（红球）＝1r,P（白球）＝I -1r,P（是I白球）＝ 0.5,P（是I红球）＝p代入上式右
边，而上式左边用频率kin代替，得

由此得

-=0.5(1-1r) +p·1r. 

kin - 0.5(1 - 1r) 
p = 

1T 

因为我们用频率kin代替了概率P（是），所以从上式得到的是 p 的估计．
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例如，在一次实际调查中，罐中放有红球 30 个、白球 20 个，则 7T = 0.6，调查结束后
共收到 1 583 张有效答卷，其中有 389 张回答 ”是＂ ，由此可计算得

389/1 583 - 0.5 X 0.4 p = � = 0. 07 6 2. 0.6 
这表明：约有 7.62％的学生看过黄色书刊或影像．
1.4.4 贝叶斯公式

在乘法公式和全概率公式的基础上立即可推得如下一个很著名的公式．
性质 1.4.4 (贝叶斯公式） 设 B l,B2' …，队是样本空间 0的一个分割，即 B 1,

B2,…，B n 互不相容，且 U B, =0，如果 P(A)>0,P(B;) >0,i= 1,2,…，n，则` = 1 

P(B;)P(A I B;) P(B, I A)=�, i = 1,2,.. ·,n. (1.4.6 , i =l,2,.. ·,n. (1.4.6) 
I P(Bi)P(A I Bi) 
j = I 

证明 由条件概率的定义
P(AB.) P(B,IA)= P(A) . 

对上式的分子用乘法公式、分母用全概率公式，

P(AB.) = P(B.)P(A I B.), 
n 

P(A) = L P(B)P(A I B)' 
j = I 

即得
P(B,)P(A I B.) P(B;IA)= n I P(B)P(A I B) I I 

j = I 

结论得证．
例 1.4.8 某地区居民的肝癌发病率为 0.000 4，现用甲胎蛋白法进行普查．医学研

究表明，化验结果是可能存有错误的．已知患有肝癌的人其化验结果 99％呈阳性（有
病），而没患肝癌的人其化验结果 99.9％呈阴性（无病）．现某人的检查结果呈阳性，间
他真的患肝癌的概率是多少？
解 记B为事件”被检查者患有肝癌",A为事件”检查结果呈阳性” ．由题设知

P(B) = 0.000 4, P(B) = 0.999 6, 
P(AIB)=0.99, P(AI趴＝ 0.001.

我们现在的目的是求 P(BIA)．由贝叶斯公式得
P(B)P(A I B) P(B IA)= 

P(B)P(AI B) +P(B)P(AI B) 

=-=0.284. 0.000 4 X 0.99 + 0.999 6 X 0.001 
0.000 4 X 0.99 
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这表明，在检查结果呈阳性的人中，真患肝癌的人不到 30%．这个结果可能会使人
吃惊，但仔细分析一下就可以理解了．因为肝癌发病率很低，在IO 000个人中约有 4
人，而约有 9 996个人不患肝癌．对 IO 000个人用甲胎蛋白法进行检查，按其错检的概
率可知，9 996个不患肝癌者中约有 9 996x0.001 =9.996个呈阳性．另外 4个真患肝癌
者的检查报告中约有 4x0.99 = 3. 96个呈阳性．仅从13.956个呈阳性者中看，真患肝癌的
3.96人约占 28.4%.

进一步降低错检的概率是提高检验精度的关键．在实际中由于技术和操作等种种
原因，降低错检的概率又是很困难的所以在实际中，常采用复查的方法来减少错误率．
或用另一些简单易行的辅助方法先进行初查，排除了大量明显不是肝癌的人后，再用
甲胎蛋白法对被怀疑的对象进行检查．此时被怀疑的对象群体中，肝癌的发病率已大
大提高了，譬如，对首次检查呈阳性的人群再进行复查，此时P(B)= 0.284，这时再用贝
叶斯公式计算得

0.284 X 0.99 P(B I A) = � = 0. 997. 
0.284 X 0.99 + 0. 716 X 0.00} 

这就大大提高了甲胎蛋白法的准确率了．
在上例中，如果我们将事件B ( ”被检查者患有肝癌 ＂ ）看作是 “原因 “，将事件A

( “检查结果呈阳性 ” )看作是“结果”，则我们用贝叶斯公式在已知”结果”的条件下，求
出了“原因＂的概率P(BIA)．而求“结果”的（无条件）概率P(A)，用全概率公式．在上例
中若取 P(B)= 0.284，则

P(A) = P(B)P(A I B) + P(B)P(A I 趴
= 0.284 X 0.99 + 0.716 X 0.001 = 0.281 9. 

条件概率的三个公式中，乘法公式是求事件交的概率，全概率公式是求一个复杂
事件的概率，而贝叶斯公式是求一个条件概率．

在贝叶斯公式中，如果称 P(B,）为 B，的先验概率，称 P(B, IA）为 B,的后验概率，
则贝叶斯公式是专门用于计算后验概率的，也就是通过 A的发生这个新信息，来对 B,
的概率作出的修正．下面例子很好地说明了这一点．

例1.4.9 伊索寓言“孩子与狼”讲的是一个小孩每天到山上放羊，山里有狼出没，
第一天，他在山上喊：＂狼来了！狼来了！“山下的村民闻声便去打狼，可到山上，发现狼
没有来；第二天仍是如此；第三天，狼真的来了，可无论小孩怎么喊叫，也没有人来救
他，因为前两次他说了谎，人们不再相信他了．

现在用贝叶斯公式来分析此寓言中村民对这个小孩的信任程度是如何下降的．
首先记事件 A为“小孩说谎 ＂ ，记事件 B为“小孩可信” ．不妨设村民过去对这个小

孩的印象为

P(B)=0.8, P(B)=0.2. (1.4.7) 
我们现在用贝叶斯公式来求 P(BIA)，亦即这个小孩说了一次谎后，村民对他信任

程度的改变．

在贝叶斯公式中我们要用到概率 P(AIB)和 P(AI趴，这两个概率的含义是：前者

为“可信” (B)的孩子”说谎"(A)的可能性，后者为“不可信”咽）的孩子”说谎"(A)的
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可能性在此不妨设

P(AIB)=O.l, P(AI B)=0.5. 

第一次村民上山打狼，发现狼没有来，即小孩说了谎(A)．村民根据这个信息，对这
个小孩的信任程度改变为（用贝叶斯公式）

P(BIA)= P(B)P(A I B) 0.8 X 0.1 
0.444. 

P(B)P(A I B) + P(B)P(A I B) 0.8 X 0.1 + 0.2 X 0.5

这表明村民上了 一 次当后，对这个小孩的信任程度由原来的0.8调整为0.444，也
就是(1.4.7)调整为

P(B)=0.444, P(B)=0.556. (l.4.8) 
在此基础上，我们再一次用贝叶斯公式来计算P(B IA)，亦即这个小孩第二次说谎后，
村民对他的信任程度改变为

P(BIA)= 
0.444 X 0. J = 0.138. 

0.444 X 0.1 + 0.556 X 0.5 

这表明村民们经过两次上当，对这个小孩的信任程度已经从0.8下降到了0.138,
如此低的信任度，村民听到第三次呼叫时怎么会再上山打狼呢？

这个例子启发人们：若某人向银行贷款，连续两次未还，银行还会第三次贷款给
他吗？

r习贬1 4 7 
I.某班级学生的考试成绩数学不及格的占8%，语文不及格的占5% ， 这两门都不及格的占2%
(I)已知一 学生数学不及格，他语文也不及格的概率是多少？
(2)已知一 学生语文不及格 ，他数学也不及格的概率是多少？
2设 一 批产品中 — 、二、三等品各占60%,35%,5%．从中任意取出一件，结果不是三等品，求取到

的是一等品的概率
3掷两颗骰子，以A记事件” 两颗点数之和为10 ” ，以B记事件” 第一颗点数小于第二颗点数 ” ,

试求条件概率P(AIB)和P(BIA).
4设某种动物由出生活到10岁的概率为0.8，而活到15岁的概率为0.5．问现年为lO岁的这种

动物能活到15岁的概率是多少？
5.设10件产品中有3件不合格品，从中任取两件，已知其中 一件是不合格品，求另 一件也是不

合格品的概率
6.设n件产品中有m件不合格品 ， 从中任取两件 ，已知两件中有一件是合格品，求另 一件也是合

格品的概率．
7掷一颗骰子两次，以x,y分别表示先后掷出的点数，记

A=lx+y<IOI, B=lx>rl, 
求P(BIA),P(AIB).

8.已知P(A)=1/3,P(BIA)= 1/4,P(AIB)= 1/6 ， 求P(AUB).

9已知P(A)= 0.3,P(B)= 0.4,P(A B)= 0.5 ， 求P(BIAUB)
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10. 设A,B 为两事件，P(A)=P(B)= 1/3,P(AIB)= 1/6 ，求 P(AIB)
11. 口袋中有1个白球，1个黑球从中任取1个，若取出白球，则试验停止，若取出黑球，则把取

出的黑球放回的同时，再加入1个黑球，如此下去，直到取出的是白球为止，试求下列事件的概率

(I)取到第n次，试验没有结束，
(2)取到第n次，试验恰好结束．
12. 一 盒晶体管中有8只合格品、2只不合格品．从中不返回地一只一只取出 ， 试求第二次取出的

是合格品的概率

13. 甲口袋有a个白球、b个黑球，乙口袋有n个白球、m个黑球．

(I)从甲口袋任取l个球放入乙口袋 ， 再从乙口袋任取l个球．试求最后从乙口袋取出的是白球

的概率，

(2)从甲口袋任取2个球放入乙口袋，再从乙口袋任取l个球．试求最后从乙口袋取出的是白球

的概率．

14. 有n个口袋，每个口袋中均有a个白球、b个黑球．从第一个口袋中任取 一 球放入第二个D

袋，再从第二个口袋中任取一 球放入第三个口袋，如此下去，从第n-1个口袋中任取一 球放入第n个
口袋 ， 最后从第n个口袋中任取一 球，求此时取到的是白球的概率．

15钥匙掉了，掉在宿舍里、教室里、路上的概率分别是50%、30％和20%，而掉在上述三处地方

被找到的概率分别是0.8 、0.3 和0.1试求找到钥匙的概率．
16. 两台车床加工同样的零件，第一 台出现不合格品的概率是0.03，第二台出现不合格品的概率

是0.06 ， 加工出来的零件放在一 起 ， 并且已知第一 台加工的零件比第二台加工的零件多 一 倍

(I)求任取一个零件是合格品的概率，

(2)如果取出的零件是不合格品，求它是由第二台车床加工的概率．
17. 有两箱零件，第一 箱装50件，其中20件是一 等品．第二 箱装30件，其中18件是一 等品．现从

两箱中随意挑出一 箱，然后从该箱中先后任取两个零件 ， 试求

(I)第一次取出的零件是— 等品的概率 ，

(2)在第一次取出的是一 等品的条件下 ， 第二次取出的零件仍然是一 等品的概率

18. 学生在做 一 道有4个选项的单项选择题时，如果他不知道问题的正确答案，就作随机猜测

现从卷面上看题是答对了 ， 试在以下情况下求学生确实知道正确答案的概率

(I)学生知道正确答案和胡乱猜测的概率都是1/2,

(2)学生知道正确答案的概率是0.2.

19. 已知男人中有5％是色盲患者，女人中有0.25％是色盲患者 ， 今从男女比例为22 : 21的人群

中随机地挑选 一 人 ， 发现恰好是色盲患者，问此人是男性的概率是多少？

20 口袋中有一个球，不知它的颜色是黑的还是白的现再往口袋中放入一个白球，然后从口袋

中任意取出一个，发现取出的是白球，试问口袋中原来那个球是白球的可能性为多少？

21. 将n根绳子的2n个头任意两两相接，求恰好结成n个圈的概率．

22. m个人相互传球，球从甲手中开始传出 ， 每次传球时，传球者等可能地把球传给其余m-1个

人中的任何 一个．求第n次传球时仍由甲传出的概率．

23. 甲、乙两人轮流掷一 颗骰子 ， 甲先掷．每当某人掷出1点时 ， 则交给对方掷，否则此人继续掷

试求第n次由甲掷的概率．

24. 甲口袋有1个黑球、2个白球，乙口袋有3个白球．每次从两口袋中各任取 一 球，交换后放入

另 一 口袋求交换n次后，黑球仍在甲口袋中的概率．

25. 假设只考虑天气的两种情况 有雨或无雨．若已知今天的天气情况，明天天气保持不变的概

率为p ， 变的概率为1-p．设第—天无雨，试求第n 天也无雨的概率

26. 设罐中有b个黑球、r个红球，每次随机取出一个球 ， 取出后将原球放回 ， 再加入c ( c>O)个同
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色的球．试证第k次取到黑球的概率为bl{b+r),k= 1,2, ···. 
27.口袋中有a个白球，b个黑球和n个红球，现从中一个一个不返回地取球．试证白球比黑球出

现得早的概率为al(a+b)，与n无关．
28. t及P(A)>O,i正明

P(B I A) ;;?: I P(B) 一 ．
P(A) 

29.若事件A与B互不相容，且P(B)-,60，证明

P(A I B) = P(A) 
I -P(B). 

30.设A,B为任意两个事件，且AcB,P{B)>O，证明P{A),s;;P(AIB).

31.若P(AIB)>P(A面，证明P(BIA)>P(BIA).
32.设P(A)=p,P(B)= l-e，证明

p - & . .. p 一一— ..; P(A I B)..; — . 1-e 1-e

33.若P(AIB)=l，证明P(BIA)=l.

§ 1.5 独 立 性

独立性是概率论中又 一个重要概念，利用独立性可以简化概率的计算．下面先讨
论两个事件之间的独立性，然后讨论多个事件之间的相互独立性，最后讨论试验之间
的独立性．

1.5.1 两个事件的独立性

两个事件之间的独立性是指： 一个事件的发生不影响另一个事件的发生．这在实
际问题中是很多的，譬如在掷两颗骰子的试验中，记事件A为 “ 第一颗骰子的点数为
l"，记事件B为“ 第二颗骰子的点数为4"．则显然A与B的发生是相互不影响的．

另外，从概率的角度看，事件A的条件概率P(AIB)与无条件概率P(A)的差别在
于：事件B的发生改变了事件A发生的概率，也即事件B对事件A有某种 “影响 ＂．如果
事件A与B的发生是相互不影响的，则有P(AIB)= P(A)和P(BIA)=P(B)，它们都等
价于

P(AB) =P(A)P(B) . (1.5.1) 
另外对P(B)= 0，或P(A)=O,(I.5.1)式仍然成立．为此，我们用(1.5. 1)式作为两个事

件相互独立的定义．
定义1.5.1 如果(1.5.I)式成立，则称事件A与B相互独立，简称A与B独立．否

则称A与B不独立或相依．
在许多实际间题中，两个事件相互独立大多是根据经验（相互有无影响）来判断

的，如上述掷两颗骰子问题中A与B的独立性．但在有些问题中，有时也用(1.5.1)式来

判断两个事件间的独立性．
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例 1.5.1 事件独立的例子
(l)从一副 52 张的扑克牌中任取 1 张，以A 记事件 ”取到黑桃＂ ，以B 记事件 ”取

到J ” 则因为 P(A)= 114,P(B)= 4152= l/13，而 AB表示 “取到黑桃J"，故 P(AB)=
1/52，所以A 与B 相互独立．

(2)考虑有三个小孩的家庭，并设所有8种情况
bbb, bbg, bgb, gbb, bgg, gbg, ggb, ggg 

是等可能的，其中b表示 男孩，g表示女孩．以A记事件 “ 家中男女孩都有＂ ，以B记事件
“家中至多一个女孩 ＂ ．则因为 P(A) = 6/8, P (B) = 4/8，而 AB表示 “ 家中恰有一个女
孩 ＂ ，故 P(AB)= 3/8，所以A 与B 相互独立．

(3)当考察的家庭有两个小孩时，样本空间只含4个样本点，它们是
bb, bg, gb, gg. 

若事件 A,B 仍如 (2)所设，则 P(A)= 214,P(B)= 3/4，而 P(AB)= 214, 由千
P(AB) 于 P(A)P(B)，所以A 与B 不独立．

性质 1.5.1 若事件 A 与B 独立，则 A 与h 独立，A 与B 独立，A 与B 独立．
证明 由概率的性质知

P(AB)=P(A) -P(AB). 
又由A与B的独立性知

所以
P(AB) = P(A)P(B), 

P(A B) = P(A) -P(A)P(B) = P(A) [ l -P(B)] = P(A)P(B), 

这表明A与B 独立．类似可证 i 与B独立，A与B独立．
对于性质 1.5.1 的直观理解也是容易的：因为 A 与B 相互独立，则 A 的发生不影响

B 的发生，那么 A 的发生也不会影响B 的不发生，A 的不发生也不会影响B 的发生，A
的不发生也不会影响B的不发生．

1.5.2 多个事件的相互独立性

首先研究三个事件的相互独立性，对此我们先给出以下的 定义
定义 1.5.2 设 A,B,C 是三个事件，如果有卢：：：昙 i:\;(:P(BC) = P(B)P(C), 

则称 A,B,C 两两独立若还有
P(ABC) = P(A)P(B)P(C), 

则称 A,B,C 相互独立

(1.5.2) 

(1.5.3) 

注意：有例子可以证明由(1. 5. 2)式推不出 (1. 5. 3)式，同样有例子可以证明由
(1. 5. 3)式推不出(1. 5. 2)式．

由此我们可以定义三个以上事件的相互独立性．
定义 1.5.3 设有n个事件 A,,A2, … ,A n，对任意的 l � i<j<k< … <几，如果以下等式
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均成立
P(AAl) ＝ P(A,）P(Al)， 
P(AAA) ＝ P(A,）P(Al)P(Ak)， 

P(A I A2
… AJ = P(A I )P(Ai)…P(AJ, 

则称此 n个 事件 A l ,Ai ,…，An 相互独立

(1.5.4) 

从上述定义可以看出，n个相互独立的事件中的任意一部分内仍是相互独立的，而
且任意一部分与另 一 部分也是独立的．与性质l.5. l类似，可以证明：将相互独立事件

中的任 一 部分换为对立事件 ，所 得的诸事件仍为相互独立的．
例1.5.2 设A,B,C三事件相互独立，试证AUB与C相互独立．
证明 因为

P((A U B)C) = P(AC U BC)= P(AC) + P(BC) - P(ABC) 
= P(A)P(C) + P(B)P(C) - P(A)P(B)P(C) 
= (P(A) + P(B) - P(A)P(B))P(C) = P(A U B)P(C), 

所以AUB与C相互独立
仿照此题的 证明，可很容易推得 ：AB与C独立，A-B与C独立．
注意：若A,B,C间只有两两独立，则不能证明AUB与C独立，也不能证明AB与

C独立，A-B与C独立．
例1.5.3 两 射手彼此独立地向同一目标射击 ，设甲射中目标的概率为0.9，乙射中

目标的概率为0.8，求目标被击中的概率是多少？
解 记 A为事件 “ 甲射中目标” ,B为事件 ” 乙射中目标” ．注意到事件 ” 目标被击

中“ =AUB，故
P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A)P(B) = 0.9 + 0.8 - 0.9 x 0.8 = 0.98. 

此题也 可用 对立事件公式求解，具体是

P(AUB)= 1-P(M)= 1-P(A B) 

= 1-P(A)P(B)= 1-(1-0.9) (1-0.8) 
= 1-0.1 xo. 2 = 0. 98. 

例1.5.4 某零件用两种工艺加工，第一种工艺有三道工序，各道工序出现不合格
品的概率分别为0.3, 0. 2, 0. 1；第二种工艺有两道工序，各道工序出现不合格品的概率
分 别为0.3,0.2． 试问：

(1)用哪种工艺加工得到合格品的概率较大些？
(2) 第二种工艺两道工序出现不合格品的概率都是 0.3时，情况又如何？
解 以A， 记事件 ”用 第t种工艺加工得到合格品” ,i=1,2.
(1)由于各道工序可 看作是独立工作 的，所以

P(A,) = 0.7 x 0.8 x 0.9 = 0.504, 
P(A2 ) = 0.7 X 0.8 = 0.56, 

即第二种工艺 得到合格品的概率较大些．这个结果也是 可以理解的，因为第二种工艺
前两道工序出现不合格品的概率与第一种工艺相同，但少了一道工序，所以减少了出

49 



Ill 第 一 章 随机事件与概率现不合格品的机会．(2)当第二种工艺的两道工序出现不合格品的概率都是0.3时，P(A 2) = 0.7 X 0.7 = 0.49,即第一种工艺得到合格品的概率较大些．例 1.5.5 有两名选手比赛射击，轮流对同一目标进行射击，甲命中目标的概率为a，乙命中目标的概率为p．甲先射，谁先命中谁得胜问甲、乙 两人获胜的概率各为
多少？解法一 记事件A,为 “ 第L次射击命中目标 ” ,i = 1, 2,…．因为甲先射，所以事件
“甲获胜” 可以表示为 A l LJ A 1 A 2 A 3 LJ A 1 A 2 A 3 A 4 A 5 LJ … . 又因为各次射击是独立的，所以得P｛甲获胜 l =a + (I -a)(l -{3)a + (l -a:)2(1 -{3)2a +… =at(l -a)'(l -{3)' 

Q! 1 -(1 -a)(I-{3) 同理可得 P｛乙获胜 I = P(A1A 2 U,41 ,42 A3A 4 U … ) = (l -a)/3 + （1 -a)(l -/3） （l -a)/3 +．．． =/3(1 -a) L (1 -a)'(l -/3） ＇ 

, ＝ 0 {3(1 -a) 1 -(I -a)(l -{3) 此题在等比级数求和时，应该有条件：公比I (1-a) (1-{3) I <l．这一点不难从题目的实际意义中得到．因为对本题
而

言，a,{3取值为零或1均是无意义的．解法二因为 P（甲获胜）＝a+(l-a)(l-f3) P（甲获胜）由此解得 P（甲获胜）＝ a a l-（l-a) （l-B) = a+/3硝
而

P（乙获胜）＝l-P（甲获胜）＝ ＝ a＋仕啦－a f3(l-a)a+ f3-a{3 1-(1-a) (l-/3) 例 1.5.6 系统由多个元件组成，且所有元件都独立地工作．设每个元件正常工作的概率都为 p = 0.9 ，试求以下系统正常工作的概率．(l)串联系统S I

三
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(2) 并联系统 S2

尸
(3) 5个元件组成的桥式系统s3

解 设 Si= “第 t个系统正常工作“ ,A1=“第 t个元件正常工作“ .
(l) 对串联系统而言， ”系统正常工作 ” 相当千 ” 所有元件正常工作 “ ,

即5 1 =A 1 A2，所以
P(S 1 ) = P(A 1 A 2) = P(A 1 )P(A2) = p 2 = 0.81. 

这也可看出：两个正常工作概率为 0.9的元件组成的串联系统，其系统正常工作的
概率下降为 0.81.

(2) 对并联系统而言，”系统正常工作”相当于 “至少一个元件正常工作 ＂，即 S产
A l UA2，所以

或

P(S2) = P(A 1 U A 2) = P(A 1 ) + P(A2) - P(A 1 A 2) = p + p - p 2 = 0.99. 

P(S2) = l - P （因） ＝1 - P(�) = 1 - P(A1 n A2) 

= 1 - P(AI )P （入）＝ l - (l - p) 2 = 0. 99. 

这也可看出：两个正常工作概率为 0.9的元件组成的并联系统，其系统正常工作的
概率提高至 0.99.

所以

(3) 在桥式系统中，第 3个元件是关键，我们先用全概率公式得

p (s l) = p (Al) p (s l I Ai) + p (Al) p (s l I Al). 

因为在 “第 3 个元件正常工作 ”的条件下，系统成为先并后串系统（见图1.5.1).

P(Sl IAJ =P((A 1 U A4)(A2 U As)) =P(A 1 U A4)P(A2 U As) 

= [ I - (l - p) 2 ] 2 = 0. 980 l. 

又因为在 “第 3 个元件不正常工作 ”的条件下，系统成为先串后并系统（见图
1.5.2)．所以

P(sl I 人） ＝P(A 1 A2 U A4As) = I - (l - /) 2 = 0.963 9. 
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勹
图1.5.1 先并后串系统 图1.5.2 先串后并系统

最后我们得
P(SJ=p[I - (I -p)2] 2 + (I -p)[l - (I -/)2 ]

= 0.9 X 0.980 I + 0.1 X 0.963 9 = 0.978 5. 

1.5.3 试验的独立性

利用事件的独立性可以定义两个或更多个试验的独立性．
定义1.5.4 设有两个试验D和 E2，假如试验E的任一结果（事件）与试验止的

任一结果（事件）都是相互独立的事件，则称这两个试验相互独立．
例如掷一枚硬币（试验 El )与掷一颗骰子（试验队）是相互独立的试验．
类似地可以定义n个试验 El ,E2,…，反的相互独立性：如果 E

l 的任一结果、 E2的
任 一 结 果、 ……、 反 的 任 一 结 果 都 是 相 互 独 立 的 事 件， 则 称试 验 El '
E2 ,…，互相互独立如果这n个独立试验还是相同的，则称其为n重独立重复试验如

果在n重独立重复试验中，每次试验的可能结果为两个：A或A，则称这种试验为n重
伯努利(Bernoulli)试验．

例如掷n枚硬币、掷n颗骰子、检查n个产品等，都是n重独立重复试验．
例1.5.7 某彩票每周开奖一次，每次提供十万分之一的中奖机会，且各周开奖是

相互独立的若你每周买一 张彩票，坚持十年（每年 52周）之久，你从未中奖的可能性
是多少？

解 按假设，每次中奖的可能性是 10气于是每次不中奖的可能性是1-10-5．另外，
十年中你共购买彩票 520次，每次开奖都是相互独立的，相当于进行了520次独立重
复试验记A，为“ 第L次开奖不中奖” ,i= 1,2,…，520，则Al ,Ai ,…，A520 相互独立，由此
得十年中你从未中奖的可能性是

P(A1 A2 ··•A520) = (I - 10-5)520 = 0.994 8. 
这个概率表明十年中你从未中奖是很正常的事．

如果将上例中每次中奖机会改成 “ 万分之一 ＂，则十年中从未中奖的可能性还是很
大的，为 0.949 3. 

r 习 堕 1 5 ` 
I. 三人独立地破译一 个密羁，他们能单独译出的概率分别为1/5,1/4,)/3，求此密码被译出的

概率
2. 有甲乙两批种子，发芽率分别为0.8 和 0.9，在两批种子中各任取 一粒 ，求
(I)两粒种子都能发芽的概率 ，

(2)至少有一粒种子能发芽的概率 ，

(3)恰好有一粒种子能发芽的概率
3 甲、乙两人独立地对同 一目标射击一 次，其命中率分别为0.8 和 0.7 ， 现已知目标被击中，求它
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是甲射中的概率
4.设电路由A,B,C三个元件组成，若元件A,B,C发生故障的概率分别是0.3,0.2,0.2，且各元件

独立工作，试在以下情况下 ，求此电路发生故障的概率
(I) A,B,C三个元件串联 ，

(2) A,B,C三个元件并联 ，

(3) 元件A与两个 并联的元件B 及 C 串联
5在一 周内甲 ，乙 ， 丙三台机床需 维修的概率分别 是0.9,0.8和0.85，求一 周内
(I)没有一 台机床需要维修的概率 ，

(2) 至少有一 台机床不需要维修的概率 ，

(3)至多只有一 台机床需要维修的概率．
6.设A，， A2 ,A3 相互独立，且P(A,) = 2/3, i = I, 2, 3试求A,,A,,A3 中
(I)至少出现一个的概率 ，

(2)恰好出现一个的概率 ，

(3)最多出现一个的概率
7. 若事件 A 与 B 相互独立且互不相容，试求min I P (A), P (B) I.
8.假设P(A)= 0.4,P(A UB) = 0.9，在以下情况下求P(B)
(I) A,B 不相容 ，

(2) A,B独立 ，

(3) ACB.
9.设A,8,C两两独立，且ABC=0.
(I)如果P(A)=P(B)=P(C)=x，试求x的最大值 ，

(2)如果P(A) = P (8) = P (C) < 1/2 ，且P(AUBUC)=9116，求P(A).
10事件A,B独立，两个事件仅A发生的概率或仅B发生的概率都是1/4，求P(A)及P(B).
11 一 实习生用同 一台机器接连独立地制造3个同种零件，第i个零件是不合格品的概率为p, ＝

1/（计1),i=I,2,3， 以X表示3个零件中合格品的个数 ，求P(X�2).
12每门高射炮击中飞机的概率为0.3，独立同 时射击时，要以99％的把握 击中飞机，需要几门高

射炮？
13投掷一 枚骰子，间需要投掷多少次 ，才能保证至少有一 次 出现点数为6的概率大千1/2?
14. －射手对同 一 目标独立地进行匹次射击，若至少命中 一 次的概率为80/81，试求该射手进行

一 次射击的命中率
15 每次射击命中率为0.5 ，试求射击多少次才能使至少击中 一 次的概率 不小于0.95?
16.设猎人在距离猎物100米处对 猎物打第 一枪， 命中 猎物的概率为0.5．若第 一枪未命中 ，则猎

人继续打第二枪， 此时猎物与猎人已相距150米．若第二枪仍未命中 ，则猎人继续打第三枪， 此时 猎物
与猎人已相距200米若第三枪还未命中 ，则猎物逃脱假如该猎人 命中 猎物的概率与距离成反比 ，试
求该猎物被击中的概率

17某血库急需 AB型血 ，要从身体合格的献血者中获得，根据经验 ， 每百名身体合格的献血者
中只有2名是AB型血的

(I)求在20名身体合格的献血者中至少有一人 是AB型血的概率 ，

(2)若要以95％的把握至少能获得一 份AB型血 ，需要多少位身体合格的献血者？
18 一个人的血型为A,B,AB,O型的概率分别为0.37,0.21,0.08, 0.34．现任意挑选四个人 ，试求
(I) 此四人的血型全不相同的概率 ，

(2)此四人的血型全部相同的概率
19甲、乙两选手进行乒乓球单打比赛，已知在每局中甲胜的概率为0.6，乙胜的概率为0.4．比赛
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可采用三局二胜制或五局三胜制 ， 问哪 —种比赛制度对甲更有利？
20.甲立么丙三人进行比赛，规定每局两个人比赛，胜者与第三人比赛，依次循环，直至有 一人连

胜两次为止，此人即为冠军而每次比赛双方取胜的概率都是 1/2，现假定甲、乙两人先比，试求各人
得冠军的概率．

21. 甲、乙两个赌徒在每 — 局获胜的概率都是 1/2．两人约定谁先嬴得一定的局数就获得全部赌
本．但赌博在中途被打断了 ， 请问在以下各种情况下，应如何合理分配赌本

(I)甲、乙两个赌徒都各需赢k局才能获胜 ，

(2)甲赌徒还需赢2局才能获胜，乙赌徒还需嬴3局才能获胜 ，

(3)甲赌徒还需嬴n局才能获胜，乙赌徒还需赢m局才能获胜
22 一 辆重型货车去边远山区送货修理工告诉司机，由于车上六个轮胎都是旧的，前面两个轮

胎损坏的概率都是0.1 ，后面四个轮胎损坏的概率都是0.2．你能告诉司机，此车在途中因轮胎损坏而
发生故障的概率是多少吗？

23.设O<P(B)<I ， 试证事件A与 B独立的充要条件是P(A IB)=P(A IB).

24.设O<P(A)<I,O<P(B) <I,P(A 1B) +P(A 1B) = I ，试证A与B独立．

25.若P(A)>O,P(B)>O，如果A,B相互独立，试证A,B相容 ．

本章小结



第二章

随机变量及其分布 1
为了进行定量的数学处理，必须把随机现象的结果数量化．这就是引进随机变量

的原因随机变量概念的引进使得对随机现象的处理更简单与直接，也更统一而有力．
本章我们将主要讨论一维随机变量及其分布．

§ 2.1 随机变量及其分布

在第一章中我们曾提及随机变量，在那里我们把“用来表示随机现象结果的变量”

称为随机变量，其中”表示 “一词的含义是什么？这是要进一步探讨的问题．

2.1.1 随机变量的概念

在随机现象中有很多样本点本身就是用数量表示的，由于样本点出现的随机性，
其数量呈现为随机变量，譬如

· 掷一颗骰子，出现的点数X是一个随机变量．
· 每天进入某超市的顾客数Y，顾客购买商品的件数U，顾客排队等候付款的时

间V，这里Y,U,V是三个不同的随机变量．
·电视机的寿命T是一个随机变量．
· 测量的误差e是一个随机变董．
在随机现象中还有不少样本点本身不是数，这时可根据研究需要设置随机变量，

譬如
· 检查一个产品，只考察其合格与否，则其样本空间为 n= I合格品，不合格品 I.

这时可设置一个随机变量X如下：

样本点 X的取值

合格品 一一► 0 

不合格品一

在此X就是＂检查一个产品中不合格品数”，它仅可能取值0与l．若此种产品的不合格
品率为p，则X取各种值及其概率可列表如下：: I 1 :P P 
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· 检查三个产品，则有8个样本点，若记X为“ 三个产品中的不合格品数＂ ，则X

的取值与样本点之间有如下对应关系：

X的取值样本点

w, = (0,0,0) ） 

w2 = (},0,0) l 

W3=(0,l,O) ， 

w,=(0,0,1) ， 

(J)5 = (0, I, I) ） 

叭＝（I,0, I) ） 

w,=(1,1,0) I 

叫＝（I,1,1) I 

。

2

2

2

3
 

这样X取各种值就是如下的互不相容的事件：
IX =  Ol = ((J)I l, (X = l l = ((J)2'(J)3'(J)4 l, 
{ X = 2} ＝ l (J)5'(J)6'(J)7 l, ［ X = 3 } = { (J)8 l. 

若此种产品的不合格品率为p，则X取各种值的概率可列表如下：

尸p) 3

x
 p 3p(1-p) 2 

2 

矿(1-p)
J
 p
3-

下面我们给出随机变蜇的一般定义．
定义2.1.1 定义在样本空间0上的实值函数X=X(w)称为随机变呈，常用大写

字母X,Y,Z等表示随机变量，其取值用小写字母x,y,z等表示．
假如一个随机变量仅可能取有限个或可列个值，则称其为离散随机变呈．假如一

个随机变量的可能取值充满数轴上的一个区间 (a,b)，则称其为连续随机变呈，其中a
可以是－oo,b可以是 00.

这个定义表明：随机变量X是样本点o的一个函数，这个函数可以是不同样本点
对应不同的实数，也允许多个样本点对应同一个实数．这个函数的自变量（样本点）可
以是数，也可以不是数，但因变量一定是实数．

与微积分中的变量不同，概率论中的随机变量X是一种“ 随机取值的变量且伴随
一个分布＂ ．以离散随机变量为例，我们不仅要知道X可能取哪些值，而且还要知道它
取这些值的概率各是多少，这就需要分布的概念．有没有分布是区分一般变量与随机
变量的主要标志．

2.1.2 随机变呈的分布函数

随机变量X是样本点o的一个实值函数，若B是某些实数组成的集合，即BcR,
R表示实数集，则{XE们表示如下的随机事件

四：X(w) E B) C fl. 
特别，用等号或不等号把随机变量X与某些实数连接起来，用来表示事件．如IX::;;a)、
I X>b}和Ia<X<b}都是随机事件．具体有
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·记X表示掷一颗骰子出现的点数，则X的可能取值为I,2,…，6．这是一个离散
随机变量事件A= ＂ 点数小于等千3” ，可以表示为A=IX�3).

·记Y表示一天内到达某商场的顾客数，则Y的可能取值为0, 1, 2,…，n,…．这
也是一个离散随机变量．事件B =”至少来1000位顾客” ，可以表示为B = ! y� 1 000 l.

·记T表示某种电器产品的使用寿命，则T的可能取值充满区间[0'00）．这是一
个连续随机变量．事件C =“ 使用寿命在40 000至50 000小时之间 ” ，可以表示为C =

j40 OOO�T�50 000).
为了掌握X的统计规律性，我们只要掌握X取各种值的概率．由于

{a < X < bl = IX < bl - IX < al,
IX>c) =n-1x�c),

因此只要对任意实数x，知道了事件IX�x)的概率就够了，这个概率具有累积特性，常
用F表示另外这个概率与x有关，不同的x，此累积概率的值也不同，为此记

F(x)=P(X：：：：：：：兀），
于是F(x)对所有XE(-00,00）都有定义，因而F(x)是定义在（－00,00）上、取值于[0'
l]的一个函数．这就是我们下面要引入的分布函数．

定义2.1.2 设X是 一个随机变量，对任意实数x，称
F (x) = P (X � x) (2. 1.1)

为随机变量X的分布函数．且称X服从F(x)，记为X-F(x)．有时也可用Fx(x)以表明
是X的分布函数（把X写成F的下标）．

例2.1.1 向半径为r的圆内随机抛 一点，求此点到圆心之距离X的分布函数
2r F(x)，并求P（气）

解 事件”X�x” 表示所抛之点落在半径为x ( O�x �r)的圆内，故由几何概率知
F(x) =P(X � x) = $ =匠），

而当x<O时，有F(x)= 0；当x>r时，有F(x)= 1.
从而

叶X > 竺） ＝ 1 - P(X � 竺 ＝ 1 -F 竺 ＝ 1 - ( + ) 2 
= ¾f) = 1 -F(f) = 1 - (+) = 1 

从分布函数的定义可见，任 一 随机变呈X （离散的或连续的）都有一 个分布函数．
有了分布函数，就可据此算得与随机变量X有关事件的概率．下面先证明分布函数的
三个基本性质．

定理2.1.1 任一分布函数F(x)都具有如下三条基本性质：
(1) 单调性F(x)是定义在整个实数轴（－ OO ，OO ）上的单调非减函数，即对任意

的X 1 <X2，有F(x 1 ) �F(x2).
(2)有界性对任意的x，有 O�F(x) � 1，且

F(- oo) = lim F(x) = 0,
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即

(3) 右连续性

F(oo) = limF(x) = 1. 
x-0 

F(x)是x的右连续函数，即对任意的Xo，有
lim F(x) = F(x。)，

•-•o•O 

F(x。 +O)=F(x。)．
证明 (1)是显然的，下证（ 2).由千 F (x)是事件 !X�xl的概率，所以0 �

F(x)�l ．由F(x)的单调性知，对任意整数m和n，有
lim F(x)= lim F(m), limF(x)=limF(n) 
｀一 － 如 喟＿ ＿工 工一怎 n一。

都存在．又由概率的可列可加性得

由此可得

I = P(-oo <X<oo)=P( ，立 li-1 <X�il)
”; n 

= �� P(i -1 < X � i)＝皿�P(i -1 < X � i)

= limF(n) - Jim F(m), 
n-o m_ ＿0 

m- －0 

lim F(x) = 0, limF(x) = 1. 
X-- －O X-0 

再证(3)，因为F(x)是单调有界非降函数，所以其任一点 Xo的右极限F(x。+0)必
存在为证右连续性，只要对任意单调下降的数列x1 >x2 > … ＞xn > … >Xo,当xn -X。 (n--+
oo）时，证明limF(x.)= F(x。)成立即可．因为

由此得

n-0 

。
F(x1 )-F(x。)＝P(x。<X:S::;x1 )=P(LJ !x,+1 < X:S::;x,1) 

i = I 

口 中

= L P(x口1 < X � x;) = L [F(x;) -F(xi+1 )] 
，二I i • I 

＝ ！咒[F (X I ) -F (X.) ] = F (X I) - !�巴F(xJ,

F(x。)＝limF(x.) = F(x。 +O).
n一。

至此三条基本性质全部得证．
以上三条基本性质是分布函数必须具有的性质，还可以证明：满足这三条基本性

质的函数必定是某个随机变量的分布函数．从而这三条基本性质成为判别某个函数是
否能成为分布函数的充要条件．
有了随机变量X的分布函数，那么有关X的各种事件的概率都能方便地用分布函

数来表示了．例如，对任意的实数a与b，有

P(a <X�b)=F(b)-F(a), 

P(X=a)=F(a) -F(a-0), 

P(X�b)=l-F(b-0), 

P(X > b) = 1 -F(b), 
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P(X < b)=F(b-0), 

P(a < X < b) = F(b -0) -F(a), 

P(a�X�b)=F(b) - F(a-0), 

P(a � X < b) = F(b -0) - F(a -0). 

特别当F(x)在a与b处连续时，有
F(a -0) = F(a), F(b - O) = F(b). 

这些公式将会在今后的概率计算中经常遇到．
例2.1.2 设有一反正切函数 F(x) 

F (x) = �(arctan x＋f), -oo <x<oo.

它在整个数轴上是连续、严格单调增函 数，且
F(oo)= l,F(-00)= 0．由于此F(x)满足分布函数

的三条基本性质，故F(x)是一个分布函数．称这个
分布函数为柯西分布函数，其图形见图2.1.1.

若X服从柯西分布，则

F(l)r---;;;;, 

l -－－1 只－ I) :
-I 。 X 

图2. I. I 柯西分布函数

l l 1T 1T l 
P(-1年匡l)= F(l) -F(-1) = �[ arctan (l) -arctan (-1) ]＝了片（－了） ］ ＝了

2.1.3 离散随机变量的概率分布列

对离散随机变量而言，常用以下定义的分布列来表示其分布．
定义2.1. 3 设 X 是一个离散随机变量，如果X的所有可能取值是X 1 'X2 ,…，

xn ,…，则称 X取x，的概率

p, =p(x.)=P(X =x.), i= 1,2,…，n,… 

为X的概率分布列或简称为分布列，记为X~ ｛ p,1. 
分布列也可用如下列表方式来表示：

( 2.1.2) 

X-
P

兀 I 父2 兀n 

p伍） p伍） p(x” ) 

或记成

(p::,) p(�,) : p ::.) ::: p (x1 ) p (x2 )．．．p (xn)．．． l 
第一章中我们已见过多个分布列，不同的离散随机变量可能有不同的分布列，甚

至在一个样本空间上可以定义几个服从不同分布列的随机变量，这要看我们的研究需
要，下面就是在同一样本空间上给出几个不同随机变量的具体例子．

例2.1.3 掷两颗骰子，其样本空间0含有36个等可能的样本点
fl= I (x,y) :x,y = 1,2,·..,6!.

在0上定义如下3个随机变量X,Y和Z:
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• X为点数之和其可能取值为 2,3,·..,12等共 11个值，其定义见图2.1.2 (a).
• y为 6点的骰子个数，其可能取值为 0, 1,2等共3个值，其定义见图2.1.2(b).

• z为最大点数，其可能取值为 1,2,…，6等共6个值，其定义见图 2.J. 2 (C).

：：三l , 『 l ,

1 2 3 4 5 6  
(a) 点数之和X的定义

6
5
4
3
2
 

. . .
Y=O ． ． ． ． I Y=J ． 

1 2 3 4 5 6
(b) 6点的个数Y的定义

6
5
4
3
2
1

 Z=I 
l l ,  l l l 

1 2 3 4 5 6
(c)最大点数Z的定义

图2.1.2 同一样本空间上不同随机变量

这三个随机变量的分布列可用古典方法算得如下：

x
 

2
 

3
 

4
 

5
 

6
 

7
 

8
 

9
 

12 

p

Y
 

l-
36

0

2-
36

3-
36

2

4-
36

5-
36

6-
36

5-
36

4-
36

10
_
3-

36
 

1

6

 

l
_
2-
3

 
6
l_

3

p 25 
36 

z
 

2
 

0
6

 

l-
3

 

I-
36

3 4
 

5
 

6

p I 
36 

3-
36

5-
36

7 
36 

9-
36

11 
36 

类似地，还可以在这个样本空间上定义其他的离散随机变量．
性质 2.1.1 分布列的基本性质
(I) 非负性 p(x.)�O, i=I,2,…．

Ip(x.>=1. 
i a I 

以上两条基本性质是分布列必须具有的性质，也是判别某个数列是否能成为分布
列的充要条件．

由离散随机变量X的分布列很容易写出X的分布函数

(2)正则性

F(x) = Lp(x;). 
X,<z 

它的图形是有限级（或可列无穷级）的阶梯函数，具体见下面的例子不过在离散场合，
常用来描述其分布的是分布列，很少用到分布函数．因为求离散随机变量X的有关事
件的概率时，用分布列比用分布函数来得更方便．

例 2.1.4 设离散随机变量 X的分布列为

Ix
 p

-1 2
 

3
 0.25 0.5 0.25 
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试求P(X�0.5),P(l.5<X�2.5) ，并写出X的分布函数．
解 P(X � 0.5)=P(X=- l)=0.25, 

P (l. 5 < X � 2. 5) = P (X = 2) = 0. 5, 

F(x) ＝ 1:，：：
，

： ： ：： 0 
0 7

5 
5'＝ 1, x 2 : ： ＜ 3,

F(x)的图形如图 2.1.3 所示，它是一条阶梯形的曲线，在 X的可能取值－ 1,2, 3 处
有右连续的跳跃点 ，其跳跃度分别为X在其可能取值点的概率：0.25,0.5,0.25.

特别，常量c可看作仅取一个值的随机变蜇X，即
P(X=c)=l. 

这个分布常称为单点分布或退化分布，它的分布函数是

X < - 1, 
- 1 � X < 2,

扣）＝｛�:

其图形如图 2.1.4 所示．

尸(x) ． ． 。

X < c, 

X � C, 

F(x) 

1 ► 一

-! 。 2 3 X 

图2.1.3 离散随机变董的分布函数

(2.1. 3) 

01 C x
图2.1.4 单点分布函数

以下例子说明：在具体求离散随机变量X的分布列时，关键是求出X的所有可能
取值及取这些值的概率．

例 2.1.5 一汽车沿一街道行驶，需要经过 3 个设有红绿信号灯的路口，若设每个
信号灯显示红绿两种信号的时间相等，且各个信号灯工作相互独立．以X表示该汽车
首次遇到红灯前已通过的路口数．试求X的概率分布列．

解 由题设可知，X的可能取值为0, 1, 2, 3．又记 A, ＝ ＂ 汽车在第i个路口遇到红

灯 ” ,i=1,2,3因为A l ,A2 ,A3 相互独立，且

P(A;} = P(A;} =—i=l,2,3. 
2' 

所以得

P(X=O)=P(A 1)=7 
2' 

P(X= I)=P(A1A2 )=P(A1 )P(A2)=� 4' 
1 P(X = 2) = P(A 1A2A3 ) = P(A1 )P(A2)P(AJ = � 8' 
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- - - l
P(X = 3) = P(A 1A 2AJ = P(A,)P(A 2 )P(A3 ) = � 8' 

故X的分布列如下：
x

 
。 2

 
3

p 1/2 1/4 1/8 1/8 

2.1.4 连续随机变量的概率密度函数
前面我们从直观上描述了连续随机变蜇：一 切可能取值充满某个区间(a, b)，而在

这个区间内有无穷不可列个实数，因此这类随机变量的概率分布不能再用分布列形式
表示，而要改用概率密度函数表示．下面用一个例子来分析概率密度函数的由来．

例2.1.6 加工机械轴的直径的测量值X是一个随机变量．若我们一个接一个地测
量轴的直径，把测量值x一个接一个地放到数轴上去，当累积很多测量值x时，就形成
一定的图形为了使这个图形得以稳定，我们把纵轴由“单位长度上的频数 ” 改为“单位
长度上的频率 ＂ ．由于频率的稳定性，随着测量值x的个数越多和单位长度越小，这个
图形就越稳定，其外形就显现出一条光滑曲线（见图2.1.5 (a) ）．这时，这条曲线的纵坐
标已是“ 单位长度上的概率 ” ，当单位长度趋千 0 时，其纵坐标就是 “一 点上的概率密
度” ．这时，这条曲线所表示的函数 p(x)称为概率密度函数，它表示出X” 在一 些地方
（如中部）取值的机会大，在另一些地方（如两侧）取值机会小＂ 的一种统计规律性．概率
密度函数 p(x)有多种形式，有的位置不同，有的散布不同，有的形状不同（见图2.1. 5 
(b)）这正反映了不同随机变量的取值在统计规律性上的差别．

概率密度函数 p(x)的值虽不是概率，但乘微分元 dx 就可得小区间(x,x+dx)上概
率的近似值，即

p(x) dx""'P(x<X <x+dx). 
在(a,b)上很多相邻的微分元的累积就得到 p(x)在(a,b)上的积分，这个积分值不是
别的，就是 X 在(a,b)上取值的概率，即

r p (X) dx = p (a < X < b). 
特别，在（－ 00,x] 上p(x)的积分就是分布函数 F(x)，即

rm p (t) dt = p (X � X) = F (X). 
这一 关系式是连续随机变量X的概率密度函数p(x)最本质的属性．这一 切运算成为可
能还要求 p(x)是非负可积函数．综上所述，可得概率密度函数 p(x)的如下严格定义．

定义2.1.4 设随机变量X的分布函数为 F(x)，如果存在实数轴上的一个非负可
积函数p(x)，使得对任意实数 x 有

F(x) = f _p(t)dt, (2.1.4) 
则称 p(x)为X的概率密度函数，简称为密度函数或密度．同时称X为连续随机变呈，称
F(x)为连续分布函数．

至此我们完成了连续随机变量及其分布的定义．从(2.1.4)式还可以看出，在F(X)
导数存在的点上有
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甘二三三国
X • x- X • x .. 
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频
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(a)概率密度函数p(x)的形成过程

位置不同 散布不同 形状不同
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＼
 

＼
 

I
I
l2

\
 

X---■ X---■ X---■ 

(b)概率密度函数p(x)的不同形状

图2.1.5

F'(x) = p(x). (2.1.5) 
F(x)是（累积）概率函数，其导函数 F'(x)是概率密度函数，由此可看出 p(x)被称为概
率密度函数的理由

由(2.1.5)式，可从分布函数求得密度函数．譬如例 2.1.2 给出的柯西分布函数处处
可导，故柯西分布的密度函数为

1 1 
p(x)＝一 － 00 < x < oc. 'TT1 + X 

性质 2.1.2 密度函数的基本性质
(1) 非负性 p(x) �o.
(2) 正则性 f p(x)d无 ＝ 1 ．（含有 p（兀）的可积性）
以上两条基本性质是密度函数必须具有的性质，也是确定或判别某个函数是否成

为密度函数的充要条件譬如已知某个函数 p(x)为密度函数，若 p（兀）中有一个待定常
数，则可利用正则性I p（兀）dx = 1 来确定该常数

例 2.1.7 向区间(O,a)上任意投点，用 X 表示这个点的坐标．设这个点落在 (O,a)

中任一小区间的概率与这个小区间的长度成正比，而与小区间位置无关．求X的分布
函数和密度函数．

解 记X的分布函数为 F(x)，则
当 x<O 时，因为｛ X�x ！是不可能事件，所以 F(x)= P(X�x)= O;
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当 x;;:::a 时，因为 IX�x} 是必然事件，所以 F(x) = P(X�x)= 1;

当 O�x<a 时，有 F(x)= P(X�x)= P(O�X�x)= kx ，其中 k 为比例系数．因为 l= 

F(a)=ka，所以得 k= lla. 

于是X的分布函数为

F(x) ＝ l: x 

0 : x o <a 

1, X ;;,:: a. 

下面求X的密度函数p(X).
当 x<O 或 x>a 时， p(x) = F'(x)= O; 
当 O<x<a 时， p(x)= F'(x) = lla, 

而在 x = O 和 x = a 处， p(x) 可取任意值，一般就近取值为宜，这不会影响概率（积
分）的计算千是X的密度函数为

p(x) ＝广° < x <  a,

0, 其他
这个分布就是区间 (O,a) 上的均匀分布，记为 U(O,a) ，其密度函数 p(x) 和分布函

数 F(x) 的图形见图2.1.6.

p(x) 
I-
a

。

-
4

、�x
­
（

 
F
-＿

 a x 0 
(a) p(x)的图形

a X 

(b) F(x)的图形

图 2. I. 6 (0, a)上的均匀分布

其实此例就是第一章中所说的几何概率，这也建立了几何概率与均匀分布的联系．
下面我们再给出一些连续随机变量的例子．
例2.1.8 某种型号电子元件的寿命X（以小时计）具有以下的概率密度函数

1 000 
p(x) ＝ {了, x > lOOO,

0, 其他
现有一大批此种元件（设各元件工作相互独立），问：

(1)任取1只，其寿命大于1 500小时的概率是多少？
(2)任取4只，4只寿命都大于1 500小时的概率是多少？
(3)任取4只，4只中至少有1只寿命大千1 500小时的概率是多少？
(4)若已知一只元件的寿命大于1 500小时，则该元件的寿命大千2 000小时的

概率是多少？
解先计算X的分布函数，
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F (X) = r oo/ (t) dt = - � I : 000 = 1 - �, X > } 000.
(1) P(X>l 500)= l-F(l 500)= 1-(1- f) =f .3 / 3 
(2)各元件工作独立，因此所求概率为

P(4 只元件寿命都大千 1500)= [P(X>l 500)] 4 =[1-F(l 500)J 4 =(+) =ii 2 \ 4 16 
3) 8 1. 

(3) 所求概率为
P(4 只中至少有 1 只寿命大于 1500) 

= 1 - P(4 只元件寿命都小于等于 1500) 
= 1 - [ F(l 500) J 4 

2 =1-(1 -f —= 80 
3) 8 1. 

(4)这是求条件概率P(X>2 OOOIX>l 500)，记
A = ! X > l 500), B = ! X > 2 000 1. 

因为P(A) = 2/3, P (B) = 1/2，且BCA，所以
P(AB) P(B) 3 P(BIA)=�= =-. P(A) P(A) 4 

以下我们对密度函数与分布列的异同点作一些说明．
在离散随机变量场合，

P(a<X::;;b) = LP(x;), 
其中诸x，为X的可能取值．

而在 连续随机变量场合，
a < X,< b 

p (a < X � b) = r p (X) dx' 
其含义为图2.1.7中区间(a,b]上的曲边梯形面积．

从这个意义上讲，概率密度函数与概率分布列 ♦ p(x)
所起的 作用是类似的，但它们之间的差别也是明显
的，具体有

(1)离散随机变量的分布函数F(x)总是右连
续的阶梯函数，而连续随机变量的分布函数F(x) 01 X 

一定是整个数轴上的连续函数，前者已有明示，后 图 2.1. 7 连续随机变量场合的概率者是因为对任意点元的增量Ax，相应分布函数的
增量总有

工＋Ax

F (x + �x) - F (x) = f p (x) dx一 0 (�x - O). 
(2)离散随机变蜇X在其可能取值的点X i ,X2 '...，凡，…上的概率不为0，而连续

随机变量 X在（ －
00, 00 ）上任一点a 的概率恒为0，这是因为
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P(X =a)= rp(x)dx = 0. 
这表明：不可能事件的概率为0，但概率为0的事件（如 P(X=a)= 0)不一 定是不可能
事件类似地，必然事件的概率为l，但概率为l 的事件不一 定是必然事件．

(3)由于连续随机变量X 仅取 一点的概率恒为0，从而在事件I a:;;;X:;;;b} 中剔去x =a 或剔去 x = b，不影响其概率，即P(a :;;; X :;;; b) = P(a < X :;;; b) = P(a :;;; X < b) = P(a < X < b). 
这给计算带来很大方便．而这个性质在离散随机变量场合是不存在的，在离散随机变
量场合计算概率要 “ 点点计较".

(4)由千在若干点上改变密度函数p(x)的值并不影响其积分的值，从而不影响其
分布函数 F(x)的值，这意味着 一个连续分布的密度函数不唯一．譬如在例 2.1.7 中，改
变 x = O 和x =a 处p(x)的值如下：lla, O :;;;x :;;;a,,. rlla, 0 <x <a, 

p心）
＝ ｛。， 其他，

沪） ＝ ｛。， 其他，
它们都是( O,a)上均匀分布的密度函数．但仔细考察这两个函数 p1 (x)和 P2(X)，可以
发现 P(p 1(x)于p2(x))=P(X=O) +P(X =a)=O. 
可见这两个函数在概率意义上是无差别的，在此称 p 1(x)与 p2(x)” 几乎处处相等 ” ，其
意义是：在概率论中可剔去概率为0的事件后讨论两个函数相等及其他随机问题．这就
是概率论与微积分不同之处，也是概率论的魅力之处．

除了离散分布和连续分布之外，还有既非离散又非连续的分布，见下例．
例2.1.9 以下的函数 F(x)确是一个分布，它的图形如

图 2.1.8 所示

F(x) ＝ l: 2+ x : : xo <l 
1, X ;;?: 1. 

从图上可以看出：它既不是阶梯函数，又不是连续函数，
所以它既非离散的又非连续的分布．它是新的一类分布，这

-N

、`，＇x

r
 

（
 

F
-＿

 5
 

I
 

0}
 

。 X 

图2.1.8 既非离散又非
连续的分布函数示例

类分布函数 F(x)常可分解为两个分布函数的凸组合，如例 2.1. 9 中的分布函数可分
解为

1 F(x)=-;:-F心）＋—凡(x),2 2 

其中 0, x<O, 
F心）＝

｛
0, x<O l ， 诊0,凡(x)＝ {：： ：::＜ l , 

而 F1(x)是（离散）单点分布函数，凡(x)是（连续）均匀分布 U(0, I)的分布函数．
本书将不专门研究此类分布，只让大家知道山外有山，需要不断学习与研究．

66 



§ 2.1 随机变量及其分布 Ill

r 习｀／厂
—

丁
I.口袋中有5个球 ， 编号为I,2,3,4,5．从中任取3个 ， 以 X表示取出的3个球中的最大号码．
(I)试求X的分布列，

(2)写出X的分布函数，并作图
2.一颗骰子抛两次，求以下随机变量的分布列

(I) X表示两次所得的最小点数 ，

(2) y表示两次所得的点数之差的绝对值
3.口袋中有7个白球、3个黑球
(I)每次从中任取 一个不放回，求首次取出白球时的取球次数 X的概率分布列，

(2)如果取出的是黑球则不放回，而另外放入—个白球，求此时X的概率分布列．
4有3个盒子，第一个盒子装有1个白球、4个黑球，第二个盒子装有2个白球、3个黑球，第三

个盒子装有3个白球、2个黑球现任取一个盒子 ，从中任取3个球 以X表示所取到的白球数 ．
(I)试求X的概率分布列 ，

(2)取到的白球数不少于2个的概率是多少？
5掷 一 颗骰子4次，求点数6出现的次数的概率分布
6从 一 副5 2张的扑克牌中任取5张，求其中黑桃张数的概率分布．
7 一 批产品共有100件 ， 其中10件是不合格品．根据验收规则 ，从中任取5件产品进行质量检

验 ， 假如5件中无不合格品，则这批产品被接收， 否则就要重新对这批产品逐个检验．
(I)试求5件中不合格品数X的分布列，

(2)需要对这批产品进行逐个检验的概率是多少？
8.设随机变量X的分布函数为

0, X < 0, 
1/4,0:s;;;x<l, 

F（无） ＝ ｛1/3, I,s;;; x < 3, 
1/2, 3 < x < 6, 
I, x ;a. 6. 

试求X的概率分布列 及P(X<3),P(X:s;;;3),P(X>I),P(X;a.l).
9.设随机变量X的分布函数为

0,工＜I,
F(x) ＝{ln x,l< x < e, 

I, x ;a. e. 
试求 P(X<2),P(O<X:s;;; 3),P(2<X<2.5).

10.若P(X;a.x,)=1-(l，p(X,s;;; X2 ) = 1-{3， 其中 x1 ＜兀2 ，试求P(x 1 <X <x2 ). 
II.从1,2,3,4,5五个数中任取三个 ， 按大小排列记为x1<x2 ＜父3 ,令X=x2，试求
(I) X的分布函数 ，

(2) P(X<2)及P(X>4) .
12设随机变量X的密度函数为

p(x) = { 
试求X的分布函数

13.如果随机变量 X的密度函数为

1- l xl, -1:s;;;x:s;;;l,
0, 其他
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p（兀） ＝ ｛； －.. ::: : :0, 其他试末P(X,s;:1.5).14设随机变量X的密度函数为
，

 
x s。C
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试求 (I)系数A,(2) X落在区间(O,,r/4)内的概率．15设连续随机变量X的分布函数为
0, X < 0, F(,J=｛矿， 0 < x ＜ l, I'X ;;,, I. 试求 (I)系数A,(2) X落在区间(0.3,0.7)内的概率 ，(3) X的密度函数．16学生完成 一 道作业的时间X是一个随机变量 ， 单位为小时它的密度函数为

p( x) =｛矿＋ x, :�� � 0.5, 
o, 其他(I)确定常数c,(2)写出X的分布函数 ，(3)试求在20 min内完成 一 道作业的概率 ，(4)试求1 0 min以上完成 — 道作业的概率．17.某加油站每周补给 一 次油．如果这个加油站每周的销售曼（单位千升）为一 随机变量 ， 其密度函数为

pl •I• !:,05(I－盂） 4 ， O<x<100, 
0, 其他．试间该油站的储油罐需要多大，才能把 一 周内断油的概率控制在5％以下？18.设随机变量X和Y同分布 ，X的密度函数为

p( x) ＝ {ix 2 , 0 < x < 2, 
0, 其他已知事件A=/X>al和B= I Y>al独立，且P(AUB)= 3/4，求常数a.19设连续随机变量X的密度函数p( x)是一个偶函数，F( x)为X的分布函数 ， 求证对任意实数a> O，有

(I) F(-a) = 1-F(a) = 0.5-fp( x)dx ,
(2) P(IXl<a)=2F(a)-I,(3) P(IXl>a}= 2[ 1-F(a))
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§ 2.2 随机变量的数学期望

我们已经知道，每个随机变量都有一个分布（分布列、密度函数或分布函数），不同
的随机变量可能拥有不同的分布，也可能拥有相同的分布．分布全面地描述了随机变
量取值的统计规律性，由分布可以算出有关随机事件的概率．除此以外由分布还可以
算得相应随机变量的均值、方差、分位数等特征数．这些特征数各从一个侧面描述了分
布的特征．譬如，初生婴儿的体重是一个随机变量，其平均值就从一个侧面描述了体重
的特征．已知随机变量的分布，如何求其均值，是本节需要研究的间题．

本节将介绍随机变量最重要的特征数：数学期望．

2.2.1 数学期望的概念
”期望 ” 在我们日常生活中常指心中期盼的愿望，而在概率论中，数学期望源于历

史上一个著名的分赌本问题．
例2.2.1（分赌本问题） 17 世纪中叶，一位赌徒向法国数学家帕斯卡(Pascal,

1623—1662)提出一个使他苦恼长久的分赌本间题：甲、乙两赌徒赌技不相上下，各出
赌注 50 法郎，每局中无平局．他们约定，谁先赢三局，则得全部赌本 100 法郎．当甲赢了
二局、乙赢了一局时，因故（国王召见）要中止赌博．现问这 100 法郎如何分才算公平？

这个问题引起了不少人的兴趣．首先大家都认识到：平均分对甲不公平，全部归甲
对乙不公平．合理的分法是，按一定的比例，甲多分些，乙少分些．所以问题的焦点在于：
按怎样的比例来分？以下有两种分法：

(1) 甲得 100 法郎中的 2/3，乙得 100 法郎中的 1/3．这是基于已赌局数：甲赢了二
局、乙赢了一局．

(2) 1654 年帕斯卡提出如下的分法：设想再赌下去，则甲最终所得 X 为一个随机
变蜇，其可能取值为 0 或 100．再赌两局必可结束，其结果不外乎以下四种情况之 一：

甲甲、甲乙、乙甲、乙乙
其中“ 甲乙” 表示第一局甲胜第二局乙胜．在这四种情况中有三种可使甲获 100 法郎，
只有一种情况（乙乙）下甲获 0 法郎．因为赌技不相上下，所以甲获得 100 法郎的可能
性为 3/4，获得 0 法郎的可能性为 114，即X的分布列为

X P I 。。25 100 

0.75 

经上述分析，帕斯卡认为，甲的” 期望 ”所得应为：Ox0.25+ IOOxO. 75 = 75（法郎）．即
甲得 75 法郎，乙得 25 法郎这种分法不仅考虑了已赌局数，而且还包括了对再赌下去
的一种 ” 期望 ” ，它比 (1) 的分法更为合理．

这就是数学期望这个名称的由来，其实这个名称称为 ＂ 均值
”

更形象易懂．对上例
而言，也就是再赌下去的话，甲“ 平均 ” 可以赢 75 法郎．

现在我们来逐步分析如何由分布来求 “ 均值 ” .
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(1)算术平均 如果有n个数 X i ,X2,…,xn ，那么求这n个数的算术平均是很简单
的事，只需将此n个数相加后除n即可．

(2) 加权平均 如果这n个数 中有相同的，不妨设其中有n，个取值为x,, i = 1,
2,…,k．将其列表为

取值 又， I 

频数 n l 

频率 n,ln 

则其“ 均值 “ 应为

X 2 

几2 
n2/n 

l k k n ， 
-I i = I 

nx = i L = I -x' ' 'n n 

X k 

几k

nk/n 

其实这个加权平均的＂ 权数 ” 二就是出现数 值 x，的频率，而频率在n很大时，就稳定 在

其概率附近
(3)对于 一个离散随机变量X，如果其可能 取值为X 1 ,X2,…，xn ．若将这n个数相加

后除n 作为＂ 均 值 ＂ ，则肯定是不妥的．其原因在于X 取各个值的概率一 般是 不同的，概
率大的出现的机会就大，则在计算中其权也应该大．而上例分配赌本问题启示我们：用
取值的概率作为一种 “ 权数 ” 作 加权平均是十分合理的

经以上分析，我们就 可以给出数学期望的定义．

2.2.2 数学期望的定义

定义 2.2.1 设离散随机变量 X的分布 列为

p(x.)=P(X=x.), i=l,2,·..,n,....

如果
。
L Ix; lp(x;) < oo,
, = l 

则称

。
E(X) = L x,p(x.) 

i = I 
(2. 2. I) 

为随机变量 X的数学期望，或称为该分布的数学期望 ，简称期望或均值．若 级数
。
2 |冗, |p（无，）不收敛，则称X的数学期望不存在 ．
i = I 

以上定义中，要求级数绝对收敛的目的在于使数学期望唯一．因为随机变量的取
值 可正可负，取值次序可先可后，由无穷级数的理论知道，如果此无穷级数绝对收敛，
则可保证其和不受次序变动的影响．由于 有限项的和不受次序变动的影响，故取 有限

个可能值的随机变量的数学期望总是存在的．
连续随机变量 数学期望的定义和含义完全类似于 离散随机变量场合，只要将求和

改为求积分即可
定义 2.2.2 设连续随机变量 X的密度函数为p(x) ．如果
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(_ I x I p (x) dx < oo,
- 0 

则称
E (X) = f.. xp (x) dx

- o 
(2.2.2)

为X的数学期望 ，或称为该分布 p(x)的数学期望 ，简称期望或均值若 f _ lxlp(x)dx
不收敛，则称X的数学期望不存在．

数学期望E(X)的物理解释是重心．若把概率p(xi )= P(X=xi )看作点xi 上的质
量，概率分布看作质量在x轴上的分布 ，则X的数学期望E(X)就是该质量分布的重心
所在位置，详见图2.2.1.

0.401 88 0.401 88 
0.000 13 

5
 

图2.2.1 概率质量模型：同时抛五颗骰子，6点出现个数X的数学期望
E(X)=S/6就是重心所在的位置

数学期望的理论意义是深刻的，它是消除随机性的主要手段，这在本书以后各章
中会清楚地看出．

数学期望 在实际中应用 广泛，E(X)常作为X的分布的代表（ 一 种统计指标）参与
同类指标的比较．如一 盘磁带上的缺陷数有多有少， 有随机性 ，不好比较，但多盘磁带
上的平均 缺陷数（期望值）可以比较，其越少越好．下面的实际例子将告诉人们数学期
望应用的广泛性

例2.2.2 在一 个人 数为N的人群中普查某种疾病， 为此要抽验N个人的血．如果
将每个人的血分别检验，则共需检验N次． 为了能减少工作量， 一 位统计学家提出 一 种
方法：按k个人一组进行 分组，把同组k个人的血样混合后检验，如果混合血样呈阴性
反应，就说明这k个人的血都呈阴性反应，这k个人 都无此疾病，因而这k个人只要检
验1次就够了 ，相当于每个人检验Ilk次，检验的工作量明显减少了 ．如果混合血样呈
阳性反应，就说明这k个人中至少有一人的血呈阳性反应，则再对这k个人的血样分
别 进行检验，因而这k个人的血要检验I+k次，相当于每个人检验1+1/k次，这时增加
了检验次数．假设该疾病的发病率为p，且得此疾病相互独立．试间此种方法能否减少平
均检验次数？

解 令X 为该人群中每个人需 要的验血次数，则X的分布列为; I Ilk l+ Ilk
(1-p)' 1-(l-p) 1 

所以每人平均验血次数为
l l E(X) =—(1 - p) k + (1 + +) [ 1 - (1 - p /] : 1 - (1 - p) k + + k 
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由此可知，只要选择k使

1-(1-p)k + — < 1 或 (1-p)' > —
k k'

就可减少验血次数，而且还可适当选择k使E(X)达到 最小．譬如，当p = 0.1时，对不同
的k,E(X)的值如表2.2.1 所示．从表中可以看出：当k�34时，平均验血次数超过1 ，即
比分别检验的工作量还大；而当k�33时，平均验血次数在不同程度上得到了减少，特
别在k=4 时，平均验血次数最少，验血工作量可减少40%.

表2.2.1 p=O. I 时的 E(X) 值

k I 2 3 4 5 8 IO 30 33 34 

E(X) I 0.690 0.604 0.594 0.610 0.695 0.751 0.991 0.999 4 1.001 6 

我们也可以对不同的发病率p 计算出最佳的分组人数k。，见下表2.2.2．从表中也
可以看出：发病率p越小，则分组检验的效益越大．譬如在p =0.01 时，若取11 人为 一 组
进行验血，则验血工作量可减少80％左右．这正是美国二战期间大量征兵时，对新兵 验
血所采用的减少工作量的措施．

表2.2.2 不同发病率 p 时的最佳分组人数构及其 E(X)

p
 

0.14 0.10 0.08 0.06 0.04 0.02 0.01 
k。 3 4

 
4 5 6

 
8 II 

E(X) 0.697 0.594 0.534 0.466 0.384 0.274 0.196 

例2.2.3 每张福利彩票售价5元，各有一个兑奖号．每售出100万 张设一 个 开奖
组，用摇奖器当众摇出一个 6 位数的中奖号码（可以认为从000 000 到999 999 的每个
数都等可能出现），兑奖规则如下：

(l) 兑奖号与中奖号码的最后一位相同者获六等奖，奖金10元．
(2) 兑奖号与中奖号码的最后二位相同者获五等奖，奖金50元．
(3)兑奖号与中奖号码的最后三位相同者获四等奖，奖金500元．
(4)兑奖号与中奖号码的最后四位相同者获三等奖，奖金5 000元．
(5)兑奖号与中奖号码的最后五位相同者获二等奖，奖金50 000元．
(6)兑奖号与中奖号码全部相同者获一等奖，奖金500 000元．

另外规定，只领取其中最高额的奖金．试求每张彩票的平均所得奖金额．
解 以X记一 张彩票的奖金额，则X 的分布列如下：

x
 

500 000 50 000 5 000 500 50 10 。
p 0.000 001 0.000 009 0.000 09 0.000 9 0.009 0.09 0.9 

所以每张彩票的平均所得为
E(X) = 0.5 + 0.45 + 0.45 + 0.45 + 0.45 + 0.9 + 0 = 3.2. 

这也意味：每一开奖组把筹得的500万元中的320万元以奖金形式返回给彩民，
其余180万元则可用于福利事业及管理费用．

从这个例子也可以看出，彩票中奖与否是随机的，但 一 种彩票的平均所得是可以
预先算出的，计算平均所得是设计 一 种彩票的基础．在我国，彩票发行由民政部门管
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理，只有当收益主要用于公益事业才被允许发行彩票．发行任一种彩票事先都要进行周密设计．例2.2.4 设X服从区间(a,b)上的均匀分布，求E(X).解 由例2.1. 7知X的密度函数为
p(x) ={卢 , a <x< b, 

0, 其他所以 E(X) = J\·�dx = �·fl b 
= � b - a -- b - a 2 I 2. 这个结果是可以理解的，因为X在区间(a ,b)上的取值是均匀的，所以它的平均取值当然应该是(a,b)的＂ 中点 ” ，即（a+b)/2.例2.2.5 柯西分布的数学期望不存在．因为柯西分布的密度函数为

1 1 p(x) = -�, -oo <x < oo. 
1T l+ x 所以由 (Ix I.』 l

2 dx = OO ， 
-.. 'TT l+ X 知E(X)不存在2.2.3 数学期望的性质按照随机变量X的数学期望E(X)的定义，E(X)由其分布唯一确定．若要求随机变量X的一个函数g(X)（仍是随机变量）的数学期望，当然要先求出Y=g(X)的分布，再用此分布来求E(Y )．这一过程可用下面例子说明．例2.2.6 已知随机变量X的分布列如下：

I 。-22x
 -I 。 2p 0.1 0.1 0.3 0.3 要求Y=X2 的数学期望，为此要分两步进行：第一步，先求Y=X2 的分布，这可从X的分布导出，即

(-2) 2p I 。�' 0.1 0.1 然后对相等的值进行合并，并把对应的概率相加，可得X 2 1。。1

X2 (-1) 2 02 I 2 22
0.3 0.3 

4

0.4 0.5 第二步，利用X2 的分布求E(X勹，即得E(X2 )=0x0.l + l x0.4+4x0.5=2.4.假如我们用等值合并前的分布求E(X勹，可得相同的结果E (x2 ) = (- 2 ) 2 x o. 2 + (- 1) 2 x o. 1 + 02 x 0.1 + 1 2 x o. 3 + 2 2 x o. 3 = 2.4.
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这两种算法本质上是一回事，但后者的计算实质上是在X的分布(- 2 ,-1,0,1,2)
基础上、而将取值改为((- 2) 2, (- I) 2, 0 2, 1 2, 2勹计算出来的．由此启发我们：若进一步
要求 E(X3)和 E(X勹，我们不需要先求x3的分布和x4的分布，而直接用 X的分布来
求，具体如下：

E < X 3) = c - 2) 3 x o. 2 + (- 1) 3 x o. 1 + 0 3 x o. 1 + 11 x o. 3 + 21 x o. 3 = 1. 
E (X4) = (- 2) 4 x o. 2 + (- 1) 4 x o. 1 + 04 x o. 1 + 14 x o. 3 + 2

4 x o. 3 = s. 4. 
一般场合，有如下定理 ．
定理2.2.1 若随机变量X的分布用分布列p(x,） 或用密度函数 p(x)表示，则X

的某一函数g(X)的数学期望为 厂g(x,）p(x,）， 在离散场合，
E[g(X)] = � -� f _ g (x) p (x) dx, 在连续场合．

这里所涉及的数学期望都假定存在．

(2.2.3) 

这个定理的证明涉及更多的工具，在 此省略了．现基千这个定理 来 证明数学期望
的几个常用性质，以下均假定所涉及的数学期望是存在的．

性质2.2.1 若e是常数，则E(C)= c. 
证明 如果将常数 c看作仅取一个值的 随机变量X，则有P(X =c)=l，从而其数

学期望 E(c)=E(X)= cxl =c. 
性质2.2.2 对任意常数 a，有

E(aX) = aE(X). (2.2.4) 
证明 在(2.2.3)式中令g(x)= ax，然后把 a 从求和号 或 积分号中提出来即得．
性质2.2.3 对任意的两个函数g l(X)和g2(X)，有

E[g l(X) 土g2(X)] =E[g l(X)] 士 E [ g 2 (X) ]. (2. 2. 5) 
证明 在(2.2.3)式中令g(x)=g 1(x) 土g2(X)，然后把和式分解成两个和式，或把

积分分解成两个 积分即得．
例2.2.7 某公司经销某种原料，根据历史资料表明：这种原料的市场需求量X（单

位：吨）服从(300,500)上的均匀分布．每售出l吨该原料，公司可获利l.5（千元）；若积
压l吨，则公司损失0.5（千元）．问公司应该组织多少货源，可使平均收益最大？

解 设公司组织该货源 a吨．则显然应该 有300::;; a::;; 500．又记Y为 在 a吨货源
的条件下的 收益额（单位：千元），则收益额 Y为需求量X的函数，即Y =g(X)．由题
设条件知： 当X;;,;a时，则此a吨货源全部售出，共获利l. 5a．当X<a时，则售出 X吨
（获利l.5X)，且还有a-X吨 积压（获利－0.5(a-X))，所以共获利l.5X-0.5(a-X),
由 此知

g(X) ={ l.5a， 若X � a, r I.Sa, 
l.5X - O.5(a - X)，若X < a = {2X - O.5a,

由定理 2.2.l 和均匀分布可 得
E(Y) = f

.,

g(x)px(x)dx = t:g(x)』dx
一口 300 200 

若X � a, 
若X < a. 
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l 500 

＝盂 f. I.5adx + f300 (2x - 0.5a) dx)

l =—(- a 2 + 900a - 3002 ). 
200 

上述计算表明 E(Y) 是a的二次函数，用通常求极值的方法可以求得：当a=450 
吨时，能使 E(Y) 达到最大，即公司应该组织货源 450 吨．

I. 设离散型随机变量X的 分布列为

x
 

-2 。 2

p
 

0.4 0.3 0.3 

试求E(X)和E(3X+5)

2某商店根据历年销售资料得知 一 位顾客在商店中消费的金额X（百元） 的分布列为

X 。 2 3 4 5 

p 0.10 0.33 0.31 0. 13 0.09 0.04 

试求顾客在商店的平均 消费金额．
3.某地区一 个月内发生重大交通事故数X服从如下分布

X 。 2 3 4 5 6 

p 0.301 0.362 0.216 0.087 0.026 0.006 0.002 

试求该地区发生重大交通事故的月平均数．
4.－海运货船的甲板上放着20个装有化学原料的圆桶 ，现已知其中有5桶 被海水污染了．若从

中随机抽取8桶 ， 记X为8桶 中被污染的桶数 ，试求X的分布列，并求E(X).

5.用天平称某种物品的 质量 （祛羁仅允许放在一个盘中） ，现有三组祛码 （单位g ) （甲）1,2,2,

5, 10,（乙）1,2,3,4,10,（丙）I,1,2,5, 10 ，称重时只能使用一 组祛码问若物品的质量为I g,2 g, ···, 
10 g 的概率是相同的，用哪 一 组祛码称重所用的平均祛码数最少？

6.假设有十只同种电器元件 ，其中有两 只不合格品．装配仪器时，从 这批元件中任取一 只，如是

不合格品 ，则扔掉重新任取一 只，如仍是不合格品，则扔掉再取一 只，试求在取到合格品之前，已取出

的不合格品只数的数学期望
7对一 批产品进行检查，如查到第a件全为合格品，就认为这批产品合格，若 在前a件中发现不

合格品即停止检查， 且认为这批产品不合格．设产品的数量很大，可认为每次查到不合格品的 概率都

是p．问每批产品平均要查多少件？
8.某人参加 “ 答题秀 ”

，一 共有问题l和问题2 两个问题， 他可以自行决定回答这两个间题的顺

序 ．如果他先回答问题山＝1,2) ， 那么只有回答正确 ， 他才被允许回答另 一 题．如果他有60％的把握

答对问题l，而答对问题1将获得200元奖励 ， 有80％的把握答对问题2 ，而答对问题2将获得100元

奖励问他应该先回答哪个问题， 才能使获得奖励的期望值最大？

9某人想用10 000元投资千某股票，该股票当前的价格是2元／股，假设一 年后该股票等可能地

为1元／股和4元／股而理财顾问给他的 建议是若期望一 年后所拥有的股票市值达到最大，则现在

就购买若期望 一 年后所拥有的股票数量达到最大 ，则一 年以后购买试问理财顾问的建议是否正
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确？为什么？10.保险公司的某险种规定如果某个事件A在一年内发生了，则保险公司应付给投保户金额a元，而事件A在一年内发生的概率为p．如果保险公司向投保户收取的保费为ka，则问k 为多少，才能使保险公司期望收益达到a的10%?

11 某厂推土机发生故障后的维修时间 T 是 一 个随机变量（单位 h) ，其密度函数为
p(t) = {�·,02e -002,': : �: 0, t � 0, 试求平均维修时间12.某新产品在未来市场上的占有率 X 是在区间(0,I) 上取 值的随机变量，它的密度函数为4(1-x)', O <x<l, p(x ) = ｛。， 其他，试求平均市场占有率．I 3设随机变量X的密度函数如下，试求E(2X+5).

p(x) =｛亡， x ＞ 0 , 
0, X � 0. 14设随机变量X的分布函数如下，试求E(X).

e x 

-—2 , X < 0, 

I F(x) = (--;;2 -, 0.;; x < I, 

I l 一一I,-1 I 2 I -—-e, x > 1. 2 15.设随机变量X的密度函数为
p(x)=｛。,a+bx', O�x�I, 其他，2 如果E(X)＝—-，求a和 b.3 16.某工程队完成某项工程的时间X （单位月）是一个随机变量，它的分布列为

x
 

10 II 12 13 p 0.4 0.3 0.2 0.1 
(I)试求该工程队完成此项工程的平均月数 ，(2)设该工程队所获利润为Y=50(13-X) ，单位为万元 ，试求工程队的平均利润，(3)若该工程队调整安排，完成该项工程的时间X,（单位月）的分布为

I 。IO5x,p II 12 
0.4 0.1 

则其平均利润可增加多少？17.设随机变量X的概率密度函数为
p(x ) ＝ ｛+cos ;， 0 < x < 1T ，

0, 其他，对X独立重复观察4次 ，Y表示观察值大千,r/3的次数 ，求 Y2 的数学期望．
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§ 2.3 随机变量的方差与标准差 Ill

18设随机变量X的密度函数为

p(x) ＝ ｛卢，
0, 

Q < X < 2, 
其他，

试求一；的数学期望X 
19设X为仅取非负整数的离散随机变量，若其数学期望存在，证明

尊0

(l)E(X) = IP(X�k);
1 = 1 

I (2) L kP (X > k) =— ( E  (X2) - E (X)).
1 =。 2

20设连续随机变量X的分布函数为F(x)，且数学期望存在 ，证明. 
E(X) = I。[ I -F (x) ] dx - (• F (x) dx

21.设X为非负连续随机变量 ，若E(X勹存在，试证明
(I) E (X) = (P (X > x) dx,。
(2) E(X") =『 nx"-'P(X > x)dx。

§ 2.3 随机变最的方差与标准差

随机变量X的数学期望E(X)是分布的一种位置特征数，它刻画了X的取值总在
E(X)周围波动但这个位置特征数无法反映出随机变量取值的 “ 波动大小 ＂ ，譬如X 与
Y的分布列分别为: 1 -/3 

。 Y -10 0 10 
1/3 1/3 p

 
1/3 1/3 1/3 

尽管它们的数学期望都是0，但显然Y取值的波动要比X取值的波动大．如何用数值来
反映随机变量取值的“ 波动 ” 大小 ，是本节要研究的问题．而以下定义的方差与标准差
正 是度量此种波动大小的最重要的两个特征数．
2.3.1 方差与标准差的定义

设随机变量X的均值为a=E(X),X的取值当然不一定恰好是a，会有偏离．偏离
的量X-a有正有负，为了不使正负偏离彼此抵消，我们一般考虑(X-a)2，而不去考虑
数学上难以处理的绝对值IX-al．因为(X-a)2 仍是一个随机变量，所以取 其均值E(X­

a尸就可以刻画X的 “ 波动“ 程度，这个量被称作X的方差，其定义如下：
定义2.3.1 若随机变量X2 的数学期望E(X勹存在，则称偏差平方(X-E(X)尸的

数学期望E(X-E(X)尸为随机变量X （或相应分布）的方差，记为
Var(X) = E(X - E(X))2 
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Ill 第二章 随机变量及其分布

＝厂

（x- E(X)）2p(x，）， 在离散场合，

J.. (x - E (X) ) 2 p (x) dx, 在连续场合

称方差的正平方根JW订了了为随机变量X（ 或相应分布）的标准差，记为叭X)，或(Tr
方差与标准差的功能相似，它们都是用来描述随机变量取值的集中与分散程度

（即散布大小）的两个特征数．方差与标准差愈小，随机变量的取值愈集中；方差与标准
差愈大，随机变量的取值愈分散．

方差与标准差之间的差别主要在量纲上，由于 标准差与所讨论的随机变量、数学
期望有相同的量纲，其加减E(X)土k(T（X)是有意义的(k为正实数），所以在实际中，人
们比较乐意选用标准差，但标准差的计算必须通过方差才能算得．

另外要指出的是：如果随机变量X的数学期望存在，其方差不一定存在；而当X的
方差存在时，则E(X)必定存在，其原因在于 lxl �x2 +1总是成立的．

例2.3.1 图2.3.1上有三个分布：三角分布、均匀分布和倒三角分布的密度函数
及它们的图形．从图上可以看出，这三个分布都位千区间 (-1, 1) 上，并且关千纵轴对
称，从而得知这三个分布的期望均为0．但它们的方差不等（因此标准差也不等），这可
分别由各自的分布（见图2.3. l)算得

(2.3.1) 

° 1 
Var(X1 ) = E（对） ＝ I－

I
X2(l + x) dx + I；凶l-x) dx =飞

Var(X2 ) = E(X�) = {三 dx =上
- I 2 3 

Var(X3 ) = E(X;) = {
1
x2(-x) dx + {x 2 • xdx = + 

这些计算结果与我们对分布的直观认识是一 致的．在这三个分布中，三角分布的
概率在中间较为集中，故方差最小；而倒三角分布的概率大多分散在两侧，故方差最
大；均匀分布介于其中，故方差也介于其中 ．我们将三个分布的数学期望、方差和标准
差都列于图2.3.1的相应分布的右侧，以供比较．

I.三角分布

Pl(x) 
期望方差标准差

，
 ，
 
I

 

。

＜

 

＜

 
8

5

他

0
其

'
,

 

x
x
,

+
－
0

l
l

 

'
，
f
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I

 
p

 

-J 0 I x 

2.均匀分布
P2(x) 

沪） ＝ ｛十，－ 1

＜

x< 1,

0, 其

他

。 l-
6

 
0.408 2 

。 l-
3

0.577 4 

- l 0 I x 
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3. 倒三角分布

P3(x) 

，
 
，

 
l
。

＜
 

＜勺

x
他

7
眨
其

，
 
'

,

x
0

 

无J

1

f

 

＝
 
．`
丿x

 （ 3 p
 

。 l-
2

 
0. 707 1 

-1 。 x

图2.3.） 比较三个分布的方差与标准差

例 2.3.2 某人有一笔资金，可投入两个项目：房地产和商业，其收益都与市场状态
有关若把未来市场划分为好、中差三个等级，其发生的概率分别为0.2 、0.7 、0.1．通过
调查，该投资者认为投资于房地产的收益X（万元）和投资于商业的收益Y（万元）的分
布分别为

x
 

11 3
 

-3 y
 

6
 

4
 

-1

p 0.2 0.7 0.1 p 0.2 0.7 0. I

请问：该投资者如何投资为好？
解 我们先考察数学期望（平均收益）

E(X) = 11 x 0.2 + 3 x 0. 7 + (- 3) x 0.1 = 4.0(万元），
E (Y) = 6 x 0. 2 + 4 x 0. 7 + (- 1) x 0.1 = 3. 9 (万元）．

从平均收益看，投资房地产收益大，可比投资商业多收益 0.1 万元．下面我们再来
计算它们各自的方差

Var(X) = (11 - 4)2 x 0.2 + (3 - 4)2 x 0.7 + (- 3 - 4)2 x 0.1 = 15.4, 

Var(Y) = (6 - 3.9)2 x 0.2 + (4 - 3.9)2 X 0.7 + (- 1 - 3.9)2 X 0.1 = 3.29, 

及标准差

u(X) =/ITT= 3.92, u(Y) = � = 1.81. 

因为标准差（方差也一 样）愈大，则收益的波动大，从而风险也大．资金投向何处不
仅要看平均收益多少，还要看风险大小．在这里从标准差看，投资房地产的风险比投资
商业的风险大一倍多．若综合权衡收益与风险，该投资者还是选择投资商业为宜，虽然
平均收益少 0.1 万元，但风险要小一半以上．

2.3.2 方差的性质
以下均假定随机变量的方差是存在的．
性质 2.3.1 Var(X)=E(X2)-[E(X)] 2. 

证明 因为
Var(X) = E(X - E(X))2 = E(X2 - 2X · E(X) + (E(X))2), 

由数学期望的性质 2.2.3 可得

Var(X) = E(X2) - 2E(X) · E(X) + (E(X))2 = E(X2) - (E(X))2. 

7 9 



Ill 第二章 随机变量及其分布

在实际计算方差时，这个性质往往比定义Var(X)=E(X-E(X)尸更常用．
性质2.3.2 常数的方差为0，即Var(c)= 0，其中 c是常数．
证明 若c是常数，则

Var(c) = E (c - E (c)) 2 = E (c - c) 2 = 0. 
性质2.3.3 若a,b是常数，则Var(aX+b) = a2Var(X). 
证明 因a,b是常数，则

Var(aX + b) = E(aX + b - E(aX + b))2 = E(a(X - E(X)))2 = a2Var(X). 
另外从Var(X)= E(X勹－［E(X) J 2 �O 很容易看出：若E(X勹＝ 0，则E(X)= 0，且

Var(X)= 0.

例2.3.3 设X 为掷一颗骰子出现的点数，试求Var(X).
解 l 7 E(X) =-

-
:-(1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) =— ， 6 2 

1 E(X2) = �(12 + 22 + 32 + 42 + 5 2 + 6勹 91
6 6 

91 49 35 Var(X) = � -—=—=2.917. 
6 4 12 

2.3.3 切比雪夫不等式
下面给出概率论中一个重要的基本不等式．
定理2.3.1（切比雪夫(Chebyshev, 1821一1894)不等式） 设随机变量 X 的数学期

望和方差都存在，则对任意常数c>0，有
Var(X) (2.3.2) P(IX - E(X) I :,!: e) � 2 , 

或

P(IX - E(X)I <e);;?:1- Var(X) (2.3.3) 2 e 
证明 设X是一个连续随机变量，其密度函数为p(x)．记E(X)=a，我们有
P (I X - a I � e) = f p (x) dx �

{x:lx-al扣c } f ｛父： 1元 一 al ;;,:e} 

(x-a)2 

�p(x)dx

l .. Var(X) � � / (x - a) 2 p (x) dx = 
c f-0 

由此知(2.3.2)式对连续随机变量成立，对于离散随机变量亦可类似进行证明．
在概率论中，事件! IX-E(X) I �e I称为大偏差，其概率P(IX-E(X)I �e)称为大

偏差发生概率．切比雪夫不等式给出大偏差发生概率的上界，这个上界与方差成正比，
方差愈大上界也愈大．

以下定理进一步说明了方差为0就意味着随机变量的取值几乎集中在一点上．
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§ 2.3 随机变量的方差与标准差Ill

定理 2.3.2 若随机变蜇 X的方差存在，则 Var(X)= 0的充要条件是 X 几乎处处
为某个常数 a，即 P(X=a)= l. 

证明 充分性是显然的，下面证必要性．设 Var(X)= 0 ，这时 E(X) 存在．因为
l l IX-E(X) I > 01 飞 {IX-E(X)|>了｝，

所以有
O) 

P (I X - E (X) I > 0) = p(,Y, { I X -E (X) I � � 1 ,Y, {IX -E(X) I � �})
� �/(IX -E(X) I ;?, — 

1 
n) 

�I'.'.'., Var(X) = 0, {-;-, (l/n)2 
其中最后一个不等式用到了切比雪夫不等式．由此可知

P(IX -E(X) I > 0) = o, 
因而有

P(IX - E(X) I = 0) = 1, 
即

P(X =E(X) ) = 1, 
这就证明了结论，且其中的常数 a 就是 E(X).

r 习 肝 23 l 
I.设随机变量X满足E(X) = Var(X) =入，已知E[(X-l)(X-2)]=1，试求入
2.假设有10只同种电器元件，其中有两只不合格品．装配仪器时，从这批元件中任取一只，如是

不合格品，则扔掉重新任取—只 ，如仍是不合格品，则扔掉再取一只，试求在取到合格品之前，已取出
的不合格品数的方差，

3.已知E(X) = -2, E (X2 ) = 5，求Var(l-3X).
4.设P(X=O)= 1-P(X=l)，如果E(X)= 3Var(X)，求P(X=O).
5.设随机变量X的分布函数为

，
 

立
2 X < 0, 

F(x) = < — , 2 0 � x < I, 

1 分 1 又
一 11

I -—e - , x ;;;, I, 2 
试求Var(X).

6设随机变量X的密度函数为

pl•I 
• r: 。其他无＜；了°

试求Var(3X+2)
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7.设随机变量X的密度函数为

p(x)= {。,ax+bx2, O <x<I, 
其他，

如果已知E(X)= 0.5 ，试计算Var(X).
8.设随机变曼X的分布函数为

F(x)= 1-e-'2, x>O, 
试求 E(X)和Var(X).

9 .试证对任意的常数c-¥-E(X)，有
Var (X) = E (X - E (X) ) 2 < E (X -c) 2. 

JO.设随机变量X仅在区间[a,b]上取值，试证
b - a\ 2 a � E (X) � b, Var (X) �（了） · 

11.设随机变量X取值x1< 元 2 :,;;... :,;,x,的概率分别是P 1,P2 ,···,p., LP,:).证明; = I 
丸 一 丸Var(X) �（下－）·

12.设g(x)为随机变量X取值的集合上的非负不减函数，且E(g(X)）存在，证明对任意的e>
0，有

E(g(X)) P(X>c)� g(e )
13.设X为非负随机变量，a>O 若 E(e'x)存在 ，证明对任意的心0，有

E(e'x) P(X> x)< ． 

14.已知正常成年男性每升血液中的白细胞数平均是7.3xl09 ，标准差是0.7x109 ．试利用切比雪
夫不等式估计每升血液中的白细胞数在5.2x109 至 9.4x109 之间的概率的下界．

§ 2.4 常用离散分布

每个随机变量都有一个分布，不同的随机变量可以有不同的分布，也可以有相同
的分布随机变量有千千万万个，但常用分布并不是很多，熟悉这些常用分布对认识其
他分布会很有启发．常用分布亦分为两类：离散分布和连续分布，本节讲常用离散分
布，下节讲常用连续分布．

2.4.1 二项分布

一、 二项分布

如果记X为n重伯努利试验中成功（记为事件A)的次数，则X的可能取值为0,

l'…,n．记p为每次试验中A 发生的概率，即 P(A)= p，则 P(A)= l-p. 
因为n重伯努利试验的基本结果可以记作

o =（矶，0 2 ,…，Qn )，
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其中 Q，或者为 A ，或者为 A．这样的 w 共有 2n 个，这 2n 个样本点 Q 组成了样本空间 a.
下面求 X的分布列，即求事件 {X= Kl的概率．若某个样本点

o =（矶 ，Q 2,…，0n) E { X = k }
意味着 o i ,Q2 ,…，Qn 中有 K个 A,n-k个 i ，所以由独立性知 ，

P(o) ＝ pk(l - p) n-K.
n 

而事件 !X=k}中这样的 o共有(k)个，所以 X的分布列为

P(X = k) =G)似I- p)n -k, k =O,I ,…,n.
这个分布称为二项分布，记为X-b(n ,p).

容易验证其和恒为l，即
n K广） /(1- p) n -k = [p + (l - p)]" = l.

(2.4. 1) 

n 
由此可见，二项概率(k)pk (l-p)n-K恰好是 n 次二项式(p+(l-p)丫的展开式中的第
k+l 项，这正是其名称的由来．

二项分布是一种常用的离散分布，譬如，
·检查 10件产品，IO件产品中不合格品的个数 X服从二项分布b(l O,p) ，其中 p

为不合格品率．
·调查 50个人，50个人中患色盲的人数 Y服从二项分布b(50,p)，其中 p为色

盲率．
·射击 5 次，5 次中命中次数 Z服从二项分布b(5,p)，其中 p为射手的命中率．

例2.4.1 某特效药的临床有效率为 0.95 ，今有 10人服用，问至少有 8人治愈的概
率是多少？

解 设 X为 10人中被治愈的人数，则 X-b( 10,0.95) ，而所求概率为
P(X �8) =P(X = 8) +P(X = 9) +P(X = IO) 

= ( 1

8°) o.958
0.052 + (�0) o.959

0.05 + (:i) o.95 10 

= 0.074 6 + 0.315 I + 0.598 7 = 0.988 4. 
10人中至少有 8人被治愈的概率为0.988 4. 

例2.4.2 设随机变蜇 X-b (2,p), Y -b (3,p)．若P(X�1)= 5/9 ，试求P(Y�1). 
解 由P(X习）＝5/9，知P(X=O) = 4/9，所以 (l-p)2 =4/9,由此得p = 1/3．再由

Y-b(3,p)可得
P(Y � 1) = I -P(Y = O) = 1 - (I - +) 3 =芦

二、二点分布

n = l 时的二项分布 b (1,p)称为二点分布，或称 0-1分布，或称伯努利分布，其分
布列为
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P(X = X) ＝扩(]-p) I -x, X = 0, J. (2.4.2) 
或记为

x
 p
 I :P p

二 点 分 布 b (I, p) 主要用来描述一次伯 努 利 试 验 中成功（记 为 A) 的 次 数
(0 或 I).

很多随机现象的样本空间 n 常可一分为二 ， 记为A与 i ， 由此形成伯努利试验． n
重伯努利试验是由n个相同的、独立进行的伯努利试验组成，若将第t个伯努利试验中

A出现的次数记为X, (i = I, 2, … ， n) ，由于 n 重伯努利试验中，每个伯努利试验是相互
独立的，故其产生的 n 个随机变量 X,, X 2, …，凡也相互独立（随机变量的独立性定义
见§ 3.2) ，且服从相同的二点分布 b(I,p) ．此时其和

X = X, + X 2 +…+xn 

就是 n 重伯努利试验中 A 出现的总次数，它服从二项分布 b(n,p) ．这就是二项分布
b(n,p) 与二点分布 b(I,p) 之间的联系，即服从二项分布的随机变量总可分解为 n 个
独立同为二点分布的随机变量之和

三、 二项分布的数学期望和方差

设随机变量 X-b(n,p) ，则
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E

因又

= t,k(k- 1)(:)/(I -p) n -k + t, 叮 /(l-p) n-k

= t2 k(K - l) （ K
n)队 1-p) n-k+np

= n(n - l)p 2 t2( ： ＿ _ 2
2 ）广（ l-p) (n-2 ) 一 (k-2 )+ np

= n (n - I) p 2 + np. 
由此得X的方差为

Var (X) = E (X 2) -(E (X)) 2 = n (n - I) p 2 + np -(np) 2 = np (I -p).
因为二点分布是 n = l 时的二项分布 b(l,p) ，所以二点分布的数学期望为 p ， 方差

为 p(l-p).
为了看出不同的 p 的值，其二项分布 b(n,p) 的变化情况，表 2.4. l 给出了 n = IO 

时，不同 p 值的二项分布的概率值，其线条图见图 2.4.1.
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表 2.4.1 一些二项分布的概率值（空白处为 0):: ：: K : :： I : ：：： ： [:: ： ::： ： :： ： ：: : ：:: ： :： ： ::［ ： :；: ： :;： ： ？：｝9 IO

0.3 

0.2 

0.1 

。 0 1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7 8 9  
(a) b(I 0, 0.2)的线条图（右偏） （b) b(lO, 0.5)的线条图（对称）

4 5 6 7 8 9 10 II 
(c) b(IO, 0.8)的线条图（左偏）

图2.4.1 二项分布 b(n,p) 的线条图

从上图可以看出：
·位于均值 np 附近概率较大．
·随着p的增加，分布的峰逐渐右移．
例2.4.3 甲、乙两棋手约定进行IO局比赛，以赢的局数多者为胜．设在每局中甲

赢的概率为0.6，乙赢的概率为0.4．如果各局比赛是独立进行的，试问甲胜、乙胜、 不分
胜负的概率各为多少？

解 以X表示IO局比赛中甲赢的局数，则X - b(10,0.6)．所以
IO lOP(甲胜） ＝P(X�6)=I 。.6 k0.4 IO-k = 0. 633 0,

P（乙胜） ＝ P（X < 4) =`:1:0： 06 KO 4 IO K = 0 166 3,

P（ 不分胜负） ＝P(X = 5) = (�O
) 0.6 50.4 5 = 0.200 7.

可见甲胜的可能性达63.3%，而乙胜的可能性只有16.63%，它比不分胜负的可能
性还要小．后两个概率之和0.367 0表示乙不输的概率．
2.4.2 泊松分布

一、泊松分布
泊松分布是1837年由法国数学家泊松(Poisson,1781-1840)首次提出的．泊松分

布的概率分布列是
入 一入P(X=k)= —e",k=0,1,2,…， 
k! 

(2.4.3) 

其中参数入＞0，记为X~P（入）．
对泊松分布而言，很容易验证其和为1
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入2 一e一入＝e一入 入
k = 0 k ! 

2 — =e -A e A = 1. 
k = 0 k ! 

泊松分布是一种常用的离散分布，它常与单位时间（或单位面积、单位产品等 ）上

的计数过程相联系，譬如，
·在一天内，来到某商场的顾客数．

·在单位时间内，一电路受到外界电磁波的冲击次数．
• l平方米内，玻璃上的气泡数．

· 一铸件上的砂眼数．

·在一定时期内，某种放射性物质放射出 来的a －粒子数，等等．

都服从泊松分布． 因此泊松分布的应用面是十分广泛的

二、泊松分布的数学期望和方差

设随机变量X~P（入），则
入

k-1 

E (X) = I, k f-e 一人 ＝入e －入 2 = 入e一入e入 ＝ 入．
k = 0 k ! k = 1 (K - l) ！ 

这表明：泊松分布P（入）的数学期望就是参数入．

又因为
。

Lk 入 k 
一入e 

f;-1 (k-1) 

。 入K
E(X2) = I k2 —亡＝

k =。 k!.. 
=I[(k-1)+1] 

入
k 

一入e 
k = 1 (K - l) ！ 

., . k-2 ., k-1 
入 入＝入2 e A 2 十入e-A L 

f;-'2 (k-2)! .. t-'1 (k-l) 

＝矿＋入．

由此得X的方差为
Var(X) = E(X2 ) - (E(X))2 ＝矿＋入一矿＝入．

也就是说，泊松分布P（入）中的参数入既是数学期望又是方差．

为了看出不同的入的值，其泊松分布 P（入）的变化情况，表 2.4.2 给出了入＝ 0.8,
2. 0,4.0 时，泊松分布的概率值，其线条图见图 2.4.2.

表2.4.2 一些泊松分布的概率值（空白处为0)
k 。 2 3

 
4

 
5

 
6 7 8

 
9 10 

P(0.8) 
P(2.0) 
P(4.0) 

0.449 
0.135 
0.018 

0.360 
0.271 
0.073 

0.144 
0.271 
0.147 

0.038 
0.180 
0.195 

0.008 
0.090 
0.195 

0.001 
0.036 
0.156 

0.012 
0.104 

0.004 
0.060 

0.001 
0.030 0.013 0.005 

从上图可以看出：
·位于均值入附近概率较大．
· 随着入的增加，分布逐渐趋于对称 ．

例 2.4.4 一铸件的砂眼（缺陷）数服从参数为 入＝ 0.5 的泊松分布，试求此铸件上
至多有l个砂眼（合格品）的概率和至少有2个砂眼（不合格品）的概率．
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0.4 

3

2

0}

O}
 

0.1 

。 0 I 2 3 4 5 0 I 2 3 4 5 6 7 
(a) P(0.8)的线条图 (b)P(2.0)的线条图 二(c) P(4.0)的线条图

图2.4.2 泊松分布P（入）的线条图

解 以X表示这种铸件的砂眼数 ，由题意知X ~ P(0.5)．则此种铸件上至多有l
个砂眼的概率为

0.5° 
-0.5 0.5' P(X � 1)= —e-o.5 +�e-o.5 =0.91. 

01 I ! 

至少有2个砂眼的概率为
P(X;., 2) = 1 - P(X � 1) = 0.09. 

例2.4.5 某商店出售某种商品 ，由历史销售记录分析表明，月销售量（件）服从参
数为8 的泊松分布间在月初进货时，需要多少库存量，才能有90％以上的把握可以满
足顾客的需求

解 以 X表示这种商品的月销售量，则 X~P(8)．那么满足要求的 是使下式成立
的最小正整数n.

P (X � n) ;., 0. 90. 
为了寻求此种n，可以利用泊松分布表，附表 1 对各种入的值 ，给出了泊松分布函数

k 入iP(X � k ) = I —e一入的数值表．在入＝8时，可从附表l中查得f;-o i! 
P(X,:s:; II)= 0.888, P(X,:s:; 12) = 0.936. 

所以月初进货 12 件时，能有90％以上的把握可以满足顾客的需求 ．
三、二项分布的泊松近似

泊松分布还有一个非常实用的特性，即可以用泊松分布作为二项分布的 一 种近
似在二项分布b(n,p)中，当n较大时，计算量是令人烦恼的而在n较大且p较小时使
用以下的泊松定理，可以减少 二项分布中的计算蜇．

定理2.4.1（泊松定理） 在n重伯努利试验中，记事件A在 一次试验中发生的概
率为p九 （与试验次数n有关），如果当n-+CXl时，有npn一入，则

叫 kn）凡（1 - p几）n -k =卢 (2.4.4) 

证明 记np.＝入 n ,即p n ＝入 几／n，我们可得
(Kn）凡（ l － pn) n k = n(n - 1) k, (n - K + 1 ）亡） k （ 1 - :)

n 

k 
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＝臼 I - �)（） 一 �) ···(l - �) (l - �) n-k 
对固定的K有

lim 儿＝入，

入
n-k

畸三） 一入=e ， 

叫 l - +)... (l - �) = l
从而

n n-K 入
K

一入上山） pn
( l - pn) ＝产

对任意的 k (k=0,1,2,…）成立．定理得证．
由千泊松定理是在 npn 一入条件下获得的，故在计算二项分布 b ( n,p) 时，当 n 很

大，p 很小，而乘积入＝ np 大小适中时，可以用泊松分布作近似，即

(:)p:( l -p.) n-k ��e-•p, k = 0,1,2,···. (2.4.5) 
表 2.4.3 给出了按二项分布直接计算与利用泊松分布作近似的一些具体数据．从

表中可以看出，两者的结果是很接近的，而且当n越大和p越小时，近似程度越好．

k 
n = IO 
p= O. I 

。 0.349 
I 0.387 
2 0.194 
3 0.057 
4 0.01 I 
>4 0.002 

表2.4.3 二项分布与泊松近似的比较

二项分布

叮） I (I ) ”士 计算k p -p 
n = 20 n = 40 
p= 0.05 p=0.025 
0.358 0.363 
0.377 0.373 
0.189 0.186 
0.060 0.060 
0.013 0.014 
0.003 0.004 

n = 100 
p = 0.01 
0.366 
0.370 
0.185 
0.061 
0.015 
0.003 

以下给出一些利用泊松分布作近似计算的例子．

泊松近似

按-(n－p) -k e ＿np计、算k! 
入＝np= I 

0.368 
0.368 
0.184 
0.061 
0.015 
0.004 

例 2.4.6 已知某种疾病的发病率为 0.001，某单位共有5 000人．问该单位患有这
种疾病的人数不超过5人的概率为多少？

解 设该单位患有这种疾病的人数为 X，则有 X - b (5 000, 0. 001) ，而我们所求

的为
5 5 000 P( X � 5) ＝芦 (J �uu) 0.0011 0.9995000- 1 .
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这个概率的计算量很大．由于 n 很大，p 很小，且入＝ np=5．所以用泊松近似得
5 5k

P(X�S) = I —e -i = 0.616. 
f;-'o k ! 

例 2.4.7 有 10 000名同年龄段且 同社会阶层的人参加了某保险公司的一项人寿
保险每个投保人在每年初需交纳 200 元保费，而在这一年中若投保人死亡，则受益人
可从保险公司获得100 000元的赔偿费．据生命表知这类人的年死亡率为 0.001．试求保
险公司在这项业务上

(l) 亏本的概率；
(2) 至少获利 500 000 元的概率．
解 设 X 为IO 000 名投保 人 在一年中死 亡 的 人 数， 则 X 服从二项分 布

b(10 000,0.001) 保险公司在这项业务上一年的总收入为 200x IO 000 = 2 000 000 
（元）因为 n = 10 000很大，p=0.001 很小，所以用入＝ np= 10 的泊松分布进行近似计算

(1) 保险公司在这项业务上 ＂ 亏本 ” 就相当千事件 [X>20l 发生．因此所求概率为
20 10k 

P (X > 20) = l - P (X � 20) = 1 - L � 一10e,v = 1 - 0.998 = 0.002.
k = 0 k ! 

由此可看出，保险公司在这项业务上亏本的可能性是微小的．
(2) 保险公司在这项业务上 “ 至少获利 500 000 元 ” 就相当于事件 [X<l5} 发生．

因此所求概率为
15 10k 

P(X� 15) = L —e -,o = 0. 95 l.
k = 0 k ! 

由此可看出，保险公司在这项业务上至少获利 500 000 元的可能性很大．
例 2.4.8 为保证设备正常工作 ，需要配备一些维修工．如果各台设备发生故障是

相互独立的，且每台设备发生故障的概率都是 0.01．试在以下各种情况下，求设备发生
故障而不能及时修理的概率．

(1) 1名维修工负责 20 台设备；
(2) 3名维修工负责 90 台设备；
(3) IO名维修工负责 500 台设备．

解 (I) 以凡表示 20 台设备中同时发生故障的台数，则 X1 ~ b(20,0.01) ．用参数

为入＝ np=20xO.OI=0.2 的泊松分布作近似计算，得所求概率为
I O.2K 

P(X I > 1) 
-0.2 = l - 2 —-e -u, = 1 - 0.982 = 0.018. 

f;-'o k ! 
(2) 以儿表示 90 台设备中同时发生故障的台数，则 X2 ~ b(90,0.0l) ．用参数为

入＝ np = 90xO.OI=0.9 的泊松分布作近似计算，得所求概率为
� 0.91 

-0.9 
P(X2 > 3) = 1 - L = 1 - 0.987 = 0.013. 

k = 0 k !
注意，此种情况下，不但所求概率比 (1) 中有所降低，而且 3名维修工负责 90 台设

备相当于每个维修工负责 30 台设备，工作效率是 (l) 中的 1.5 倍．

(3) 以 x3 表示 500 台设备中同时发生故障的台数，则 X3 ~ b (500,0.01) ．用参数为

入＝ np=SOOx0.01=5 的泊松分布作近似计算，得所求概率为
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“ 5k 

P(X3 > 10) = 1 - I -—e, = 1 - 0.986 = 0.014. f;-'o k ! 
注意，此种情况下所求概率与 (2) 中基本上一样，而 10 名维修工负责 500 台设备

相当于每个维修工负责 50 台设备，工作效率是 (2) 中的 1.67 倍，是(1)中的 2.5 倍．
由此可知：若干维修工共同负责大量设备的维修，将提高工作的效率．

2.4.3 超几何分布

—、超几何分布
从一 个有限总体中进行不放回抽样常会遇到超几何分布．
设有 N 件产品，其中有 M 件不合格品．若从中不放回地随机抽取n件，则其中含有

的不合格品的件数X服从超几何分布，记为X~h(n, N ,M)．超几何分布的概率分布列
为（见第一章中例 1.2. 3) 

（门 (

N
n 一一门P (X = k) = �, k = 0, 1,…,r.门 (2.4.6) 

其中r = minlM,nl，且M�N,n�N,n, N ,M均为正整数

若要验证以上给出的确实为 一 个概率分布列，只需注意到有组合等式（见习题
1. 2)

`)（N
n了）＝广）

即可
超几何分布是一种常用的离散分布，它在抽样理论中占有重要地位．

二、超几何分布的数学期望和方差
若X-h(n, N ,M)，则X的数学期望为

门(
N-M

) （M- l
) 

N -M

E(X) = I k k n - K M r k- l( n- K)

r.-o (』N 
=n

`； N- l

又因为

(n - 1)

M\ IN - M\ IM, I N -M 

E(X2 ) = I 矿 (k) （n- K) (k) （n- K)
k= 1 

(
N

) 
k=2 

= L k(k - 1) N 
n (』

M-
N

n
 

＿＿
 

M-
N

n
 

＋
 

M(M - 1) ;.., / M - 2\ / N -M\ M ＝广
）

习 K- 2)
（

n- K) +n飞

n 
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= M(M-l)(N -2) + n 竺＝ M（M-1)n(n -1) + n 竺广） n-2) -N N(N-1) ·-N,
由此得X的方差为

Var(X) = E(X2) -[E(X) J 2 = nM(N - M) （N- n). N2(N -l) 
三、超几何分布的二项近似

当 n«N 时，即抽取个数 n 远小于产品总数 N 时，每次抽取后，总体中的不合格品
率 p=MIN 改变甚微，所以不放回抽样可近似地看成放回抽样，这时超几何分布可用二
项分布近似：

｀
 

M
K

－
－

 ,

j

N
n

N
n

 

，
 

｀
 

M
K

 

'
，

 
~ （ n) pk(l - p)n-K，其中 p=竺K N (2.4.7) 

2.4.4 几何分布与负二项分布

一、 几何分布
在伯努利试验序列中，记每次试验中事件A发生的概率为 p，如果X为事件A首次

出现时的试验次数，则 X 的可能取值为 1,2, …，称 X 服从几何分布，记为 X-Ge(p),
其分布列为 P(X = k) = (1 - p)k-lp, k = 1,2,….

实际问题中有不少随机变量服从几何分布，譬如，

·某产品的不合格率为 0.05，则首次查到不合格品的检查次数X ~ Ge (0. 05). 
·某射手的命中率为 0.8 ，则首次击中目标的射击次数 Y ~ Ge(0.8). 

·掷一颗骰子，首次出现 6 点的投掷次数 Z ~ Ge(1/6).
· 同时掷两颗骰子，首次达到两个点数之和为8的投掷次数W ~ Ge(5/36). 

(2.4. 8) 

二、 几何分布的数学期望和方差
设随机变量 X 服从几何分布 Ge(p)，令 q = 1-p，利用逐项微分可得 X 的数学期

望为
k .. .. .. E(X)= Ikpqk-1 =pik/-1 =pI dq 

k = l k = l k = 1 dq 
d,:..... " d, 1 =p —(�o l) = P —(—-) ＝ p 1 =—.dq \ f;-o • 1'dq \ l -q / (1 - q) 2 p 

又因为

E(X') = t k'pq,_, = p [ t, k(k -l)q'-'+ t, kq'-'l
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由此得X的方差为

:., d2. l= pq L k ( k  -I) qk-2 + -=- = pq L 勹q + － 
k = I P K = 1 dq P 
d2, ;...,, I d2, l = pq—(�o q') + � = pq—(G) + �dq k =0 p dq2 l - q p 

2 l 2q I = pq + － ＝—+ —
(l - q) 3 P p2 P 

2q I I l -pVar(X)=E(X勹－ ［E(X)]2=—+—－下＝ 2 . 
P2 p p p 

从几何分布的数学期望可以看出：掷一 颗骰子，首次出现点数6的平均投掷次数
为6次
三 、 几何分布的无记忆性

定理2.4.2（几何分布的无记忆性） 设X~ Ge(p)，则对任意正整数m与n有
P (X > m + n I X > m) = P (X > n). (2.4. 9)

在证明之前先解释上述概率等式的含义． 在一列伯努利试验序列中，若首次成功
( A)出现的试验次数X服从几何分布， 则 事件{X>ml表示前m次试验中A没有出现．
假如在接下去的n次试验中A仍未出现，这个事件记为IX>m+n}．这个定理表明：在前

m次试验中A没有出现的条件下，在接下去的n次试验中A仍未出现的概率只与n有
关 ，而与以前的m次试验 无关，似乎忘记了前m次试验结果，这就是无记忆性．

证明因为
p(l -p)" P(X > n) = L (l -p)'-1p = �= (I -p)",

k = n ♦ I
. .  1-( 1 -p) 

所以对任意的正整数m与n，条件概率
P(X > m + n) (l-p)m •• P(X > m + n IX > m) =�=..:___:_:___=(I -p)" =P(X > n), P(X > m) (I -p)m 

这就证得了(2.4.9)式．
四、负二项分布

作为几何分布的一种延伸，我们来讨论下面的负二项分布，亦称帕斯卡分布：
在伯努利试验序列中， 记每次试验中事件A发生的概率为p，如果X为 事件A第r

次出现时的试验次数 ，则X的可能取值为r,r+ 1,…，r+m,…．称X服从负二项分布或帕
斯卡分布 ，其分布列为

k - 1P(X=k)=(:= :)p'(l -p)'-', k =r,r + 1,….r -l 
记为X-Nb(r,p)当r= 1时， 即为几何分布

(2.4.10)

这是因为在K次伯努利试验中，最后一次一 定是A，而 前k-1次中A应出现r-1
次 ，由二项分布知其概率为（勹）广( 1-p)'-＇，再乘以最后一次出现 A的概率p，即得
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(2.4.10). 

可以算得负二项分布的数学期望为rip，方差为r(l-p)lp
2
．从直观Ā看这是合理

的，因为首次出现A的平均试验次数是lip，那么第r个A出现所需的平均试验次数是

rip. 

如果将第一个A出现的试验次数记为X 1 ，第二个A出现的试验次数（从第一个A

出现之后算起）记为x2,…，第r个A出现的试验次数（从第r-1个A出现之后算起）记

为X,，见图2.4.3.

AA···AA AA···AA ··· AA···AA _______.. 吻 ， ． 亨 ．
x

 
x 2 x,

图2.4.3 负二项变量与几何变量的关系

则诸X,独立同分布，且X, - Ge(p)．此时有X=X 1 +X2 +…+X, -Nb(r,p)，即负二项分

布的随机变董可以分解成r个独立同分布的几何分布随机变量之和譬如，在连续检查
一 大批产品中，若该批产品的不合格率为0.05，则在 一个接 一 个的检查中，发现笫5个

不合格品时的检查次数X服从负二项分布Nb(5,0.05) ，其平均检查次数为

r 5 E(X)=－－=——=100. 
p 0.05 

常用离散分布表见后面表2.5.1.

r习墅2 4 l 
1 一 批产品 中有10％的不合格品 ， 现从中任取3件 ， 求其中 至 多有一件 不合格品的概率 ．
2. 一 条自动化生产线上产品的一 级品率为0.8，现检查 5件，求至少有2件一 级品的概率 ．
3. 某优秀射手命中10 环的概率为0.7，命中9环的概率为0.3．试求该射手三次射击所得的环数

不少于29环的概率
4.经验表明预订餐厅 座位而不 来就餐的顾客比例为20%．如今餐厅有50个座位 ， 但预订给了

52位 顾客 ， 问到时顾客 来到餐厅 而没有座位的概率是多少？

5.设随机变量X-b(n,p) ，已知E(X)= 2.4,Var(X)= 1.44 ， 求两个参数 n与p各为多少？
6设随机变量X服从二项分布b(2,p) ， 随机变曼Y服从二项分布b(4,p)若P(X;:?: I)= 8/9，试

求P(Y;:?: I).  
7. 一 批产品的不合格品率为0.02，现从中任取40件进行检查，若发现两件或两件 以上不合格品

就拒收这批产品．分别用以下方法求拒收的概率
(I)用二项分布作精确计算 ，

(2)用泊松分布作近似计算．
8. 设X服从泊松分布，且已知P(X=l)=P(X=2)，求P(X=4) .
9已知某商场一 天来的顾客数 X服从参数为入 的泊松分布，而每个来到商场的顾客购物的概率

为p，证明此商场 一 天内购物的顾客数服从参数为入p 的泊松分布．
10.设一个人 一 年内患 感冒的次数服从参数 入＝5 的泊松分布．现有某种预防感冒的药物对75%

的人有效（能将泊松分布的参数减少为入＝3） ， 对另外的25％的人 不起作用如果 某人服用了此药 ， 一

年内患了两 次感冒，那么该药对他（她）有效的可能性是多少？
11.有ÿ个朋友去喝咖啡 ， 他们决定用掷硬币的方式确定谁付账每人掷 一 次硬币，如果有人掷
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出的结果与其他两人不 一 样 ，那么由他付账 ， 如果三个人掷出的结果是一 样的 ， 那么就重新掷，一直
这样下去，直到确定了由谁来付账．求以下事件的概率

(I)进行到了第2轮确定了由谁来付账 ，

( 2)进行了3 轮还没有确定付账人．
12.从一个装有m个白球、n个黑球的袋中有返回地摸球，直到摸到白球时停止．试求取出黑球

数的期望
13.某种产品上的缺陷数X服从下列分布列

求此种产品上的平均缺陷数

P(X = k)＝丁言， k = 0, I,..., 
2 

14.设随机变量X的密度函数为
2x, 0 <x<l, 

p( x) =｛。 ， 其他
以Y表示对X的三次独立重复观察中事件IX,,;;1/2}出现的次数 ，试求P(Y=2).

15.某产品的不合格品率为 0.1，每次随机抽取10件进行检验，若发现其中不合格品数多于1，就
去调整设备．若检验员每天检验 4 次 ， 试问每天平均要调整 几次设备？

16.一个系统由多个元件组成 ， 各个元件是否正常工作是相互独立的，且各个元件正常工作的概
率为p若在系统中至少有一半的元件正常工作 ， 那么整个系统就有效．问p取何值时，5个元件的系
统比3 个元件的系统更有可能有效？

17.设随机变置X服从参数为入的泊松分布，试证明
E(X")＝入E[ (X+l)"-I] 1 

利用此结果计算E(X勹．
18令X(n,p)表示服从二项分布b(n,p)的随机变量，试证明

P(X(n,p) ,,;;i)= 1-P(X(n,l-p),,;;n-i-1). 
19.设随机变量X服从参数为p的几何分布 ，试证明旷）＝－plnp

X) 1-p 

20设随机变量 x- b(n,p)，试证明

E
尸）

＝ 1
－ （ l-p) 几令 l

X+I} (n+l)p
. 

§ 2.5 常用连续分布

在连续分布场合，密度函数与分布函数是可以相互导出的，含有相同信息，各有各
的用处，但在图形上密度函数对各种连续分布的特性能得到直观显示．如正态与偏态、
单峰与平顶都是依密度函数图形命名的，因而人们对密度函数更为注意．

2.5.1 正态分布
正态分布是概率论与数理统计中最重要的一个分布，高斯(Gauss, 1777-1855)在

研究误差理论时首先用正态分布来刻画误差的分布，所以正态分布又称为高斯分布．
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本书第四章的中心极限定理表明：一个随机变量如果是由大董微小的、独立的随机因
素的叠加结果 ，那么这个变量一般都可以认为服从正态分布．因此很多随机变量可以
用正态分布描述或近似描述，譬如测量误差、产品重量、人的身高、年降雨量等都可用
正态分布描述．

一、正态分布的密度函数和分布函数

若随机变量X的密度函数为
l 立工

p(x) =－--e 切2

怎6

-oo <x < oo (2.5.1) 

则称 X 服从正态分布，称 X为正态变昼，记作 X~N(µ，矿）．其中参数－oo <µ<oo, (T ＞0. 
其密度函数p(x)的图形如图2.5. I (a)所示．p(x)是一条钟形曲线，中间高、两边低、左
右关千x =µ 对称，µ是正态分布的中心，且在x =µ 附近取值的可能性大，在两侧取值
的可能性小．µ动是该曲线的拐点．

p(x) F(x) 

µ-a µ µ+a X µ X 

(a) 密度函数 p(x) (b) 分布函数 F(x)

图2.5. l 正态分布

正态分布 N(µ，矿）的分布函数为
x 上立？

F(x) =-—f - e 2,,
2 dt. 

平(T -0 

(2.5.2) 

它是一条光滑上升的 S 形曲线，见图 2.5.l(b).
图 2.5.2 给出了在µ和 6 变化时，相应正态密度曲线的变化情况．
·从图 2.5.2(a)中可以看出：如果固定 (T , 改变 µ 的值，则图形沿x 轴平移，而不

改变其形状也就是说正态密度函数的位置由参数 µ所确定，因此亦称 µ为位置参数．
·从图 2.5.2(b)中可以看出：如果固定 µ，改变 6 的值，则分布的位置不变，但 (T

愈小，曲线呈高而瘦，分布较为集中； 6 愈大，曲线呈矮而胖，分布较为分散．也就是说正
态密度函数的尺度由参数 6 所确定，因此称 6 为尺度参数．

二、标准正态分布

称 µ, =O,u =l 时的正态分布 N(O, 1)为标准正态分布．
通常记标准正态变量为U，记标准正态分布的密度函数为'P (u) ，分布函数为

中(u) ，即

1 u 2 

2 <p(u) =－—-e .'
尽

-oo <u < oo,
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p(x) 

OI µ µI X 
(a) a固定，µ值改变

p(x) 
0. 7 98L _ ＿ ＿ ＿ ＿ ＿ ＿ ＿ ＿

0.266 >一一一一一一

。 µ 
(b)µ固定，a值改变

图 2.5.2 正态密度函数

X 

中(u) = —J
u 

e 一了 dt, - oo < u < oo . 
尽－ o

由于标准正态分布的分布函数不含任何未知参数，故其值<P(u)=P(U�u)完全
可以算出，附表 2对 u�O 给出了中(u)的值．对于中(u)有

• <P(-u)= I－中（u).
• P(U>u)= 1-<P(u).
• P(a<U<b)＝中(b) －中(a).
• P (I U I <c) = 2中(c)-1 (c�O).

这些等式都不难推得．
例2.5.1 设 U~N(O,I)，利用附表 2，求下列事件的概率：
(I) P(U<l.52)= <P(1.52)= 0.935 7.
(2) P(U>l.52)= l-<P(l.52)= 1-0.935 7=0.064 3.
(3) P(U<-1.52)= l-<P(l.52)=0.064 3.
(4) P(-0.75�U�l.52) =<P(l.52) －中(-0.75)

＝中(1.52)-[l －中（0.75)] 
= 0. 935 7- 1 +0. 773 4 = 0. 709 I. 

(5) P(IUI �l.52)= 2中(I.52)-1=2x0.935 7-1 =0.871 4.

三、正态变量的标准化
正态分布有一个家族

护＝ ｛N(µ ，矿）： － oo < µ, < oo,(T ＞Ol, 
标准正态分布N(0, 1)是其一个中心成员．以下定理说明：一般正态变量都可以通过一
个线性变换（标准化）化成标准正态变量．因此与正态变量有关的一切事件的概率都可
通过查标准正态分布函数表获得．可见标准正态分布 N(0,1)对一般正态分布 N(µ, ,
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矿）的计算起着关键的作用．
定理 2.5.1 若随机变蜇 X~ N(µ，矿），则 U= (X -µ,) I u -N (0, 1).
证明 记X 与 U的分布函数分别为 Fx(x)与 Fu(u)，则由分布函数的定义知

Fu(u)=P(店 u)= P （气叫＝P(X郅如）＝ Fx(µ,+uu).

由于正态分布函数是严格单调增函数，且处处可导，因此若记X 与 U的密度函数分别
为 Px(x)与 Pu(u)，则有

d 1 _U2/2 Pu(u) =—Fx(µ +吓） ＝ Px(µ +吓）． 6 ＝ --e,
du 尽

由此得
X -µ U=_____:_:_ -N(O,l).

o· 

由以上定理，我们马上可以得到一些在实际中有用的计算公式，若随机变量 X~
N(µ,，矿），则

P(X::;;;c) ＝ 寸勹·
P(a < X::;;;b) ＝ 叶

b

;µ)－中『门·

例 2.5.2 设随机变量 X 服从正态分布 N(108,3勹，试求：
(1) P (102 <X <l 1 7) ;
(2) 常数 a，使得 P(X<a)= 0.95.
解 利用公式 (2.5.4)及查附表 2 得

、丿

、
�

3

4

．

．

 

5

5

．

．

 

2

2

 

（

（

(1) 
P (102 < X < 11 7) ＝中（ －中

117 - 1081 , 102 - 108 
3) （3)

＝中（ 3) -中(- 2) =中（ 3) +中(2) - 1
= 0.998 7 + 0.977 2 - 1 = 0.975 9.

(2) 由

P(X < a) ＝中(�) = 0.95, 或 中
1 (0.95) = �,3 3 

其中中
一 1

为中的反函数从附表2由里向外反查得
中(1,64)= 0.949 5， 中（ I,65) = 0.950 5,

再用线性内插法可得中(L645) = 0. 95 ，即中
－ 1 (0.95) = l. 645，故

a - 108 = 1.645,3 
从中解得 a = ll2.935.

从上例我们可以看出，有些场合下给定中(x)的值 p ，可以从附表 2 中由里向外反
查表来得到外，使中(xP ) = p 或中

－ l (p) ＝外，这时外称为标准正态分布的 p 分位数．在
上例中 1.645 就是标准正态分布的 0.95 分位数，更一般叙述见2.7.3 节．分位数在统计
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中被大量使用．
例 2.5.3 在考试中，如果考生的成绩 X 近似地服从正态分布，则通常认为这次考

试（就合理地划分考生成绩的等级而言）是正常的．教师经常把分数超过 µ+u 的评为 A
等，分数在µ到µ节之间的评为 B 等，分数在µ飞到µ之间的评为 C 等，分数在 µ-2(T
到 µ-u 之间的评为D等，分数在µ－加以下的评为F等．由此可计算得：

P(X� µ切）＝ P( 勹习） ＝ l －中(l) = 0.158 7,

P(µ 红<µ切）＝ P(o立于<l) ＝中(l)－中(O) =0.341 3, 

P(µ-(T 釭<µ) = P(-1主尘o) ＝中(0)－中(-1)=0.341 3,

X-µ P(µ-2卢 X<µ 了） ＝ P(-2三一<-l) ＝中(-1)－中（ － 2) =0.135 9,

P(X<µ-2(T）＝ P（勹＜－ 2) ＝中（ －2) =0.022 8. 

这说明：用这种方法划分成绩的等级，获得A等的约占 16%,B 等的约占 34%,C 等的
约占 34%,D 等的约占 14%,F 等的约占 2%.
四、正态分布的数学期望与方差

设随机变量 X~N(µ，矿），由于 U=(X-µ)lu - N(O, l)，所以 U 的数学期望为

E(U)=—f _ ue 了du,J汗 － 0

注意到上述积分的被积函数为一个奇函数，所以其积分值等于0，即 E(U)= 0．又因为
X=µ 切U，所以由数学期望的性质得

E (X) = µ + u x O = µ.

也就是说，正态分布 N(µ，矿）中的µ为数学期望
又因为

Var( U) = E( U勹 ＝ 』『 卢�du = 上(_ ud( - e一向
尽一。 尽－中

言(- ue -�

中

0 ＋ f勹�du) ＝勹
°

e ;du ＝二云＝ 1'
尽～。 尽

且 X=µ, 切U，所以由方差的性质得

Var(X) =Var(µ, + uU) = u2. 
这说明，正态分布 N(µ，矿）中另一个参数 (1'2 就是 X 的方差．

在求正态分布的数学期望和方差过程中，用到了一种变换：令 U=(X-µ,)lu，则
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E(U)= 0, Var(U)= I．这个变换在很多场合也可使用，也就是对任意非正态随机变量
x，如果 X 的数学期望E(X)和方差 Var(X)存在，则称

• X-E(X)
X = ✓Var(X)

为X的标准化随机变昌，且可得

E(X*) =O, Var(X')=l. 

五、正态分布的访原则

设随机变量 X~N(µ，矿），则

P(µ-ku<X<µ+ku)= P(I 于 I <k)＝中(k) －中(-k)= 2中(k) -1 
当k=l,2,3时，有

P(µ 飞<X<µ+u)= 2中（1) -1 = 0. 682 6, 
P(µ-2u<X<µ+2u) = 2中(2)-1 = 0. 954 5, 
P(µ-3u<X<µ+3u) = 2中(3)-1 = 0. 997 3. 

(2.5.5) 

这是正态分布的重要性质．假如某随机变量取值的概率近似满足(2.5.5)，则可认
为这个随机变量近似服从正态分布；假如(2.5.5)三式中有一个偏差较大，则可以认为
这个随机变量不服从正态分布．这就是正态分布的 3u 原则，这个原则在X的观察值较
多（成百上于个）时，常用于判断X的分布是否近似服从正态分布．

在生产中某产品的质量要求常规定其上、下控制限，若上、下控制限能覆盖区间
(µ,-3u,µ,+3u)，则称该生产过程受控制，并称其比值

cp = 上控制限－下控制限
6u 

为过程能力指数当 Cp<l 时，认为生产过程不足；当 cp �l.33 时，认为生产过程正常；

当CP 为其他值时，常认为生产过程不稳定，需要改进．

2.5.2 均匀分布

一、均匀分布的密度函数和分布函数

前面曾以例子形式说明过均匀分布，这里给出一般的叙述：若随机变量X的密度
函数（见图 2.5.3(a)）为

p（兀） ＝ ｛b 
： 

a
, a < x < b,

0, 其他
(2.5.6) 

则称 X 服从区间 (a, b)上的均匀分布，记作 X-U(a ,b)，其分布函数（见图 2.5.3
(b)）为
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(a)密度函数p(x)
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三 X

图 2.5.3 (a,b) 上的均匀分布

均匀分布又被称为平顶分布，它的背景可视作随机点 X等可能地落在区间(a, b) 
上．均匀分布在实际中经常使用，譬如一个半径为r的汽车轮胎，因为轮胎圆周上的任
一点接触地面的可能性是相同的，所以轮胎圆周接触地面的位置X服从(0,21Tr)上的
均匀分布，这只要看一看报废轮胎的四周磨损程度几乎是相同的就可明白均匀分布的
含义了．

例2.5.4 设随机变量X服从（0,10)上的均匀分布，现对X进行4次独立观测，试
求至少有3次观测值大于5的概率．

解 设随机变僵Y是4次独立观测中观测值大于5的次数，则Y~b(4,p)，其中
p=P(X>5)由X~U(0,10)，知X的密度函数为

p(x) =｛面' 0 < x < 10, 
0, 其他

所以
p = P(X > 5) = {

0

上dx =+ 
5 10 2'

于是
P(Y;;,:, 3) ＝ (:）队1 - p) ＋忙） p4 = 4片） ＋片）

4
=� 

二、均匀分布的数学期望和方差

设随机变量X~U(a,b)，则
E(X) = f. �dx =x b2 -a2 a +b

• b - a-·· 2 (b - a) 2'
这正是区间 (a,b)的中点．

又因为
E(X2) = { �dx =矿－ a3 = a 2 + ab + b2 

a b - a-·· 3 (b -a) 3 '
由此得X的方差为
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Var(X) = E(X2) - [ E(X)] 2 = � _ � =a 2 + ab + b 2 (a + b) 2 (b - a )  2 

3 4 12. 
譬如，均匀分布U(1,5 )的均值E(X) = 3，方差Var(X)= 4/3. 
2.5.3 指数分布
一、指数分布的密度函数和分布函数

若随机变量X的密度函数（见图2.5.4)为
p(x) = { 入e一 ”,X ::!= 0 , 

0 , X < 0, 

3

2

(2.5.8) I 
0.5 

则称X服从指数分布，记作X~Exp（入），其中参数入＞0. 0 
指数分布的分布函数为

F （兀） ＝ ｛ 1 － e一”, 冗 >0 ,

0 , X < 0. 

p(x) 

2 3 X 

(2.5.9) 
图2.5.4 参数为入的指数

分布密度函数

指数分布是一种偏态分布，由于指数分布随机变量只可能取非负实数，所以指数
分布常被用作各种“寿命 ”分布 ，譬如电子元器件的寿命、动物的寿命、电话的通话时
间、随机服务系统中的等待时间等都可假定服从指数分布．指数分布在可靠性与排队
论中有着广泛的应用．
二、指数分布的数学期望和方差

设随机变量X~Exp（入），则
E(X) = (认 e-Ax 扣＝ f：xd( － e入%) = － 无e-Ax I ; + J>-Ax dx = _ + e -Ax I : = + 

在指数分布中，有时记O=l／入，则0为指数分布的数学期望
又因为

f
o E(X2 ) = r /入e-A, dx = r x2 d( - e一人工） ＝ － x2 e一人x + 2 x e-“dx = －2 

0 + 2 I 0 入2'

由此得 X 的方差为
2 1 1 Var (X) = E (X2) - [ E (X) ] 2 = �一勹＝飞入入入

譬如，某电子元件的寿命（单位：h)X服从指数分布E兀 p（入），其中入＝0.001，则平
均寿命为1 000(h)，方差为106(h2 )．寿命数据的方差常是很大的．
三、指数分布的无记忆性

在离散分布场合下，定理2.4.2给出了几何分布的无记忆性，而在连续分布场合
下，下面给出指数分布的无记忆性．

定理2.5.2（指数分布的无记忆性） 如果随机变量X~ Exp（入），则对任意s>O,t> 

1 。1 
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0，有
P(X > s +ti X > s) =P(X > t). (2.5.10) 

上式可以理解为：记X是某种产品的使用寿命(h)，若X服从指数分布，那么巳
知此产品使用了 s (h)没发生故障，则再能使用t(h) 而不发生故障的概率与已使
用的s(h)无关 ，只相当于重新开始使用t (h)的概率，即对已使用过的s(h)没有
记忆

证明 因为 X~Exp （入），所以 P(X>s)=e一入',s>O．又因为
!X>s+tlc!X>sl,

于是条件概率
P(X > s + t) e-A(， +t) 

P(X > s + t I X > s) = � = � = e 一人I = P(X > t). P(X > s) e 一人＄

这就证明了(2.5.IO)式．
以下例子说明了泊松分布与指数分布的关系．
例 2.5.5 如果某设备在长为t 的时间[ 0, t] 内发生故障的次数 N(t) （与时间长度

t有关）服从参数为 M 的泊松分布，则相继两次故障之间的时间间隔 T 服从参数为入
的指数分布

解 设 N(t) ~P（入 t），即
（入t)P(N(t) =k)= —-－e.., k = 0, 1,…. k! 

注意到两次故障之间的时间间隔 T 是非负随机变量，且事件I T�t} 说明此设备在
[ 0, t] 内没有发生故障，即 {T>tl={N(t) ＝ Ol，由此我们得

当 t<O 时，有 F/t)=P(T�t)=O;
当 t�O 时，有

Fr(t) = P(T � t) = I - P(T > t) = I - P(N(t) = O) = I - e一”,
所以 T~Exp （入），即相继两次故障之间的时间间隔 T 服从参数为入 的指数分布，图
2.5.5 示意其间关系．

2.5.4 伽马分布

一、伽马函数

称以下函数

故障次数N(t)-P（入1)

｀ 亨 矗

0 故障间隔T~Exp（入）

图2.5.5 故障次数与故障间隔之间的关系

r(a) ＝ f xa-1亡dx

为伽马函数，其中参数 a>O．伽马函数具有如下性质：
(2.5.11) 
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Il. r(l)＝ 1,r巨） ＝石．

2. r(a+l)＝叶(a)（可用分部积分法证得）当a 为自然数n时，有
r(n +l)=叮（几） ＝ n!. 

二、伽马分布

若随机变量X的密度函数为
p(x) ＝ {｀)xol e

人..
: 

: 
:: 0, X < 0, 

则称X服从伽马分布，记作X- Ga(a，入），其中a>O为形状参数，入＞0为尺度参数．图
2.5.6给出若干条入固定、a不同的伽马分布密度函数曲线，从图中可以看出：

(2.5.12) 

p(x) p(x) p(x) 

入

。 X 0 

l<a,;;2 a>2

x 0 x

(a) (b) 

图2.5.6 人固定、不同a 的伽马分布密度函数曲线

(c) 

· 当0<a<l时，p(x)是严格下降函数，且在x=O处有奇异点．
· 当a=l时，p(x)是严格下降函数，且在x=O处p(O)＝入．
· 当l<a:::;2时，p(x)是单峰函数，先上凸、后下凸．
· 当2<a时，p(x)是单峰函数，先下凸、中间上凸、后下凸．且a越大，p(x)越近似

于正态 密度函数，但伽马分布总是偏态分布，a越小其偏斜程度越严重．
三 、 伽马分布 Ga(a ，入）的数学期望和方差

利用伽马函数的性质，不难算得 伽马分布Ga(a，入）的数学期望为
入E(X) = �r xae 一人'dx= f(a + l) l ar(a)。 r位）入入

又因为
入E (x2 ) = � t X a+ I e -Ax dx = f(a+2)a(a+l) r(a)。 入r(a)入

由此得X的方差为
Var(X)=E(X勹－［E(X)]2 =�入：l） － (f) 2 = :． 

四 、 伽马分布的两个特例

伽马分布有两个常用的特例：
103
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(l)a = l 时的伽马分布就是指数分布，即
Ga(I ，入） ＝ Exp(入）． （ 2.5.13)

(2) 称a = n/2，入＝ 1/2 时的伽马分布是自由度为 n 的X2 （卡方）分布，记为
欢 n)，即

叫启）＝X
2(n)， (2.5.14) 

其密度函数为

p(•)=l［宁） e fx; 1, x > 0,
。 X < 0. 

(2.5.15) 

这里n是x
2 分布的唯一参数，称为自由度，它可以是正实数，但更多的是取正整数， x

2

分布是统计应用中的一个重要分布．
因为x

2 分布是特殊的伽马分布，故由伽马分布的期望和方差，很容易得到 x
2 分布

的期望和方差为
E(X) = n, Var(X) = 2n. 

例 2.5.6 电子产品的失效常常是由于外界的 “ 冲击引起 ＂ ．若在(0,t)内发生冲击
的次数 N(t)服从参数为入t 的泊松分布，试证第n次冲击来到的时间 Sn 服从伽马分布
Ga(n，入）．

证明 因为事件 ” 第n次冲击来到的时间 S几 小于等于 t” 等价于事件 ” (0, t) 内发
生冲击的次数 N(t)大于等于n"，即

千是立的分布函数为
IS.� ti= IN(t) ;?!: nl.

'" , . ' k （入t) ＿” F(t) = P(S. � t) = P(N(t) ;?!: n) = L-—e _,,. 
k = n k ! 

用分部积分法可以验证下列等式

所以

n - 1 （入t)k 入n2 —-e 一人' = 中 n - I e -A, 

k= 。 k! f(n)J, J
. x•-1 e -A, dx.

入
n 

F(t) ＝ f x n-1 e-“dx, r(n) 。
这就表明 S. ~ Ga(n，入）．证毕．

2.5.5 贝塔分布

一、贝塔函数
称以下函数

B(a,b) = J>•-\ 1 - x)6-1dx。
为贝塔函数，其中参数 a>O,b>O.

(2.5. 16) 

(2.5.17) 
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贝塔函数具有如下性质：
(1) B(a,b)= B(b,a).
证明 在(2.5.17)的积分中令y= 1-x，即得

f
o B (a, b) = J. (l - y)"-1尸(- dy) = to - y)"-1/-1dy = B(b,a).。

(2)贝塔函数与伽马函数间有关系
B(a,b) = r(a)r(b) 

f(a+b). 
证明 由伽马函数的定义知

改》 中r(a) r(b) ＝ f f xa-lyh -le一 (x+y) dxdy,
o o 

作变量变换 X = UV, y = U (1 -v)，其雅可比行列式J=-u．故

(2.5.18) 

l o f(a)f(b) =LL (uv)"-1[u(l - v)] 6-1e-"ududv
o o 
'" I = fo 

u a+b-1 e -uduf v a- I (l - v) b-1 dv。
= r(a + b)B(a,b), 

由此证得(2.5.18)式
二、贝塔分布

若随机变量X的密度函数为
p(x) ＝ ｛r``)）xa l(l - x) b-1, 0 < x < l,

0, 其他，
则称X服从贝塔分布，记作X- Be(a,b)，其中a>O,b>O都是形状参数．图2.5.7给出几
种典型的贝塔分布密度函数曲线．

(2.5.19) 

p(x) p(x) 队x) p(x) 
＝
＝

 

a
b

 

0 x, X2 I X 0 I x 0 

图 2.5.7 贝塔分布密度函数曲线

X 0 I X 

从上图可以看出：
·当a<l,b<l时，p(x)是下凸的U形函数．
·当a>l,b>l时，p(x)是上凸的单峰函数．
·当a<l，妇斗时，p(x)是下凸的单调减函数．
·当a习，b<l时，p(x）是下凸的单调增函数．

1 。5 
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·当a=l,b=l 时，Be(1, 1) = U (0, 1) .
因为服从贝塔分布 Be(a,b) 的随机变量是仅在区间(0,1) 取值的，所以不合格品

率、机器的维修率、市场的占有率、射击的命中率等各种比率选用贝塔分布作为它们的
概率分布是恰当的，只要选择合适的参数 a与b 即可．

三、贝塔分布Be(a,b)的数学期望和方差
利用贝塔函数的性质，不难算得贝塔分布 Be(a,b) 的数学期望为

r(a + b) 1 a E(X) ＝ f x(l -x) dx = b-1. r(a + b) r(a + l)f(b) a 
r(a)r(b) 。 r(a)r(b). r(a + b + 1) = a + b. 

又因为
r(a + b) r 1 

E(X2 ) ＝ f xa+1(l -x) b 一 1dx = 
r(a + b) ． r(a + 2) r(b)

r(a) r(b) 。 f(a)f(b) r(a+b+2) 

＝ a(a + I)
(a+b)(a+b+l) 

由此得X的方差为
a (a + 1) / a \ • ab Var (X) = � -（二） ＝

（�+b+I) · 

以下我们将常用分布及其期望和方差以表格形式放在一起．
表2. 5.1 常用概率分布及其数学期望和方差

分 布

0-1 分布

二项分布
b(n,p) 

泊松分布
P（入）

超几何分布
h(n,N,M) 

几何分布
Ge(p) 

负二项分布
Nb(r,p) 
正态分布
N(µ,u2 ·) 
均匀分布
U(a,b) 

分布列 pK 或分布密度 p(x)

P, = pk "(1-p) l .-K ., k=O, I

pk =(K
n
) P

k(1-p) n-K, k=O,l,·..,n

入k 一入pk = -k-! e, k = O, 1,... 

门（：了）p, = 

(：) 
， 

pk = （I-p) k-1 p,

k =0,1,···,r, 
r= minl M,nl 

k= 1,2,··· 

P1= (1-p)._,p', (
k-1

) r-1 k = r, r+ l,… 

l
{ 

(x-µ)2

} p(x)=-exp --,-, 一o:, <x<o:, 
尽6 切

l p(x)＝一b ， a<x<b -a 

期 望

p 

np 

入

M n 一
N 

I 
p 
r 
p 

µ 

a+b 
2 

方 差

p(l-p) 

np(1-p) 

入

nM(N-M)(N-n) 
N\N-1) 

1-p 
2 p 

r(1-p) 
2 p 

o· 

(b-a) 2
12 



分 布

指数分布
Exp（入）

伽马分布
Ga(a，入）

欢n)分布

贝塔分布
Be(a,b)

对数正态分布
LN(µ ．矿）
柯西分布
Cau (µ, ，入）

韦布尔分布

分布列pK 或分布密度p(x)

p(x)＝入e- 入 ',x;;,,,O

入a 
Q一 I -Ax p(x)=－—-x e , x;l:0r(a) 

n/2-1- 工/2
X e p(x)= 'f(n/2)2 n/2 x;i,O

f(a+b) 。一I b-1 p(x)= 
r(a) r(b) x (l -x)， O<x<I

I 
{ 

(lnx-µ,)2

} p(x)=-exp - 2 , x>O
尽吓 切

I A p(x)=— , －ex, 勺<ex,'IT矿＋（x-µ,)l 

p(x)= F'(x),F(x)= I-exp{-(—
n 

X \ ) m ｝ ,x>O

期 望

I 
入

a
入

n

a 
a+b

e µ+(1'2 /2

不存在

叫 1+—m
I 

)

注：表中仅列出各分布密度函数的非零区域

r 习 腔 2 5 l 

§ 2.5 常用连续分布 Ill

续表
方差

I
入2 

入2 

2n

ab
(a+b/(a+b+l)

ei,.•a2 ·(eg a2 • -I)

不存在

71 2 [ r(I＋订－

r2（吐）］

I.设随机变量X服从区间(2,5)上的均匀分布，求对X进行3次独立观测中，至少有2次的观测
值大千3的概率

2. 在（0,I) 上任取 一 点记为X，试求P(亡:-X+;纣)
3.设K服从(1,6)上的均匀分布，求方程x +Kx+I =O有实根的概率
4.若 随机变量 K~N伍，矿） ，而 方程无2 +4x+K=O无实根的概率为0.5 ，试求 µ

5.设流经 一 个2 n电阻 上的电流强度［是 一 个随机变量， 它均匀分布在 9 A至II A之间 ．试求
此电阻上消耗的平均功率 ，其中功率W=2!'.

6某种圆盘的直径在区间(a,b)上服从均匀分布 ，试求此种圆盘的平均面积．
7设某种商品每周的鬻求量X服从区间(10,30)上均匀分布，而商店进货数为区间(10,30)中

的 某一整数 ，商店每销售l单位商品可获利500元，若供大于求则降价处理，每处理1单位商品亏损
100元 ，若供不应求， 则可从外部调剂供应 ， 此时每1单位商品仅获利300元．为使商店所获利润期望
值不少于9 280元，试确定最少进货量．

8统计调查表明，英格兰1875年至1951年期间在矿山发生10人或10人以上死亡的两次事故
之间的时间 T(以日计）服从均值为241的指数分布．试求P(50<T<IOO).

9若一次电话通话时间 X(以min计）服从参数为0.25的指数分布，试求一次通话的平均时间．
JO.某种设备的 使用寿命 X （以年计）服从指数分布，其平均寿命为4年．制造 此种设备的厂家规

定 ，若设备在 使用一年之内损坏 ， 则可以予以调换．如果设备制造厂每售出 一 台设备可赢利100元 ，而

107



Ill 第二章 随机变量及其分布
调换一台设备制造厂需花费300元试求每台设备的平均利润．

II 设顾客在某银行的窗口等待服务的时间 X( 以 min计）服从指数分布 ， 其密度 函数为
p(x) ＝ {；e ;, x > 0,

0, 其他某 顾客在 窗口等待服务，若超过10 min他就离开．他—年要到银行5 次，以Y表示 一 年内他未等到服务而离开 窗口的次 数 ，试求P(Y� I) 12.某仪器装了3个独立工作的同型号电子元件 ， 其寿命X（以h计）都服从 同 一 指数分布，密度函数为
p(x) ＝ ［盂盂 x > 0,

0, 其他试求此仪器在最初使用的200 h内 ， 至少有一 个此种电子元件损坏的概率．13.设随机变量X的密度函数为
p(x) =｛入e-“,0, 试求k，使得P(X>k)= 0.5. 14.设随机变量X的密度函数为

X > 0, 兀"=: 0 （入＞0).

1/3, 0,:;; x,:;; I, p(x) ＝{2/9, 3 < x < 6, 0, 其他若P(X;;l:k)= 213，试求k的取值范围15.写出以下正态分布的均值和标准差
P, (x) ＝上e-1,2 •••••1, Pi(x) ＝ He 五

2 , p3(x) ＝上e-, 2 

石 'IT 5 16.某地区18岁女青年的血压X（收缩压， 以mmHg计）服从N(110,12勹．试求该地区18岁女青年的血压在 100至120的可能性有多大？17.某地区成年男子的体重X( 以kg计）服从正态分布N伍，矿）．若已知P (X � 70) = 0. 5,P(X�60) = 0.25. (I)求µ 与6各为多少？(2) 若在这个地区随机地选出5名成年男子 ，问其中至少有两人体重超过65kg的概率是多少？18.由某机器生产的螺栓的长度（以cm计）服从正态分布N(10.05,0.06勹，若规定长度在范困(10.05士0.12)cm内为合格品 ，求螺栓不合格的概率．19.某地抽样调查结果表明，考生的外语成绩（以百分制计）近似地服从 µ =72的正态分布，已知96分 以上的人数占总数的2.3%，试求考生的成绩大干等于60分的概率．20.设随机变量X-N(3,2勹．(I)求P(2<X�5) ;(2)求P(IXl>2);(3)确定c 使得P(X>c)= P(X<c).21若随机变量X-N(4,3勹(I)求P(- 2<X�IO) ;(2)求P(X>3) ;(3)设d满足P(X>d);:;,:0.9，问d至多为多少？22.测量到某 一 目标的距离时 ， 发生的随机误差X（以m计）具有密度函数
p(x) 2 l 1冥 一 2OI= e一亏40尽 -oo < x <oo.
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§ 2.6 随机变量函数的分布 Ill

求在三次测量中，至少有一 次误差的绝对值不超过30 m的概率．
23.从甲地 飞往乙地的航班 ， 每天上午10: 10起飞，飞行时间 X服从均值是4h ， 标准差 是20 mm

的正态分布
(I)该机在下午2 30以后到达乙地的概率是多少？
(2)该机在下午2:20以前到达乙地的概率是多少？
(3)该机在下午l 50 至2 30之间到达乙地的概率是多少？
24. 在某场招聘人员的考试中 ，共有IO 000人报考 ．假设考试成绩服从正态分布，且已知90分以

上有359入，60分以下有1 151人现按考试成绩从高分到低分依次录用2 500人， 试问被录用者中最
低分为多少？

25.设随机变量X服从正态分布N(60,32 ) ， 试求实数 a,b,c,d使得X落在 如下五个区间 中的概
率之比为7 : 24 : 38 : 24 : 7. 

(-00,a], (a,b], (b,cl, (c,d], (d,00). 
26设随机变量X与Y均服从正态分布 ， X服从正态分布N伍，42 )'y服从正态分布N伍，5勹，试

比较以下p 1 和p2 的大小．
P i =PIX� µ -41, P2 =PIY� µ +5I. 

27.设随机变量X服从正态分布N(O,(T勹，若P(IXI>k) = 0.1，试求P(X<k).
28.设随机变量X服从正态分布N(µ,(Tl)，试问随着(T的增大舟t率P(IX-µ l<u)是如何变

化的？
29.设随机变量X服从参数为µ = 160和(T的正态分布戊耟要求P(120<X�20们�0.90,1店午(T

最大为多少？

30.设随机变量X~ N(µ,(T勹，求E(IX-µI)

31.设随机变量X-N(O,(T勹，证明E(IXI)= (T《二2
勹

32.设随机变量X服从伽马分布Ga(2,0.5) ， 试求P(X<4).
33.某地区漏缴税款的比例X服从参数 a = 2,b = 9的贝塔分布 ， 试求此比例小于IO％的概率及平

均漏缴税款的比例．
34.某班级学生中数学成绩不及格的比率X服从 a = I,b=4的贝塔分布，试求P (X>E(X)).

§ 2.6 随机变横函数的分布

设y=g(x)是定义在 R 上的一个函数，X是一个随机变量，那么 Y=g(X)作为X的
函数，同样也是一个随机变董．在实际问题中，我们经常感兴趣的问题是：已知随机变
量X的分布，如何求出另一个随机变量 Y=g(X)的分布．

寻求随机变量函数的分布，是概率论的基本技巧，在概率论与数理统计中经常要
用到这些技巧下面对离散和连续两种场合分别讨论随机变量函数的分布．

2.6.1 离散随机变量函数的分布

离散随机变量函数的分布是比较容易求得的．设X是离散随机变量，X的分布

列为
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XI 无 l 父2 兀

PI p(x1) p(x2) … p(x n) 

显然Y=g(X)也是一个离散随机变蜇，此时Y的分布列就可以很简单地表示为
y I g(x,) g(x2) g(x n ） 

Plp(x,) p只） p(x.) 

当g(x1 ),g(x2 )，…，g只），...中有某些值相等时，则把那些相等的值分别合并，并把
对应的概率 相加即可．

例2.6.1 巳知随机变量X的分布列如下，求Y=X2 +X的分布列．
X -2 -1 。 2
p 0.2 0.1 0.1 0.3 0.3 

解 Y=X2 +X的分布列为
y 2 。 。 2 6 

p 0.2 0.1 0.1 0.3 0.3 

再对相等的值合并 ， 得
y 。 2 6 

p 0.2 0.5 0.3 

2.6.2 连续随机变量函数的分布

离散随机变量的函数仍是一个离散随机变量．但连续随机变量X的函数Y=g(X)
不一定为连续随机变量，以下我们分几种情况讨论Y=g(X)的分布．

一、当 Y=g(X) 为离散随机变量

在这种情况下，只须将Y的可能取值一一列出，再将Y取各种可能值的概率求出
即可例如，设X~N(µ，矿）， 叶°, X<µ,

1, X�µ,. 
则很容易计算得：Y服从p=0.5的0-1分布．

二、当 g(x) 为严格单调函数时

在这种情况下有以下定理：
定理2.6.1 设X是连续随机变量，其密度函数为Px(x).Y=g(X)是另一个连续随

机变量若y=g(x)严格单调，其反函数h(y)有连续导函数，则Y=g(X)的密度函数为

p/y) = { 
Px[h(y)] lh'(y) I, a < y < b, 

0 , 其他
其中a =min! g (-00), g (00)) , b =max! g (-00), g (00)). 

(2. 6.1) 

证明 不妨设g(x)是严格单调增函数，这时它的反函数h(y)也是严格单调增函
数，且h'(y)>0记a =g(-00),b=g(00)，这意味着y=g(x)仅在区间(a,b)取值，于是



§ 2.6 随机变量函数的分布 Ill

当y< a时，
F/y) =P(Y,s;;y) =O;

当y> b时，
F/y) =P(Y,s;; y) = l; 

当a:s;;y,s;;b时，
h(r) F/y) = P(Y,s;; y) = P (g( X) :s;; y) = P ( X,s;; h(y)) = f -� Px(x)dx.

由此得Y的密度函数为

p/y) =｛。,
Px[h(y) ]h'(y) , a < y < b, 

其他
同理可证当 g(x)是严格单调减函数时，结论也成立．但此时要注意 h' (y)<O，故要

加绝对值符号，这时a=g ( oo), b=g( -oo) ．综上所述，定理得证．
利用以上定理，我们来证明几个很有用的结论，并用定理形式表示．
定理 2.6.2 设随机变董 X服从正态分布 N( µ,，矿），则当a'l'O时，有 Y=aX+b ~

N (aµ,+b,a2矿） ．

证明 当a>O时，Y=aX+b是严格增函数，仍在（ － 00 , 00）上取值，其反函数为 X =

(Y-b) la，由定理2.6. 1可得
y -b\ 1 1 r 1 / y - b py (y) ＝ px( ） － ＝ －exp{ －— -µ,) } � 

a a扣 2<T2(a) ｝ a
1 r (y -aµ,-b)

2 

＝尽�exp{-�}
这就是正态分布 N(aµ,+b,a2矿）的密度函数．

当a<O时，Y=aX+b是严格减函数，仍在（ － 00, 00）上取值，其反函数为 X=(Y-b) I
a，由定理2.6.1可得

1 r (y -aµ,- b)
2 

Py (y) ＝玉 I a | <T
exp{-Y<T

2 }
这是正态分布 N( aµ, +b,a2

矿）的密度函数，结论得证．

这个定理表明：正态变量的线性变换仍为正态变量，其数学期望和方差可直接
从线性变换求得．若取a= 11 a, b = -µ,I<T，则Y=aX+b~N (0,1) ，此即上一节的定理

2.5.1. 
例2.6.2 ( 1) 设随机变量 X~N ( I0,2勹，试求Y=3X+5的分布；
(2)设随机变量 X ~ N (0,2勹，试求Y= -X的分布
解 （ 1)由定理2. 6.2知Y仍是正态变量，其数学期望和方差分别为

E (Y) = E (3X + 5) = 3 x IO + 5 = 35, 
Var(Y) = Var(3X + 5) = 9 X i2 = 36.

所以Y=3X+5的分布为 N(35, 6勹．

(2) y仍是正态变量，其数学期望和方差分别为
E(Y) = E ( - X)=O, 
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Var(Y) = Var(- X) = i. 
所以 Y =-X 的分布仍为 N(0,2勹．这表明 X 与－X 有相同的分布，但这两个随机变量是
不相等的所以我们要明确，分布相同与随机变量相等是两个完全不同的概念．

定理 2.6.3 （对数正态分布） 设随机变量 X~N(µ，矿），则 Y = ex 的概率密度函
数为

Py(y) ＝l:exp{－ （lny26-2µ)2 }，y > 0, 
0, y � 0. ( 2.6.2)

证明2.6. l 可得
y = e又是严格增函数，它仅在(0' 00 ）上取值，其反函数为 X = ln r，由定理

当 y::::O 时，F/y)= 0，从而 Pr(y)=O.
当 y>O 时，Y 的密度函数为

PY(y) ＝ -exp{ -l r (ln y - µ, ) 2 l l l (lny - µ, )心 262 }了 ＝ 王yaexp{ － 2u2 } · 
定理得证．

这个分布被称为对数正态分布，记为LN(µ,，矿），其中µ称为对数均值，矿称为对
数方差对数正态分布LN伍，矿）是一个偏态分布，也是一个常用分布，实际中有不少
随机变量服从对数正态分布，譬如

· 绝缘材料的寿命服从对数正态分布．
· 设备故障的维修时间服从对数正态分布．
· 家中仅有两个小孩的年龄差服从对数正态分布．

定理 2.6.4 设随机变量 X 服从伽马分布 Ga(a，入），则当 k>O 时，有 Y=kX -Ga(a，入／k).
证明 因为 k>0，所以 y = kx 是严格增函数，它仍在(0' 00 ）上取值，其反函数为无 ＝ylk，由定理 2.6. l可得
当 y<O 时，p/y)= 0.
当 y;:;:::O 时，

p/y) = px(f) 』＝ �(f) a-I exp{－入 T}= �ya-1 exp{- TY}
此即 Ga(a，入／k）的密度函数，结论得证．

这个结论是很有用的，譬如当 X- Ga(a，人），则 2入X- Ga (a, 1/2) = x\ 2a)，即任

一伽玛分布可转化为x
2

分布
定理 2.6.5 若随机变量 X 的分布函数 Fx(x）为严格单调增的连续函数，其反函数F; 1(y)存在，则 Y=Fx(X)服从（ 0, l)上的均匀分布 U(O,l).
证明 下求 Y=F/X)的分布函数．由于分布函数 Fx(x)仅在[ 0, l] 区间上取值，故
当 y<O 时，因为! Fx(X) �y} 是不可能事件，所以F / y) = P (Y � y) = P (F x (X) � y) = 0. 
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当0<y<1时，有F/y)=P(Y�y)=P(凡（X)� y) = P(X � F; 1(y)) = Fx(F;'(y)) = y.当y习时，因为(Fx(X)�y)是必然事件，所以F/y)=P(Y�y)=P(Fx(X) �y)= I.综上所述，Y=Fx(X)的分布函数为0, y < 0, Fy(y) ＝｛y, 0 <  y < l, l, y�l. 这正是(0,1)上均匀分布的分布函数，所以Y-U(O,l).这个定理表明：均匀分布在连续分布类中占有特殊地位．任一 个连续随机变量X都可通过其分布函数F(X)与均匀分布随机变量 U 发生关系．譬如X服从指数分布Exp（入），其分布函数为F(x)=1-e-人x ，当x换为X后，有
U= 1-e一人X 或 1 1 X=-ln — 入 1-u·后一式表明：由均匀分布U(0, I)的随机数（伪观察值）u,可得指数分布Exp（入）的随机l I 数x, ＝ －ln —— ,i= 1,2,…，n,…而均匀分布随机数在任一个统计软件中都可产生，从入1-u而指数分布（继而 其他分布）随机数也可获得．而各种分布随机数的获得是进行随机模拟法（又称蒙特卡罗法）的基础．

三、当g(x)为其他形式时当使用定理2.6.1寻求连续随机变量Y=g(X)的分布 有困难时，可直接由Y 的分布函数Fr(y)=P(g(X) �y)出发，按函数g(x)的特点作个案处理 ，具体见下面例子例2.6.3 设随机变量X服从标准正态分布N(0, l)，试求Y=X2 的分布．解 先求Y 的分布函数Fy(y)由于Y=X2 ;;:=O，故当y�O时，有F/y)= O，从而p/y)= 0当y>O时，有
F / y) = P (Y � y) = P (X2 � y) = P (气y�X�✓r ) =2中伍）－l.

因此Y 的分布函数为
Fy(y) = I2中伍） －I, y > 0, 

0, y � 0.

再用求导的方法求出Y 的密度函数
Py(y) ＝｛玉） y了，y ＞ 0, ＝ ｛言y石令，y ＞ 0, 

0, y � 0 0, y � 0. 
对照x2 分布的密度函数，可以看出Y ~X\ l).
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例 2.6.4 设随机变量 X的密度函数为

Px(x) ＝ ｛:， 0 < x <'TT， 
0, 其他

求Y=sin X的密度函数 p y(y)．
解 由于随机变量 X在(0,'TT ）内取值，所以 Y=sin X 的可能取值区间为(0,l]．在

Y的可能取值区间外， p y{y) = O.
当O<y=::;;l 时，使[Y=::;;yl的x取值范围为两个互不相交的区间，见图 2.6.l. 

y 

Y, I' . 

。三�,'''． ．arcsm y it-arcsm y 
图 2.6.1 y=sinx 的图形

.1 1(y) = [O,x,] = [O,arcsin y], 
A 2(y) ＝ ［气，1T] = [ 1T - arcsiny, 1r]. 

于是
[ Y < yl = ｛ X E A 1(y) l u {X E A 2(y) ｝ 

= IO � X � arcsiny l U I 1T - arcsiny � X �叫，
故 arc01ny ,r F/y) = P(Y:::;;y) = f0,px(元）如＋ f,r－arc,in/ X(X) dx

， xd让一矿y 
n

 
·
1

 
．

 
a

 

F

F

卢

已

＋
 xd让一矿

ynI．
 

cra

0

 

令

J

＿＿
 

在上式两端对y求导，得
2arcsiny. 2 ('1T －arcsiny) 2 Py(y) ＝ ＋ ＝ 

矿五言了 矿五言了 五勹 ＇ O < y�l. 

r习腔26 l 
I.已知离散随机变量X的分布列为

X I -2 -1 0 I 3 

p l-
5

1-
6

＿
5

-
15

II 
30 

试求Y=X2 与Z= IXI的分布列．

2.已知随机变量X的密度函数为
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2 I p(兀） ＝—· , 
工 一黑'IT e- + e 

试求随机变量 Y=g(X)的概率分布，其中

－ oo ＜ x < OO. 

g(x) = { :, 
1,当x ＜ 0, 

I, 当X � 0. 
3.设随机变量X服从(-1,2)上的均匀分布，记

1, X � 0, 
Y = ｛ ＿ l, X < 0.

试求 Y 的分布列．
4. 设随机变量 X-U(0,1)，试求 1-X 的分布．

5.设随机变量 X 服从(-'IT/2,'IT/2)上的均匀分布，求随机变量 Y=cos X 的密度函数p(y).
6. 设圆的直径服从区间 (0, I) 上的均匀分布，求圆的面积的密度函数．
7. 设随机变量 X 服从区间 (1,2)上的均匀分布，试求 Y=e"的密度函数．
8. 设随机变量 X 服从区间 (0,2)上的均匀分布
(I) 求 Y=X2 的密度函数 ， （ 2) 求 P(Y<2).
9.设随机变量X服从区(Bl(-1, I)上的均匀分布，求

(I) P(IXI>了），
(2) Y= IXI的密度函数．
10. 设随机变量 X 服从(0,1)上的均匀分布，试求以下 Y 的密度函数
(I) Y= -2ln X; (2) Y= 3X+ 1,
(3) Y = / ; (4) Y = I lnX I. 
11. 设随机变量 X 的密度函数为

px(x) ＝ ｛产，－ 1 ＜ x < l, 

0, 其他
试求下列随机变量的分布

(1) Y,=3X; (2) Y2 =3-X; (3) Y3=X2 .2 

12. 设随机变量 X-N(O，矿），求 Y=X2 的分布．
13.设随机变量 X~ N伍，矿），求 Y=ex 的数学期望与方差 ．

14. 设随机变量 X 服从标准正态分布 N(O,l)，试求以下 Y 的密度函数
(1) Y=IXI; (2) Y=2X2 +l. 
15. 设随机变量 X 的密度函数为

试求以下Y的密度函数

e-置，若 X > 0, p(x) 
=｛。， 若 x < 0. 

X (I) Y = 2X + l ; (2) Y = / ; (3) Y = X2. 
16. 设随机变量 X 服从参数为 2 的指数分布，试证 Y,=e-” 和 Y2 = 1-e-” 都服从区间 (0,1)上的

均匀分布．
17.设随机变量 X-LN(µ，矿），试证 Y=lnX-N(µ，矿）．
18. 设随机变置 Y-LN (5, 0. 12勹，试求 P(Y<l88.7).
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§ 2.7 分布的其他特征数

数学期望和方差是随机变量最重要的两个特征数．此外，随机变量还有 一 些其他
的特征数，以下逐 一 给出它们的定义，且解释它们的含义．
2.7.1 k阶矩

定义2.7.1 设X为随机变量，k为正整数．如果以下的数学期望都存在，则称
µ,=E(X勹 (2.7.1) 

为X的K阶原点矩．称
Ilk = E(X - E(X))k (2.7.2) 

为X的K阶中心矩．
显然，一阶原点矩就是数学期望，二阶中心矩就是方差．由千1x1 k-1 � 1x1·+1，故k

阶矩存在时，k-l阶矩也存在，从而低于k的各阶矩都存在．
中心矩和原点矩之间有 一个简单的关系，事实上

�
,k Ilk = E(X - E(X))'= E(X - µ, I )'= 乱） µ，（- µ 1 )气

故前四阶中心矩可分别用原点矩表示如下：
v l =0, 

2 V2 = µ2 一凡，
II 3 = µ, 3 - 3µ, 2µ, 1 + 2纠，

2 4 v4 =µ4 -4µ 3 µ 1 +6µ 2µ 1 -3凡
例2.7.1 设随机变量X ~ N(O，矿），则

µk =E(Xk ) ＝�f勹kexp{ －卢｝ d无言f勹kexp{ －勹 du
在k为奇数时，上述被积函数是奇函数，故

µ,,=O, k = l,3,5,···. 
在K为偶数时，上述被积函数是偶函数，再利用变换z = u2 /2，可得

µk /(Tk2(K) 2f。� z(k-l)/2e-'dz = lcr
•2(k-l)/2r(�)

=a'(k-l)(k-3).. ·l. k=2,4,6,.. ·. 
故N(O，矿）分布的前四阶原点矩为

µ, I 
= O, 2 µ2 = 6, µ, 3 

= 0' 4 µ4 =3u. 
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又因为E(X) = 0，所以有原点矩等于中心矩，即µ尸11,,k=l,2,…．
2.7.2 变异系数

方差（或标准差）反映了随机变量取值的波动程度，但在比较两个随机变量的波动
大小时，如果仅看方差（或标准差）的大小有时会产生不合理的现象．这有两个原因：
(1)随机变量的取值有量纲，不同量纲的随机变量用其方差（或标准差）去比较它们的
波动大小不太合理．（2)在取值的量纲相同的情况下，取值的大小有一个相对性问题，
取值较大的随机变量的方差（或标准差）也允许大一些．

所以要比较两个随机变量的波动大小时，在有些场合使用以下定义的变异系数来
进行比较，更具可比性．

定义2.7.2 设随机变量X的二阶矩存在，则称比值
C.(X) = 

为X的变异系数

✓Var(X) 6(X)
E(X) E(X) (2.7.3) 

因为标准差的量纲与数学期望的量纲是一致的，所以变异系数是一个无量纲的
量，从而消除量纲对波动的影响．

例2.7.2 用X表示某种同龄树的高度，其量纲是米(m)，用Y表示某年龄段儿童
的身高，其量纲也是米（m）．设E(X)= 10,Var(X) = 1,E(Y)= 1,Var(Y)=0.04，是否可
以从Var(X)=l和Var(Y) = 0.04就认为Y的波动小？这就有一个取值相对大小的间
题在此用变异系数进行比较是恰当的因为X的变异系数为

而Y的变异系数为

u(X) 1 C,(X) =�=—=0.1, E(X) 10 

C,(Y) = 
u(Y) jo.o4
E(Y) 1 = 0.2, 

这说明Y（儿童身高）的波动比X（ 同龄树高）的波动大．
2.7.3 分位数

定义2.7.3 设连续随机变量X的分布函数为F(X)，密度函数为p(x)．对任意
pE(O,l) ，称满足条件

f F (x P) = I p (x) dx = p (2. 7.4 )
的x 为此分布的p分位数，又称下侧p分位数．

很多概率统计间题最后都归结为求解满足概率不等式F( 兀 )=!::p 的最大x，其解可
用分位数外表示为此人们对常用分布 （ 如正态分布、t分布、X2 分布等）编制了各种分
位数表（见本书附表）供实际使用．

分位数无是把密度函数下的面积分为两块，左侧面积恰好为p （见图2.7.1 (a)). 
同理我们称满足条件

1 -F (x �) = J. p (x) dx = p 
斗

(2.7.5) 
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的斗为此分布的上侧p分位数．
上侧分位数斗也是把密度函数下的面积分为两块，但右侧面积恰好为 p （见图

2. 7. I (b)).

Xp 

(a)下侧分位数

x
 

x;
(b)上侧分位数

X 

图2.7.1 分位数与上侧分位数的区别

要善于区分分位数（即下侧分位数）与上侧分位数的差别，本书指定用分位数表
（即下侧分位数表），而有一些书使用的是上侧分位数表，无论用什么表，书中都有
说明．

分位数与上侧分位数是可以相互转换的，其转换公式如下．
， X = X p -1 -p' 

， X = X 
p - 1-p· (2.7.6) 

例 2.7.3 标准正态分布 N(O, I)的p 分位数记为 up，它是方程
中 ( uP ) = p 

的唯一解 ，其解为 u产中
一 1

(p) ，其中中
一 1

( ．)是标准正态分布函数的反函数．利用标准
正态分布函数表（见附表 2) ，我们可由p 查得 uP ．譬如 u0975

= 1.96．常用的标准正态分布

的p分位数并不多，现列于表2. 7.1 上．由于标准正态分布的密度函数是偶函数，故其分
位数有如下性质：

· 当 p<0.5 时，u
p<O.

· 当 p>0.5 时，u
p>O.

· 当 p= 0.5 时，Uo.5= 0. 

· 当 P 1<P2 时， uP <up · 

· 对任意的p，有 uP
= -u 1 _P ，如 uo.001 = -uo.999 = - 3. 090.

表 2.7.1 标准正态分布 p 分位数表（部分）

p 0.800 

u p 

0. 999 0. 995 0. 990 0. 975 0. 950 0. 900 0. 850

3.090 2.576 2.326 1.960 1.645 1.282 1.037 0.842 

又由定理 2.5.l可知： 一 般正态分布N(µ，矿）的p分位数xP 是方程

叶了）＝p

的解，所以由
x -µp = u 

O口 p 

可得x 与u 的关系式
p p 
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气＝ µ ＋(J'UP. 

譬如正态分布 N(lO,22)的 0.975 分位数为

(2. 7. 7) 

x0.975 = IO+ 2u0.975 = 10 + 2 x 1.96 = 13.92. 
例 2.7.4 记某种轴承的寿命为T,tp 为此寿命分布的 p 分位数，则tO.I = I 000 h表

明此种轴承中约有 90％寿命超过 1 000 h．若记另一种轴承的寿命为 Z,p 分位数为 zP.
则当zo 1 = I 500 h时，从 0.1 的分位数上说明后者的质量比前者更高一些．

2.7.4 中位数

定义 2.7.4 设连续随机变量X的分布函数为 F(x)，密度函数为 p(x) ．称 p=0.5
时的 p 分位数 xo.5为此分布的中位数，即 xo.5 满足

F(x0) = f'p(x)dx = 0.5. 
中位数的位置常在分布的中部，见图 2.7.2.

(2.7.8) 

F(x) p(x) 

。 Xo.5 X 01 X。.5 x
 

图2.7.2 连续随机变量的中位数

对离散分布也可以同样引入分位数和中位数的概念，但遗憾的是：此时对给定的
p，有可能xP 不存在或不唯一．所以在离散分布场合很少使用分位数，在这里我们不再
予以讨论

中位数与均值一样都是随机变量位置的特征数，但在某些场合可能中位数比均值
更能说明问题譬如，某班级学生的考试成绩的中位数为 80 分，则表明班级中有一半同
学的成绩低于 80 分，另一半同学的成绩高于 80 分．而如果考试成绩的均值是 80 分，则
无法得出如此明确的结论．

又譬如，记X为A国人的年龄， Y 为B国人的年龄，xo.5和 Yo.5分别为X和 Y 的中位
数，则 x0_5= 40 岁说明A国约有一半的人年龄小于等于 40 岁、一半的人年龄大千等于
40 岁而 Yo.5= 50 岁则说明B国更趋于老龄化．

例 2.7.5 指数分布 Exp （入）的中位数 xo.5是方程
1 - e飞。 5 = 0.5 

的解，解之得
In 2 

X _ _  =-.0.5 入
假如，某城市电话的通话时间 X （以 min 计）服从均值 E(X) = 2(min)的指数分布，此

时由入＝ 0.5 可得中位数为
In 2 

xo.s =—- ＝l.39(min).0.5 

1 1 9 
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它表明：该城市中约有一半的电话在 1. 39 min内结束，另一半的通话时间超过
1. 39 min.

例 2.7.6 设连续随机变量 X 的密度函数为
丘， 0 < 无 <1'

p(x) =｛。， 其他
试求此分布的 0.95 分位数又0.95 和中位数 Xo.5·

解 因为X的分布函数为
0, x<O, 

F(x)＝｛元4
, 0钰I,

l, I �x. 

所以由 F(x095 )= 0.95 可得：x沁 ＝ 0.95,由此得无0.95 ＝ 汃邓5 =0.987 3. 同理由 F(xo_5)=

0.5 得斗＝0.5，从中解得 Xo.5 ＝ 汃万 ＝ 0.840 9. 

2.7.5 偏度系数

定义 2.7.5 设随机变量 X 的前三阶矩存在，则比值
vi E(X-E(X))

3 

队 ＝ 飞万 ＝

vt [Var(X)] 312 

称为X（或分布）的偏度系数，简称偏度．当队＞0时，称该分布为正偏，又称右偏；当队＜
0时，称该分布为负偏，又称左偏

偏度队是描述分布偏离对称性程度的一个特征数，这可从以下几方面来认识．
(I) 当密度函数p(x)关千数学期望对称时，即有p(E(X)-x)=p(E(X)+x)，则其

三阶中心矩 113 必为 0，从而队＝0．这表明关千 E(X)对称的分布其偏度为 0．譬如，正态

分布 N(µ，矿）关于 E(X)=µ,是对称的，故任意正态分布的偏度皆为 0.

(2) 当偏度队�o 时，该分布为偏态分布，偏态分布常有不对称的两个尾部，重尾
在右侧（变量在高值处比低值处有较大的偏离中心趋势）必导致队＞0，故此分布又称
为右偏分布；重尾在左侧（变量在低值处比高值处有较大的偏离中心趋势）必导致队＜
0，故又称为左偏分布，参见图 2.7.3.

Ps =-1.414 /Js = l.414 

(a) (b) 

图2.7.3 两个密度函数，（a）为左偏，（b）为右偏

(3) 偏度队是以各自的标准差的三次方 [(T(X) 尸为单位来度量三阶中心矩大小
的，从而消去了量纲，使其更具有可比性．简单地说，分布的三阶中心矩 V 3 决定偏度的
符号，而分布的标准差叭X) 决定偏度的大小．

例 2.7.7 讨论三个贝塔分布 Be(2,8),Be(8,2)和 Be(5,5)的偏度．
解 设随机变量 X 服从贝塔分布 Be(a,b)，则可算得其前三阶原点矩：
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E(X)=----: 
a+b'

a(a+l) 
E(X2) = 

(a+b) (a+b+ I)'

E(X3) = 
a(a+l)(a+2)

(a+b)(a+b+l)(a+b+2) 
以下为简化队的计算，特用a+b= 10,b= IO-a代入可算得前三阶中心矩．

a(10-a) 
E(X)=�, Var(X)=�. E(X-E(X)）呈

a(l0-a)(5-a) 
10' lO2xl l lO3x11x3 

可得贝塔分布的偏度为

队＝ E(X-E(X)） 3
＝而（5－a)

[ Var(X)] 312 3✓a(10-a)
把a = 2,5,8 分别代入可得

Be(2,8)的队 ＝ J订／4=0.829 2，右偏（正偏），
Be(5,5)的/3s = 0，对称，

Be(8,2)的/3s = -J订／4=-0.829 2，左偏（负偏）．

2.7.6 峰度系数

定义2.7.6 设随机变量X的前四阶矩存在，则
凡 E(X-E(X))4

f3k = 了-3= －3 
v� - [Var(X) ] 2 

称为X （或分布）的峰度系数，简称峰度．
峰度是描述分布尖峭程度和（或）尾部粗细的 一 个特征数，这可从以下几方面来

认识
(I) 正态分布 N(µ，矿）的v产矿， V4 = 3矿，故按上述定义，任一正态分布N(µ，矿）

的峰度队＝0．可见这里谈论的＂ 峰度” 不是指一般密度函数的峰值高低，因为正态分布

N(µ，矿）的峰值为（J五石）
一1 ，它与正态分布标准差o成反比， 6 愈小，正态分布的峰

值愈高，可这里的＂ 峰度” 与o无关．
(2 )假如在上述定义 中，分子与分母各除以［叭X)］ 4，并记X的标准化变蜇为 x·

X-E(X)
，则f3k 可改写成

叭 X)
E(X'广

f3尸 [E(X'2)]2 -3 =E(X'4)-E(U勹，

其中£(X'2) = Var(X' ) = I, U为标准正态变量，E(矿）＝3.
上式表明：峰度队是相对千正态分布而言的超出呈，即峰度队是X的标准化变量

与标准正态变蜇的四阶原点矩之差，并以标准正态分布为基准确定其大小．
• {3k >0表示标准化后的分布比标准正态分布更尖峭和（或）尾部更粗（见图2.7.4

(b)，图中尖峭的曲线是拉普拉斯分布）．
• {3k <0表示标准化后的分布比标准正态分布更平坦和（或）尾部更细（见图2.7.4
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(a)，图中方形的曲线是均匀分布）．
• /3k=0表示标准化后的分布与标准正态分布的尖峭程度与尾部粗细相当．

队＝3

(a) (b) 

图2.7.4 两个密度函数与标准正态分布密度函数的比较
它们的均值相等 、 方差相等、偏度皆为0（对称分布） ， 而峰度有很大差别

(3) 偏度与峰度都是描述分布形状的特征数，它们的设置都是以正态分布为基
准 ，正态分布的偏度与峰度皆为0．在实际中一个分布的偏度与峰度皆为0或近似为0

时，常认为该分布为正态分布或近似为正态分布 ．
(4) 表2.7.2上列出了几种常见分布的偏度与峰度， 其中伽马分布Ga(a，入）的偏

度与峰度只与a 有关，而与入 无关，故 a常称为形状参数，而入不能称为形状参数．均
匀分布U(a,b)与指数分布Exp（入）的偏度与峰度都与其所含参数无关，故均匀分布
U(a,b)中的参数a与扒指数分布中的参数入均不能称为形状参数．进 一 步的研究会
发现，贝塔分布Be(a,b)的偏度与峰度与其参数a与b 都有关，它们都可以称为形状
参数

表2.7.2 几种常见分布的偏度与峰度

分布 均值 方差 偏度

均匀分布U(a,b) (a+b)/2 (b-a) 2 /12 。
正态分布N(µ，矿） 2 。µ o·

指数分布Exp（入） l／入 l／入2 2 

伽马分布Ga(a，入） a／入 a／入2 2／抎

例2.7.8 计算伽马分布Ga(a，入）的偏度与峰度．
解 首先计算伽马分布Ga(a，入）的K阶原点矩：

µk =E(Xk)= a (a+l)…（a+k-1)／入k

当k=l,2,3,4时可得前四阶原点矩

由此可得 2 、3 、4 阶中心矩

µ l =a／入，

µ2 =0: (0:+l)／矿，
µ3 = a (a+ l) (a+ 2)／矿，

µ4 =o:(a+ l) (o:+2) (o:+3)／入4 .

J/2 =µ2
－矿＝a／矿，

V3 =µ3 -3µ也 l +2矿＝2a／矿，

峰度

-1.2。
6

6/a



§ 2.7 分布的其他特征数 Ill

以节4-4µ3µ1+6µ护;-3µ,; = 3a(a+2)／入4.

最后可得伽马分布 Ga(a，入）的偏度与峰度
113 2 队＝－－＝—
矿矗 ＇

V4 . 6 队＝
了

－3＝一．
V2 a 

可见，伽马分布 Ga(a，入）的偏度与4五戈反比峰度与a成反比只要 a较大，可使队与
队接近于 0，从而伽马分布也愈来愈近似正态分布．

I.设随机变量X-U{a,b)，对k = 1,2,3,4，求凡 k =E{X)与II,=£{X-E{ X)广进 一 步求此分布k 

的偏度系数和峰度系数．

2.设随机变量X- U(O,a)，求此分布的变异系数．

3.求以下分布的中位数
(I)区间(a,b)上的均匀分布 ，

(2) 正态分布N伍，矿），
(3) 对数正态分布LN伍，矿） ．

4.设随机变量X-Ga(a，入） ， 对k=1,2,3，求凡 k 
=E(X )与v, =E(X-E(X))".k 

k 

5.设随机变量X- Exp（入） ， 对k=1,2,3,4，求µI =E(XI )与v, =E(X-E(X)广进 一 步求此分布

的变异系数、偏度系数和峰度系数．
6.设随机变量X服从正态分布N(10,9)，试求％ ， 和x09 .
7.设随机变量X服从双参数韦布尔分布 ，其分布函数为

F(x) = I - exp{-( —) ｝， X > 0,
n 

其中71>0,m>O试写出该分布的p 分位数xP的表达式，且求出当m= l.5,71=1 000 时的又0.1' 兀O.l' 父0.8

的值
8.自由度 为2的X2 分布的密度函数为

l 一二
p(x) =—e 2,

2 

试求出其分布函数及分位数xo.,' 兀0.5' 冗o.s·

X > 0. 

9设随机变量X的分布 密度函数 p(x)关于直线x=c是对称的，且 E(X)存在，试证

(I)这个对称点c既是 均值又是 中位数 ， 即E(X)= x0_5 =c;

(2)如果c=O，则x_ =-x, __.

10.试证随机变量X的偏度系数与峰度系数对位移和改变比例尺是不变的， 即对任意的实数a,

b(b,60), Y=a+bX 与X有相同的偏度系数与峰度系数．
11.设某项维修时间T （单位分）服从对数正态分布LN伍，矿） ．
(I)求p 分位数tp ,

(2)若 µ,=4. 127 I ，求该分布的中位数，

(3)若 µ,=4.1271,u= l.0364，求完成95％维修任务的时 间．

12某种绝缘材料的使用寿命T （单位小时）服从对数正态分布LN伍 ，矿）若已知分位数10.2=

1 2 3 
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5 000小时，t08 "65 000小时，求µ和6
13 某厂决定按过去生产状况对月生产额最高的 5％的工人发放高产奖．已知过去每人每月生产

额 X（单位千克）服从正态分布 N(4 000,60勹，试问高产奖发放标准应把生产额定为多少？

f尸 ～ J ~ � 

，本章小结
7 



第三章

多维随机变量及其分布 1
在有些随机现象中，对每个样本点o只用一个随机变量去描述是不够的．譬如要

研究儿童的生长发育情况，仅研究儿童的身高X(w)或仅研究其体重Y(w)都是局部
的， 有必要把X(w)和Y(w)作为 一个整体来考虑， 讨论它们同时变化的统计规律性，进
一 步可以讨论X(w)与Y(w)之间的关系．在有些随机现象中，甚至要同时研究两个以
上随机变量

如何来研究多维随机变昼的统计规律性呢？仿 一 维随机变量，我们先研究联合分
布函数，然后研究离散随机变量的联合分布列、连续随机变量的联合密度函数等．

§ 3.1 多维随机变量及其联合分布

3.1.1 多维随机变呈

下面我们先给出n维随机变量的定义．
定义3. 1. 1 如果X1 (w),X2 位），…，凡(w)是定义在同一个样本空间{J=｛叫上

的n个随机变筐，则称
X(w) = (X1 (w),X2 (w),…,X.(w)) 

为n维（或n元）随机变呈或随机向呈．
注意，多维随机变量的关键是定义在同 一 样本空间上，对于不同样本空间{JI 和

n2 上的两个随机变量，我们只能在乘积空间0心n2 = l (w 1, w2 ) : w I E n1 , l。2 E {J2 }及其
事件域上讨论它们，这一点在以下讨论中是默认的．

在实际问题中，多维随机变量的情况是经常会遇到的．譬如
· 在研究四岁至六岁儿童的生长发育情况时，我们感兴趣于每个儿童（样本点w)

的身高凡(w)和体重凡(w)，这里(XI ,Xi )是一个二维随机变量．
· 在研究每个家庭的支出情况时，我们感兴趣于每个家庭（样本点o)的衣食住行

四个方面 ，若用X1 (w),X2 位），X)位），凡(w)分别表示衣食住行的花费占其家庭总收
入的百分比，则(X1 ,X2 ,X) ，凡）就是一个四维随机变量．

3.1.2 联合分布函数

定义3. 1. 2 对任意的n个实数X 1 'X2 '…，xn ,n个事件{X 1 <x l l, { X2 <x2 ]，…， 

丸<xn }同时发生的概率
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F(X1 ,X2 '...,x.) = P(x i '!::: x i ,X2 '!::: X2 '...,x.'!::: x.) (3.1.1) 
称为 n 维随机变量(XI ,X2 ,…，凡）的联合分布函数．
本章主要研究二维随机变量，二维以上的情况可类似讨论．
在二维随机变量(X,Y)场合，联合分布函数F(x,y)= P(X'!:::x,Y'!:::y)是事件 IX'!:::

x} 与 {Y幻外同时发生（交）的概率如果将二维随机变量(X,Y)看成是平面上随机点的
坐标，那么联合分布函数F(x,y)在(x,y)处的函数值就是随机点(X, y)落在以(x,y)
为顶点的左下无穷直角区域（见图 3.1.1)上的概率．
定理 3.1.1 任一二维联合分布函数 F(x,y)必具

有如下四条基本性质：
(1) 单调性 F(x, y)分别对 x 或 r是单调非减

的，即

l，且

当 x 1 < x2 时，有F(x 1 ,y) � F(x2 ,y), 
当 Y 1 < Y2 时，有 F(x,y1 ) � F(x,y2 ). 

(2) 有界性 对任意的 x和y，有 O�F(x,y)�

F(-oo,y) = lim F(x,y) = 0, 
怎＿ ＿ 0 

F(x, -oo)= limF(x,y)=O, 
y- － 中

F(oo,oo)= limF(x,y)=l. 
X,.Y－令。

(3) 右连续性 对每个变量都是右连续的，即
F(x + O,y) = F(x,y), 
F(x,y + O) = F(x,y). 

(4) 非负性 对任意的 a<b,c<d有

图3.1.1 以(X,y)为顶点的
左下无穷直角区域

P(a < X � b,c < Y � d)=F(b,d) -F(a,d) -F(b,c) +F(a,c) ;??=0.

证明 （ 1) 因为当 XI <X2 时，有IX�x l l C 1x�x2 l，所以对任意给定的 y有

IX � XI , y � Y l C IX � X2 , y � Y l, 

由此可得

F(x 1 ,y) = P(X �凡,Y � y) � P(X � X2 ,Y � y) = F(xi ,r), 

即 F(x,y)关于x是单调非减的同理可证F(x,y)关于y是单调非减的．
(2) 由概率的性质可知 O�F(x,y)�l．又因为对任意的正整数 n有

又Em。IX � xl =！咒 m门
1

1x �-ml =0, 

Jim IX � XI = Jim u IX � m I = n'
x一O n一中 m = I 

对{Y<y]也类似可得．再由概率的连续性，就可得
F(-oo,y)=F(x, -oo)=O, F(oo,oo)=l. 

(3) 固定 y，仿一维分布函数右连续的证明，就可得知 F(x,y)关千 x是右连续的．
同样固定x，可证得F(x,y)关千 y是右连续的．

(4) 只需证：对a<b,c<d有



§ 3.1 多维随机变量及其联合分布 Ill

P(a < X � b,c < Y � d) = F(b,d) - F(a,d) - F(b,c) + F(a,c). 

为此记（见图 3. l.2) Y 
A=/X� al, B=[X�bl, 

C=[Y� cl, D=[Y� dl, 

这里 A 是 /X�a,Y<ool 的简写，C 是/X<oo,Y�cl 的简
写，其他类同考虑到

：工二］
01 a b X 

[ a < X � b I = B -A= B n A, 
I c < Y � d I = D - c = D n c,

且 AcB,CcD，由此可得

图3.1.2 二维随机变量

(X, y)落在矩形中的情况

O�P(a <X�b,c < Y�d) 

= P(B n A n D n C) 

=P(BD-(AUC)) 
= P(BD) -P(ABD U BCD) 

= P(BD) -P(AD U BC) 

= P(BD) -P(AD) -P(BC) + P(ABCD) 

= P(BD) -P(AD) -P(BC) + P(AC) 

= F(b,d) -F(a,d) - F(b,c) + F(a,c). 

还可证明，具有上述四条性质的二元函数 F(x,y)一定是某个二维随机变量的分
布函数．

任一二维分布函数 F（父，y）必具有上述四条性质，其中性质（ 4）是二维场合特有
的，也是合理的但性质(4) 不能由前三条性质推出，必须单独列出，因为存在这样的二
元函数 G(x,y)满足以上性质(1)(2)(3)，但它不满足性质(4)，见下面例子．

例 3.1.1 二元函数

G( 元,y)= { 
0, X + y < 0,
l, 兀 + y � O

满足二维分布函数的性质(1)(2)(3)，但它不满足性质(4).
这从 G(x,y)的定义可看出：若用直线灶y=O 将平面无Oy 一分为二，则
G（无，y）在右上半平面(x+y�O) 取值为 I, G（父，y）在左下半平面(x+y<O)取值为

O,G(元,y)具有非降性、有界性和右连续性，但在正方形区域 !(x,y):-1�元<l, －l<y
� I l 的四个顶点上，右上三个顶点位于右上半闭平面，只有左下顶点(-1,-1)位于左
下半开平面，故有

G(l, l) - G(l, - l) - G(- 1, l) + G(- 1, - 1) = l - l - l + 0 = - 1 < 0, 
所以 G(x,y)不满足性质(4)，故 G（元，y）不能成为某二维随机变量的分布函数．

3.1.3 联合分布列

定义 3.1.3 如果二维随机变植 (X,Y) 只取有限个或可列个数对（气，y，)，则称

(X,Y) 为二维离散随机变呈，称
pij = P (x = x j, Y = r), i,j = 1, 2,. .. (3.1.2) 

127 



Ill 第三章 多维随机变量及其分布

为(X,Y)的联合分布列，也可用如下表格形式记联合分布列．

x
 Y, r2 yJ

 
兀 P11 P12 

兀2 P21 P22 

h.

iJ

p

p

 
又 ， P,I pi2 p” 

联合分布列的基本性质：
Pii�O 

., .,
2 2p,j =1.
i; I j; I 

求二维离散随机变量的联合分布列，关键是写出二维随机变量可能取的数对及其
发生的概率．

例 3. 1. 2 从 1,2,3,4 中任取一数记为 X，再从 1,2, …，X 中任取一数记为 Y．求
(X,Y)的联合分布列及 P(X=Y). 

解 (X,Y)为二维离散随机变量，其中 X 的分布列为
P(X = i) = 114, i = 1,2,3,4. 

Y 的可能取值也是 1,2,3,4，若记j为 Y 的取值，则

当j习时，有 P(X = i, Y = j) = P (0) = 0. 
当 l 冬i�i�4时，由乘法公式

性质3. 1. 1 

(I)非负性

(2)正则性

1 1 
P(X = i, Y = j) = P(X = i) P(Y = j I X = i) =--:- x 一．

4 i 

由此可得(X,Y)的联合分布列为

x
 2

 
3

 
4

 

2

3

4

1/4 

1/8 
1/12 

1/16 

。
1/8 

1/12 

1/16 

2

6

 

l

l

/

I

 

0

0

 l

l

 

6
 
l

 
／

 

0

0

0

 I
 

由此可算得事件 IX=YI 的概率为
l l l l 25 

P(X = Y) = P11 + P22 + PJJ + p44 = — + — +—- ＋ — = - =0.520 8. 
4 8 12 16 48 

3.1.4 联合密度函数
定义3.1. 4 如果存在二元非负函数p(x,y)，使得二维随机变量(X,Y)的分布函

数F(x,y)可表示为
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F(x,y) = r.,r_�p(u,v)dvdu, 
-o -0 

则称(X,Y)为二维连续随机变量，称 p(u,v)为(X,Y)的联合密度函数．
在 F(x,y)偏导数存在的点上有

(3.1.3) 

扩p(x,y) = �F(x,y). 
加切

性质 3. 1. 2 联合密度函数的基本性质：
(1) 非负性 p(x,y) 刻．

0 0 (2) 正则性 f f p(x,y)dydx = l.
给出联合密度函数 p(x,y)，就可以求有关事件的概率了．若 G为平面上的一个区

域，则事件 l(X,Y)eGI的概率可表示为在G上对 p(x,y)的二重积分
P((X,Y) E G) ＝『p(x,y)dxdy.

G 
(3.l.4) 

在具体使用上式时，要注意积分范围是 p(X,y)的非零区域与 G的交集部分，然后
设法化成累次积分，最后计算出结果．计算中要注意如下事实，“直线的面积为零＂，故
积分区域的边界线是否在积分区域内不影响积分计算结果．

例 3.1. 3 设(X,Y)的联合密度函数为
p(x,y) = [ 6e-2x-3y, x > 0,y > 0, 

0, 其他

试求： （I) P(X<l,Y>1);(2) P(X>Y). 
解 （1) 积分区域见图 3.1.3(a)中的阴影部分 D 口

o l P(X < I,Y > I)= P((X,Y) ED,)= f fn6e-2'-31dxdy
I J 0 

= 6f厂叫� e -Jy dy
= (I - e -2 ) e -J = 0.043 0.

y

01 I X 

(a) {x<l,y>l}区域DI

x=y 

x

(b) {x>y}区域D2

图 3.1.3 p(x,y) 的非零区域与有关事件的交集部分

(2)积分区域见图 3.l.3(b)中的阴影部分D2，从而容易写出累次积分．
中 工P(X > Y)=P((X,Y) E D2 )= (J。6e-2工e-31dydx = f。 2e-i. (l - e -J工） dx
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= (- e 五
十 fe -5,) I 。0 = 1 - ： = ： 

3.1.5 常用多维分布
下面介绍一些多维随机变量的常用分布．

一、多项分布

多项分布是重要的多维离散分布，它是二项分布的推广．

进行 n次独立重复试验，如果每次试验有 r个互不相容的结果：A l ,A2, …，A, 之一

发生，且每次试验中 A ， 发生的概率为 p, = P(A.),i= 1,2, …,r，且 P1+P2+ …+P, = 1．记x,
为 n次独立重复试验中A出现的次数，i= 1,2, …，r，则(X I ,X2,…,X,）取值(n 1 ,nz, … ,

n,)的概率，即 A l 出现 n l 次，A2出现 n2次……A,出现 n,次的概率为
n! P(X 1 = n 1 ,X2 = n2,···,X, = n,) = �p？疗…p:', (3.1.5) n 1 !n2!···n,! 

其中 n= n 1+n2+…＋n,.
这个联合分布列称为 r项分布，又称多项分布，记为 M(n,P1,P2, …，p,）．这个概率

是多项式(p 1+P2+…＋p，丫展开式中的一项，故其和为 1．当 r = 2时，即为二项分布．
注意：二项分布是一维随机变量的分布，而在 r项分布中，因为 p, +P2+ …＋P, = 1，且

n 1 +nz+…＋n,=n，所以 r项分布是 r-1维随机变量的分布．
例 3.1.4 一批产品共有 100件，其中一等品 60件、二等品 30件、三等品10件．从

这批产品中有放回地任取3件，以X和Y分别表示取出的3件产品中一等品、二等品

的件数，求二维随机变量(X,Y)的联合分布列．
解 因为 X 和 Y的可能取值都是 0,1,2,3，所以记(X,Y)的联合分布列为

x
 。

23

y 。 2 3 
Poo Po, Po2 p03 

P,o p,I P,2 P1 3 

P20 P21 P22 P23 
PJo P3 1 p32 P33 

当计j>3时，有 P ii
= O，即

PD = P22 = P23 = PJ1 = P32 = p33 
= 0. 

而当计j�3时，事件 I X= i,Y ＝八表示：取出的 3件产品中有l件一等品、J件二等
品、3-i-j件三等品，所以有放回地抽取时，对门�3，有

3! / 6 \ ·, 3 \ 1/ 1 P ii
＝ 扩（3－l-J), （司（雷（而厂

由以上公式，就可具体算出(X,Y)的联合分布列为
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。 2
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0.001 
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0
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0
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0

0

0

2
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有此联合分布列，就可计算有关事件的概率，譬如
P(X � 1,Y �I)= 0.001 + 0.009 + 0.018 + 0.108 = 0.1 36, 

P(X = 0) = L P(X = 0, Y = j) = 0.001 + 0.009 + 0.027 + 0.027 = 0.064. 
j = 0 

此例是第二章§ 2.4 中的二项分布的推广，差别在于：§ 2.4 中讨论的是从 “ 合格
品 ”“ 不合格品 ” 两种情况中抽取，而在此是从一等品、二等品和三等品三种情况中抽
取这里我们称它为三项分布，它是一个二维随机变量的分布．

二、多维超几何分布
以下给出多维超几何分布的描述：袋中有 N 个球，其中有 N， 个丿号球，i= 1,2,…, 

r，且 N=N 1+N产··+N ，从中任意取出 n(�N ) 个，若记 X，为取出的 n 个球中 L 号球的
个数，i=1,2,…，r,则

p (X i = n i'Xi = n2 '…,X, = n,) = 
｀

 
r

 

rN

几

，
 ． 

．．
 

,
＇
＇

,

j

2

2
N

n
 

N

n

(

＇

，

 

｀
丿

N

n
 

＇

，

 
( 3.1.6) 

其中 n 1+n2+…＋ n,=n, n i �N i,i= 1,2,…，,. 
例 3.1. S 将例 3.1.4 改成不放回抽样，即从这批产品中不放回地任取 3 件，记 X

和 Y 分别表示 3 件产品中一 等品和二等品的件数，求二维随机变量(X,Y) 的联合分
布列．

解 记 i 与j 分别为 X与Y 的取值，此时对计 j>3，有 p,}
＝ 0，即

Pn = P22 = P23 = PJ1 = p32 = P33 = 0. 
对叶 j�3，有

P。 =
( 6

Lo) （ 3厂）（ 3 －lf _ J) 
（勹

由此可得(X,Y) 的联合分布列，譬如

P(X= 1,Y=2)=�= （勹厂） 60 X 30 X 29/2 
(}�0) 100 X 99 X 98/6 

3 

87 =-= 0.161 4. 539 
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其他各概率都类似求出，最后得如下联合分布列：

y 。 2 3 。 0.000 7 0.008 3 0.026 9 0.025 I 
0.016 7 0.111 3 0. 161 4 。

2 0.109 5 0.328 4 。 。
3 0.211 6 。 。 。
有此联合分布列，就可计算有关事件的概率，譬如，P(X � l,Y � 1) = 0.000 7 + 0.016 7 + 0.008 3 + 0.11 13=0.137 0. 

P(X = 0) = L P(X = O,Y =j) = 0.061 0. 
j=O 

此例是超几何分布的推广，差别在于：§ 2.4.3中讨论的是从“合格品”“不合格品 ”

两种情况中作不放回地抽取，而在此是从一等品、二等品和三等品三种情况中作不放
回地抽取．这里我们称它为三维超几何分布，它是一种特定的多维超几何分布．

三、多维均匀分布

设D为Rn 中的一个有界区域，其度蜇（平面的为面积，空间的为体积等）为SD，如

果多维随机变量(XI ,Xi , …，凡）的联合密度函数为
p ( x !, x2, · ·, xn) ＝ {i, ( x !，x2 , ．，xn) E D,

0, 其他，

(3.1.7) 
则称(XI ,Xi '…，凡）服从D上的多维均匀分布，记为(XI ,Xi , …，凡）～ U(D). 

二维均匀分布所描述的随机现象就是向平面区域D中随机投点，如果该点坐
标(X,Y)落在D的子区域 G中的概率只与 G的面积有关，而与 G的位置无关，则
由第一章知这是几何概率．现在由二维均匀分布来描述，则

P((X,Y) E G) ＝『p( x ,y)d xdy= ff —d xdy = G的面积s D的面积
．

这正是几何概率的计算公式 ．

例 3. 1. 6 设D为平面上以原点为圆心、以r为半径的圆
内区域，如今向该圆内随机投点，其坐标(X,Y)服从D上的二
维均匀分布，其密度函数为

y

p( x ,y) ＝ {;, x2 +y2 <r2 , 
0, x2 +y2 > r2 . 

试求概率 P( IXI �r/2) ． 图 3.1.4 p(x,y)的非零区域
解 p( x ,y)的非零区域与! IXI �r/2)的交集部分见图 与有关事件的交集部分3.1.4，因此所求概率为
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'12 
r� l 叶 I XI� 工) ＝ I J 勹dyd兀 ＝ － I 2 -r/2一尸'TTr 'TTr2 f勹／22了产l '／2 ＝了尸勹＋r2arcs in �] I _,12 

＝-;;(, f勹＋ 2r2arcs三）
＝忙（4 十千） ＝ 0.609.

四、二元正态分布
如果二维随机变量(X,Y)的联合密度函数（见图3.1.5)为
p(x,y) = �exp{-�[�-21T6平 』 2(l －矿） 矿

(x -µ,,)(y -µ,2) (y-µ,2)2 2p (J' ，(J'2 + (J' : ] ｝， -00 <x,y<oo, (3.1.8) 
则称(X,Y)服从二元正态分布，记为(X,Y)-N(µ 1 ,µ2 ，矿，式，p）．其中五个参数的取值范围分别是 - 00 < µ I,µ2 < 00' (TI '(T 2 > Q'- 1 � p � 1. 

以后将指出：µ 1 ,µ2分别是X与Y的均值，矿，式分别是X与Y的方差，p是X与Y的相关系数

y

图 3.1.5 二元正态密度函数
二元正态密度函数的图形很像一顶四周无限延伸的草帽，其中心点在(µ 1 ,µ2)处，其等高线是椭圆平行xOp平面（或平行yOp平面）的截面显示正态曲线（见图3.1.5).例3.1. 7 设二维随机变昼(X,Y)-N(µ 1 ,µ2,u:,u切，p），求(X,Y)落在区域

D = {(x,y)· (x-:1 )2 - 2p (x -µ 1 )(y-µ2)
十

(y-µ2)2 <矿
m 叮�+�:s:;,\ 2 }

内的概率．
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解 所求概率为
1

2 

p = �卢了』exp{-�矿 ） ［（
x ;尸）

作变换

则可得

由此得

再作极坐标变换

则可得

J-1=
最后得

2p (x 
-µ;

）
l;：飞

） ＋ （ y 
；厂）

2

]
} dxdy 

X -µI Y - µ2 u = － p ,  (T 1 62 

y - µ2 v = 』.
<T2 

p 
J-1= a(u, v) ＝ CI 62 -�a(x,y) 八 6162 

U2 

p = l 『2叭l-p2) u互．2 <灶

2. 2 
U- + V 叫－ 2)} dudv.2( 1 -p') 

iJ(U, V) Sln a 

a (r, a) I cos a 

{u = rsin a, 
v = rcos a, 
rcos a :::;naal=-r(sin2a + cos2a) =-r,

l ” 入p = �f 叫 rexp{ r2 

扫(l - p2) 。 。 一 2(l －矿） ｝ dr 
= f:exp{ － 2(lr：

矿） ｝叶 2(l
r：

矿 ）
）

=-exp{-�
矿） ｝: = 1 - exp{ -2(1入

2

p2) }
r ` 习 皂 31

I. 100件产品中有 50件一等品、 30件二等品、20件三等品．从中任取 5件，以X,Y分别表示取出
的 5件中一等品、二等品的件数，在以下情况下求 (X,Y)的联合分布列

(I)不放回抽取 ， （2）有放回抽取．
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2 盒子里装有 3 个黑球、2 个红球、2 个白球 ， 从中任取 4 个，以 X 表示取到黑球的个数，以 Y 表
示取到红球的个数，试求P(X=Y).

3. 口袋中有5个白球、8个黑球，从中不放回地 一个接 一个取出3个．如果第1次取出的是白球，
则令 X, = I ，否则令 X, = O,i = 1,2,3．求

(I) (X,,X2 ,X3 )的联合分布列 ，

(2) (X,,X2 )的联合分布列．
4.设随机变量x,,i = 1,2 ， 的分布列如下，且满足P(X1凡＝0)= I，试求P(X1

= X2 ).

x -1 。
p 0.25 0.5 0.25 

5.设随机变量(X,Y)的联合密度函数为

p(父，y) ={。,
k(6 -无 - y)， 0 < x < 2, 

其他
2 < r < 4, 

试求
(I)常数K,
(2) P(X<1,Y<3), 
(3) P(X<l.5); 
(4) P(X+Y=!S;4). 
6. 设随机变量(X,Y)的联合密度函数为

p(x,y) ={。,
ke-ll•••rl1

试求

X > 0, y > O, 

其他

(I)常数k;
(2) (X,Y)的联合分布函数F（元，y);
(3) P(O<X� I,0<Y�2). 
7.设二维随机变量(X,Y)的联合密度函数为

4xy, 0 <无＜I,p(x,y) 
={。， 其他

0 < y < I, 

试求
(I) P(O<X<0.5,0.25<Y<I); 
(2) P(X= Y); 
(3) P(X<Y); 
(4) (X,Y)的联合分布函数．
8. 设二维随机变量(X,Y)在边长为 2，中心为(0,0)的正方形区域内服从均匀分布，试求P(X2 +

y2 �l). 
9.设二维随机变量(X,Y)的联合密度函数为

k, p(x,y) ={。,
0 < x2 < r < X < I'
其他．

(I) 试求常数 k,
(2)求P(X>0.5)和P(Y<0.5).
10.设二维随机变量(X,Y)的联合密度函数为

6(1 - r), o < x < r < 1, 
p(x,y) ={。， 其他．
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(I)求P(X>0.5,Y>0.5); 
(2)求P(X<0.5)和P(Y<0.5),
(3)求P(X+Y<I) .
II.设随机变量Y服从参数为入＝1的指数分布 ， 定义随机变量凡如下

x. = {0, Y < K, k = 1,2.
I, Y > k, 

求凡和凡的联合分布列．

12.设二维随机变量(X,Y)的联合密度函数为

p( 元， y) ＝
『

＋于。< x < l, 0 < y < 2,

0, 其他
求P(X+Y� I). 

13.设二维随机变量(X,Y)的联合密度函数为

p(x,y) = {:�', 
试求P(X+Y�I) .

14.设二维随机变量(X,Y)的联合密度函数为

0 < x < y, 

其他

1/2, 0 < x < I, p(x,y) ={。， 其他
0 < y < 2, 

求X与Y中至少有一个小千0.5的概率．
15从(0,I)中随机地取两个数，求其积不小干3/16，且其和不大于1的概率．

§ 3.2 边际分布与随机变量的独立性

二维联合分布函数（二维联合分布列、二维联合密度函数也 一 样）含有丰富的信
息，主要有以下三方面信息：

·每个分量的分布 （每个分量的所有信息），即边际分布．
·两个分量之间的关联程度，在§3.4中用协方差和相关系数来描述．
·给定 一 个分量时，另 一 个分蜇的分布，即条件分布．
我们的目的是将这些信息从联合分布中挖掘出来，本节先讨论边际分布．

3.2.1 边际分布函数

如果在二维随机变量(X,Y)的联合分布函数F(x,y)中令y--+00，由千 IY<oo}为
必然事件，故可得

阳F(x,y)=P(X�x,Y < oo)=P(X�x), 
这是由(X,Y)的联合分布函数F(x,y)求得的X的分布函数，被称为X的边际分布，记为

凡(x)= F(x,oo). 
类似地，在F(x,y)中令X-400，可得Y的边际分布

凡(y)= F(00,y) . 

(3.2.1) 

(3.2.2) 
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在三维随机变量(X,Y,Z)的联合分布函数F（兀，y,z)中，用类似的方法可得到更
多的边际分布函数：

凡(x)= F（元， 00 , 00 ),
凡（y)=F( 00 ,y, 00 ),
凡（z)= F(00, 00 ,z), 

Fx.r<x,y) = F（元，y' 00 )'
Fx.z(x,z) = F （无， 00 ,z),
Fr.z(y,z) = F(00,y,z). 

在更高维的场合，也可类似地从联合分布函数获得其低维的边际分布函数．譬如，
五维联合分布 有5个一维边际分布、10个二维边际分布，10个三维边际分布和5个四
维边际分布

例3. 2.1 设二维随机变量(X,Y)的联合分布函数为
-y'_-x-y－人”

历，y) = { 1 - e- 工 - e + e , x > 0,y > 0. 
0, 其他

这个分布被称为二维指数分布，其中参数入＞0.
由此联合分布函数F（元，y），容易获得X与Y的边际分布函数为

凡(x)= F （父 ，OO） ＝ ｛ 1 - e-x, x > 0,
0, X � 0. 

凡（y)＝ F(OO，y) ＝ ｛ 1 - e-y, y > 0,
0, y � 0. 

它们都是一维指数分布 ．不同的入＞0对应不同的二维指数分布，但它们的两个边际分
布与参数入＞0无关．这说明：二维联合分布不仅含有每个分量的概率分布，而且还含有
两个变量X与Y间关系的信息，这正是人们要研究多维随机变量 的原因．
3.2.2 边际分布列

在二维离散随机变量(X,Y)的联合分布列IP(X=也,Y=yi )｝中，对j求和所得的分
布列

LP(X=x;,Y =yi)=P(X =x;), i= 1,2,… （3.2.3) 
j = I 

被称为X 的边际分布列．类似地，对i求和所得 的分布列
IP(X=x;,Y =yi)=P(Y=y), j= 1,2,… （3.2.4) 
i = I 

被称为Y的边际分布列．
例3. 2. 2 设二维随机变量(X,Y)有如下的联合分布列

。 0.09 
0.07 

2 
0.21 
0.12 

3 
0.24 
0.27 
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求 X与Y的边际分布列．
解 在上述联合分布列中，对每一行求和得0.54与0.46， 并把它们写在对应行的

右侧，这就是X的边际分布列．再对每一列求和，得0.16,0.33和0.51，并把它们写在对
应列的下侧，这就是Y的边际分布列 ．

X P(X=i) 
I 2 3 。 0.09 0.21 0.24 

I 0.07 0.12 0.27 
P(Y=j) 0.16 0.33 0.51 

3.2.3 边际密度函数
如果二维连续随机变量(X,Y)的联合密度函数为p(x,y) ，因为

凡（ x) = F(x, oo) = f., (r., p(u,v)dv) du = r.,Px(u)du, 

凡(y) = F(oo,y) = r.,(f.,p(u,v)du) dv = r .,
P y(v) dv , 

其中Px(x)和py(y)分别为
沪）＝ f

.,
p(x,y)dy, 

0.54 
0.46 

I 

(3.2.5) 

py(y) = r.. p(x,y)dx. (3.2.6) 
它们恰好处于密度函数位置，故称上式给出的Px(x)为X的边际密度函数 ，py(y)为Y

的边际密度函数．
由联合密度函数求边际密度函数时，要注意积分区域的确定．
例3. 2. 3 设二维随机变量(X,y)的联合密度函数为

p(x,y) ＝ ｛ l, 0 < x < l, l y | < x,
0, 其他

试求： （1) 边际密度函数Px(x)和py(y); (2) P(X<l/2)及P(Y>l/2).
解 首先识别 p(x,y)的非零区域 ，它如图3.2.1所示．
(1) 求Px(x) .
当x�O，或诊l时，有Px(x)=O．而当0<x<1时，有

。px(x) = r.. p(x,y)dy = r.dy = 2x.
所以X的边际密度函数为（见图3.2.2)

再求 Pr(Y)

2x, 0 < X < 1, 
正） ＝ ｛。， 其他．

当y�-1，或y�l时，有 py(y)＝ 0．而当－l<y<O时，有
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p心） ＝ f口0p(元 ,y)山＝f1dx = 1 + y, 
y 

1 l---- px(x) 

。

IIIIIII·
1

 

r2

图 3.2.1

当O<y<l时，有
p(x,y)的非零区域 图 3.2.2 X的边际密度函数(Be(2,l))

中Py(y) =f_0p（元，y)dx = f：山＝1 - y.
所以 Y的边际密度函数为（见图3.2.3)

p心）＝ ｛： ＿ ＋;:
0, 

- 1 < y < 0,
O <y<l,
其他Py(y) 

y

图 3.2.3 Y的边际密度函数（三角形分布）
(2)要求的概率分别为

叶X< +) = t/：正） dx = f;/2让dx =+ 

叶Y> 了） ＝ f1ly(y) dy = I:/2(I - y) dy =—. l l/2 8 
例3.2.4 三项分布的一维边际分布为二项分布
三项分布M(n,P1 ,P2 , p 3 )实质上是二维随机变董(X,Y)的分布，其联合分布列为n! P(X=i,Y=j)=�p,1p /2c1-p l -p 2 r-·-1, i,j =o,1,2,…，n, i + j � n . i!j! (n - i - j) ! 

对上式分别乘和除以(I-p l )"-'/（几-i)！，再对j从0到n-i求和，并记p;=p/(1-p.)，则
可得

n -I n ! IP(X=i,Y=j)=�p'I（1 - p厂
I = 0 i! （n -i) ！ 

; （ n ] － l) （ 1 -2 Pl
)

)（1 - l -2 Pl) n) 
n! 

i!(n -i)! =�p;(I - p,)"-i[p; + (I -p;)J•-• 
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Ill 第三章 多维随机变量及其分布

n! i!(n-i)! p', (l -p 1) n-`．
所以 X~ b(n,p,)．同理可证Y~b(n,p2).用类似的方法可以证明：r项分布M（几，p 1 ,p2,…，p,）的最低阶边际分布是r个二项分布b(n,p,), i=l,2,…，r. 例3.2.5 二维正态分布的边际分布为 一维正态分布设二维随机变量(X,Y)~N(µ,,1压矿，式，p）．先把（3. l. 8)式二维正态密度函数p(x,y)的指数部分l (x -µ I 尸 (x － 矿（y －印 (y-µ 2)2 - 2(l －矿） ［ =f!--2p

(T，2 + (T: ］ 
改写成 一干 x-µl - y -µ2 2 

2 卢了 贮�l (x -µ 1)2 

2(T 2 
I 再对积分

f00exp{ －+［P 61元/7 - 62y/』｝ dy
作变换（注意把x看作常量）

X - µ, I Y -µ,2 t = p - ，
u 1 fi了 贮八了

则

沪）＝『p(x,y)dy
一《瓦l

(X - J-l,1) 2 
= 2'lT61卢了 exp{-�}卢了I中 exp{ 一 了｝ dt

注意到上式中的积分恰好等于J云，所以有
Px(x) = �exp{-� 扣�exp{-�}

这正是 一维正态分布N(µ, I ，矿）的密度函数，即X ~ N(µ, 1，矿）．同理可证y~ N(µ,2，式）．由此可见·二维正态分布的边际分布中不含参数P··这说明二维正态分布N(µ 1 ,µ2，矿，吐，0.1)与N(µ 1,µ"矿，式，0.2)的边际分布是相同的．·具有相同边际分布的多维联合分布可以是不同的．
3.2.4 随机变量间的独立性

在多维随机变量中，各分量的取值有时会相互影响，但有时会毫无影响．譬如 一 个人的身高X 和体重 Y就会相互影响，但与收入Z 一 般无影响．当两个随机变量的取值互不影响时，就称它们是相互独立的
140 



§ 3.2 边际分布与随机变量的独立性Ill
定义 3.2.1 设 n 维随机变量(X 1 ,Xi , …，凡）的联合分布函数为 F（凡，无2 ,…，无n)'F, （可为 X，的边际分布函数．如果对任意 n 个实数 X 1,X i,…，凡，有

F(x i , x2, …，x九 ） ＝门 F` （x, ），
i = I 

(3.2.7) 
则称 X1 ,X2,…，凡相互独立

在离散随机变量场合，如果对其任意 n 个取值 X 1 ,X2 ,…，气，有
n P(X I = X i ,Xi = X i,…，Xn = xn) ＝门 P(X; = x;), (3.2.8) 

i = I 

则称 X 1,Xi, …，凡相互独立．
在连续随机变量场合，如果对任意 n 个实数 X 1,Xz, …，xn，有

n p(x l ,X i '…, xn) ＝ n p,(x, ）， 
i = I 

(3.2.9) 
则称 X 1 ,X2 ,…，凡相互独立．

在前面的讨论中我们知道：由联合分布可以求出边际分布，但由边际分布不一定
能求出联合分布．现在如果知道了随机变量间是相互独立的，则由边际分布的乘积就
可求出联合分布．

例 3.2.6 从(0,1)中任取两个数，求下列事件的概率：(1) 两数之和小于 1.2;
(2) 两数之积小于 1/4.

解 分别记这两个数为 X 和 Y，则 X 和 Y 都服从(0,1)上的均匀分布，由于 X 与 Y
的取值相互没有任何影响，故 X与Y相互独立，故其联合密度函数为

p(x ,y) = Px(x)p y(y) = {�: ��� < 1, 0 < y < 1, 0, 其他
利用此联合密度函数可以计算(1)与(2) 的概率，具体如下：(1) 事件 !X+Y<l.2) 的非零区域如图 3.2.4(a)所示，其概率为0.2 1 1 1.2-x P(X+Y < 1.2)= J:'}0dy山＋ LJ�- -dydx = 0.2 + (

2 
(1.2 - x) dx = 0.2 + 0.48 = 0.68.

(2) 事件 {XY<1/4l 的非零区域如图 3.2.4(b)所示，其概率为
1/4 rt rt rll4x l rt l l) P(XY < l/4) ＝ f f dydx + f f dydx = — + f —dx = — + —In 4 = 0.596 6. o Jo, J 114) o ,  4 J 114 4x 4 4 y y

x+y=l.2 
O.H－＋一－

l.
01 0.2

(a) {x+y< 1.2，妇，y<I) 勹三1X
(b) ｛.xy<t,O<x,y<t}

护i

图 3.2.4 p(x,y) 的非零区域与有关事件的交集部分
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这个例子告诉我们，由独立性立即用乘法获得联合密度函数，然后就可求涉及两
个随机变量的一些事件的概率 ．

例 3.2. 7 若二维随机变蜇(X,Y)的联合密度函数为
8xy, 0 � x � y � l, 

p( 元 ,y) ={。， 其他
问X与Y是否相互独立？
解 为判断X与Y是否独立，只需看边际密度函数的乘积是否等于联合密度函

数为此先求边际密度函数
当兀<0 或心1 时，Px （兀）＝ 0而当 O�x�l 时，有

Px(x) = r 8xydy = 8元（了 一 了） ＝4x(1 - x2 ) 
因此

因此

4x(l -占，O � x � l,Px 冗 ＝ ｛。， 其他
同样，当 y<O 或 y>l 时，p y(y)＝ 0．而当 O�y�l 时，有

p y(y) = J: 8父ydx = 4沪

Py(y) ＝｛扩， 0< y < l，
0, 其他

由此可见：p(x,y) ¥,px(x)p y(y)，故 X与 Y不独立，即相依．
直观上看，联合密度函数 p(X,y)似乎可分离变量，但由于其非零区域相互交织，X

的取值受 Y的取值影响(O�x�y),Y的取值也受 X的取值的影响(x�y�l) ，最后导
致 p(X,y)的变量不能分离，从而 X与 Y不可能相互独立．
例 3.2.8 设二维随机变量(X,Y)的联合密度函数 p(X,y)如下所示，判定 X与 Y

的独立性

(I) p(x,y)={ 

(2) p(x,y)= { 

(3) p(x,y)= { 

(4) p(x,y)= { 

6xy2, O<x<l, O<y<l,
0, 其他；
12y2, 0勺�x�l,
0, 其他；
6exp I -2x-3y l, x>O, y>O,
0, 其他；
x2 +xy/3, O<x< I, 0<y<2, 
0, 其他

解 （ I)边际分布为
p x (X) = 2x, X E几＝ （ 0, 1), 
Pr(Y) = 3y2, y E Dr = (0, I), 

故有 p(x,y)=px(x)p y(y),(x,y)E !(x,y):XE队，yE D y I ，所以 X与 Y 相互独立．这



§ 3.2 边际分布与随机变量的独立性Ill

种状态称为变量 X 与 Y 可分离，它有两方面含义，一是指 p(x,y)=px(x) • Pr(Y)，二是
指 p(x,y)的非零区域亦可分解为两个一维区域的乘积空间．

(2) 因 X 的取值与 Y 的取值相互影响，故 p(x,y)不可分离，所以 X 与 Y 不相互
独立

(3)边际分布为
Px伈）＝2e-ix , X E趴＝ ｛x>OI, 
p y(y)= 3e-3r, ye趴＝ ｛y>Ol, 

且有 p(x,y)=px(x)p y(y),(x,y)EI (x,y) :XE队，y E趴l，故 X 与 Y 可分离，即 X 与
Y 相互独立

(4)边际分布为

Px(x)=2无 ＋－元， 无 E几＝ （0, l), 3 
l l 

p y(y)=－－+—y, YE几＝ （0,2),3 6 
由于p(x,y) ¥-px(x)p y(y)，即 X 与 Y 不可分离，所以 X 与 Y 不相互独立．

l2 3 贬习r
—

 

I 设二维离散随机变量(X,Y)的可能取值为
(0,0), (-1,1), (-1,2), (1,0), 

且取这些值的概率依次为1/6,1/3, 1/12,5/12，试求X与Y各自的边际分布列．
2设二维随机变置(X,Y)的联合分布函数为

F(x,y) = {�,
- e-A,, - e-Azr + e一人，心 一入 12mul ,,rl 1 

0, 
X > 0, r > o, 
其他

试求X 和Y各自的边际分布函数．
3.试求以下二维均匀分布的边际分布

p(x,y) ＝ {』, x2 + y2 < l,
0, 其他

4.设平面区域D由曲线y = I几及直线y = O,x = l,x = e2 所围成，二维随机变置(X,Y)在区域D
上服从均匀分布，试求X 的边际密度函数．

5.求以下给出的(X,Y)的联合密度函数的边际密度函数p,(x)和Pr(Y)

(I) p(x,y) = { 
e-1, 0 <工＜y,
0, 其他 ，

(2) p(x,y) ＝ {：(x2 + y)， 0 < y < 1 - x2 , 

0, 其他 ，

(3) p(q) ＝厂 °<y<x< l, 

0, 其他
6.设二维随机变量(X,Y)的联合密度函数为
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Ill 第三章 多维随机变量及其 分布

6, 0 < x'< y < x < I, 
p(x,y) ={。， 其他

试求边际密度函数Px(x)和Pr(y)

7.试验证以下给出的两个不同的联合密度函数，它们有相同的边际密度函数．
X + y, O_..; X"" I,

p(x,y) ={。， 其他，

g(x,y) 
= {��

-5 + x) (0.5 + y),
0, 

8.设随机变量X 和Y独立同分布，且

0:,;;: y:,;;: I, 

0 � x �I, 

其他

0 � y � I, 

I 
P(X=-1) =P(Y=-1) =P(X= I) =P(Y= I)＝一．

2 

试求P(X=Y).

9. 甲、乙两人独立地各进行两次射击，假设甲的命中率为0.2，乙的命中率为0.5，以X和Y 分别
表示甲和乙 的命中次数，试求P(X,s;Y).

IO.设随机变量X 与 Y相互独立，其联合分布列为

r, r2 yl 

x a 

又2 1/9 

l/9 

b 

c
 
1/3 

试求联合分布列中的a,b,c.

II.设X 与 Y是两个相互独立的 随机变量 ，X-U( O,I),Y-E兀p(I)．试求

(I) X与Y 的联合密度函数 ， （2) P(Y,;.;X); (3 ) P(X+Y,;.;l).

12.设随机变量(X,Y)的联合密度函数为
3x, 0 < y < x < I, 

p(x,y) 
= {。， 其他

试求

(l)边际密度函数Px（元）和Pr(y); (2)X 与 Y是否独立？

13 .设随机变量(X,Y)的联合密度函数为

p(x,y) 
= {�: �

x
�.

< y, 0 < y < l, 
0, 其他

试求

(l)边际密度函数Px(x)和Pr(y); (2)X 与 Y是否独立？
14.设二维随机变量(X,Y)的联合密度函数如下，试问X与 Y是否相互独立？
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§ 3.3 多维随机变量函数的分布 Ill

(5) p(元，y) = { 
12xy(1-x), O<x<I,
0, 其他 ，

O<y<l,

(6) p(x,y) ＝ {¥占， x泛y<1, 

0, 其他
15.在长为a的线段的中点的两边随机地各选取 一 点，求两点间的距离小千a/3的概率
16.设二维随机变量(X,Y)服从区域

D= I （元，y),a�这b,c�y�dl
上的均匀分布，试证X与Y相互独立．

§ 3.3 多维随机变量函数的分布

设(X1 ,X2 ,…，凡）为 n 维随机变蜇，则 (X,,X2 ,…，xn )的函数 Y=g(X 1 ,X2 ,…，凡）
是一维随机变量．现在的问题是：如何由 (X1 ,X2 ,…，凡）的联合分布，求出Y的分布．这
是一类技巧性很强的工作，不仅对离散场合和连续场合有不同方法，而且对不同形式
的函数g(X1 ,X2 ,…，凡）要采用不同的方法，甚至有些方法只对特殊形式的g(. ）适
用下面分别介绍一些常用的方法

3.3.1 多维离散随机变呈函数的分布

设 (X,,X2 ,…，凡）为 n维离散随机变量，则某一函数Y=g(X,,X2 ,…，凡）是一维
离散随机变量．当(X,,X2 ,…，凡）所有可能取值较少时，可将 Y的取值一一列出，然后
再合并整理就可得出结果，见下例．

例 3. 3.1 设二维随机变量(X,Y)的联合分布列如下所示：

-1 2

-I
2 

5/20
3/20 

2/20
3/20 

6/20
1/20

试求： （ I) Z 1 = X + Y; (2) Z 2 = X -Y; (3) Z 3 = max I X, YI的分布列
解 将 (X, y)及各个函数的取值对应列千同一表中：

p 5120 2/20 6/20 3/20 3/20 1/20 
(X, Y) (- I, -I) (-I, I) (-1,2) (2, -I) (2, I) (2,2) 

Z, =X+Y -2 。 3 4
Z2 =X-Y 。 -2 -3 3 。

Z 3 = max I X, YI -1 2 2 2 2 

然后经过合并整理就可得最后结果：
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Z, =X+Y -2 。 3 4 

p 5/20 2/20 9/20 3/20 1/20 

Z, =X-Y -3 -2 。 3 

p 6/20 2/20 6/20 3/20 3/20 

Z3 = max ! X, YI -I 2 

p 5/20 2120 13/20 

例3.3.2（泊松分布的可加性） 设随机变量X~P（入），Y~P（入2)，且X与Y独
立，证明Z= X+Y~P（入1 ＋入2 ).

证明 首先指出， Z=X+Y可取0,1,2,…所有非负整数 ． 而事件I Z=kl是如下诸互
不相容事件

IX=i,Y=k-il, i =0,1,…，k 
的并，再考虑到独立性，则对任意非负整数k，有

P(Z =k)= IP(X=i)P( Y=k-i). 
; = 0 

这个概率等式被称为离散场合下的卷积公式利用此公式可得

P(Z = k) ＝ 言 (:e A)((K入:L) ， e Al) 
（儿 ＋ 入2) k 一 (A心） ； k！ 

= k, e ,=0 L! （K - L) ！ （ 入 1 
入

十
1
入2 ) （ 入 1 

入2 入2 ) 

(3. 3. I) 

k
 ｀

2

入
＋
 

2
 

入

，
入
．．

 
．
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，，
 

2
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0

1
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＝ k
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）

）

2

2
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人
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＋

人
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(
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＿＿
 

e

e

 

k

k

、`
丿

、`
丿

2

2

入

入

．

．

 

+
K

+
k
 

入

入

(

(

＿＿

＿＿
 

这表明X+Y-P（儿 ＋入2)，结论得证注意X- Y不服从泊松分布
泊松分布的这个性质可以叙述为：泊松分布的卷积仍是泊松分布，并记为

P(入 I)*P(入i)= P(入 I +入2 >· (3.3. 2) 
这里卷积是指“ 寻求两个独立随机变量和的分布运算 ＂

． 显然这个性质可以推广到有限
个独立泊松变量之和的分布上去，即

P(入 I)*P(入i)*·..*P(入J= P(入 1 +入2 +...十入J. (3.3.3)
特别，当入 1 ＝入2 = …＝ 儿＝入时，有

P(入） ＊P(入） ＊... *P(入） ＝ P(n入）． （3.3.4) 
这些结论在理论上和应用上都是重要的 ．

以后我们称性质 “ 同 一类分布的独立随机变量和的分布仍属于此类分布“为此类
分布具有可加性．上例说明泊松分布具有可加性，下例又说明二项分布具有可加性．

例3.3.3（二项分布的可加性） 设随机变量X-b(n,p),Y-b(m,p)，且X与Y独
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§ 3.3 多维随机变量函数的分布 Ill

立，证明 Z =X+Y-b(n+m,p).
证明 首先指出，Z =X+Y 可取 0,1,2, …，n+m等n+m+l 个不同的值，利用离散场

合的卷积公式(3.3.1)，可把事件 !Z = kl的概率表示为
k P(Z = k)= IP(X = i)P(Y = k -i). 

' ＝ 0 

因为X-b(n,p),Y-b(m,p)，所以上式中只需考虑：i,:s;; n,k-i:s;;m，即 i:s;;n,i:;??= k-m.
因此记

a = max!O,k - ml, b = min!n,kl, 
则

b P(Z = k) = L P(X = i)P(y = k - i) 
= t. (�) p'(l _ P) 0-, . ( k � i)伈（l _ p) m-(H)

= p'(1 _ p)"+m-k 皇(:) （ k m 
- l) ·

或l
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此

利

由

言(:)（ k
m

- l) ＝ （ n + 
k 

m)

P(Z = k) = (n : m)汃l -p) n+m-k, k = 0, l, …，n + m.
这表明Z=X+Y~b(n+m,p)，即在参数 p 相同情况下，二项分布的卷积仍是二项分布，
即 b(n,p)*b(m,p)=b(n+m,p)这个性质可以推广到有限个场合，即

b(n i ,p)*b(n2,p)*·.. *b(n,,p) =b(n 1 + n2 + ··· + n,,p). (3.3.5) 
特别当 n 1 = n2 =…＝ n, = l 时，有

b (l,p) * b (l,p) * ·.. * b (l,p) = b (k,p), (3. 3. 6)
这表明：如果 X | ，X2, …，凡独立同分布，都服从 b(I,p)分布，则其和 IX, ~ b(n,p). 
或者说，服从二项分布 b(n,p)的随机变量可以分解成 n 个相互独立的0-1 分布的随机
变量之和

3.3.2 最大值与最小值的分布
考察某地区的年降雨量X，它是一个随机变量，其分布函数记为F(x)．若要研究近

五十年内该地区滂灾或干旱发生的可能性，就需要研究近五十年中该地区最大的年降
雨量和最小的年降雨量，它们可表示为

Y = max I X 1, X 2 , …，Xso I, 
Z=min!X1 ,X2, …，Xso I, 

其中 X1 表示近五十年中第 i 年的降雨董．

由

于地区相同，所以诸 X1 可看成是独立同分
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布的随机变量．因此研究若干个独立同分布 随机变量的最大值Y 与最小值Z的分布是一件很有意义的工作下面将以例子形式来讨论寻求最大值与最小值的概率分布的方法
例 3.3.4 （最大值分布） 设X,,X2,.. .，凡是相互独立的n个随机变昼，若Y=max! X 1 ,X2,…，x. l.试在以下情况下求Y的分布：
(1) X,-F,(x),i=l,2,.. ·,n;
(2)诸X，同分布，即X,-F(x),i=1,2,…,n;
(3) 诸X，为连续随机变量，且诸X，同分布，即X，的密度函数均为p(x),i=I,

2,···,n; 
(4) X,- Exp(入），i=1,2,…，n.
解 (l) Y = max ! X 1, X 2,…，Xn l的分布函数为凡(y) = P(maxjX 1 ,X2,…，X.I � y) = P(X 1 � y,X2 � y,…,Xn < r) 

= P(X I � y)P(X2 � y)…P(X.�y)＝D F;(y). (3.3.7) 

(2)将X,的共同分布函数F(x)代入上式得
凡(y) = [ F(y) ]". (3.3.8) 

(3) y的分布函数仍为上式， 密度函数可对上式关于y求导得
py(y) = F�(y) = n[F(y) r- 1 p(y). (3.3.9) 

(4) 将Exp（入）的分布函数和密度函数代入(3.3.8)式和(3.3.9)式得
凡(y) ＝ ｛ 0, y < 0, 

(I - e -Ay)", y � 0. 
y < 0, Pr(y) ={:�I -产）n- 1入e-“, y > 0. 

例 3.3.5 （最小值分布） 设X 1,X2,…，凡是相互独立的n个随机变量，若Z=
min丸，X2,…，X几 卜试在以下情况下求Z的分布：

(I) X,-F,(x),i=l,2,--·,n;
(2)诸凡同分布，即X,-F(x),i=1,2,…，n;
(3)诸X1 为连续随机变量，且诸x,同分布，即凡的密度函数均为p(x),i=l,

2.... ' ' n:，(4) X, ~ Exp(入），i=I, 2, ···, n.
解 (I) Z =min! X 1 , X 2,…，Xn l 的分布函数为

凡(z) =P(min!X 1,X2,…,x.1 :,;; z) 
= l - P(min!X 1 ,X2,"·,X.I > z) 
=I- P(X 1 >z,X2 >z,…,X. > z) 
= I - P(X 1 > z)P(X2 > z)... p(x. > z) 
= 1 一 月 [ 1-F,(z)].

(2)将xi 的共同分布函数F(x)代入上式得
(3.3.10) 
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Fz(z) = l - [ I - F(z) ]". (3.3.11) 
(3) Z的分布函数仍为上式，密度函数可对上式关于z求导得

Pz(z) = F�(z) = n[ l - F(z) r-1p(z). (3.3.12) 
(4) 将 Exp（入）的分布函数和密度函数代入(3.3. 11)式和(3.3.12)式得

凡(z) ＝ ｛0, z < 0, 
l - e 

-nA,
, z � 0. 。沪） ＝ ｛ ＇ z < 0, 

n入e -nA, 
, z � 0. 

由上面例 3.3.4 和例 3.3.5 可以看出：若 X1 , X2 , …，凡独立同分布，XI 服从参数为
入的指数分布，则 max I xi , X2 , …，Xn l 不服从指数分布，而 min I xi , X2 , …，xn } 仍服从
指数分布，参数为n入

例 3.3.6 某段道路原来有 5 个路灯，道路改建后有 20 个路灯用于此道路的晚间
照明．改建后道路管理人员总认为灯泡更容易坏了，请解释其中原因

解 设所有灯泡的使用寿命是相互独立、同分布的随机变蜇，其共同分布为指数
分布 Exp（入），其平均寿命（即期望值）为入一 I =2 000 小时，则按例 3.3.5，道路改建前 5
个灯泡中第 一个灯泡烧坏的时间 Tl=min! X,' X2 ' x3' x4 ' X5 I ，且T 1 -Exp(5入）．若每只
灯泡每天用 10 小时，则 30 天内需换灯泡的概率为

l 500 P(T l 纽O)=1-exp! -5入 ． 300l = 1-exp{-�} = 0.527 6. 
而道路改建后，20 只灯泡中第 一 只烧坏的时间 T2 = min ! X 1, X 2, …, X20l ，且 T2

Exp(20入），则 30 天内需换灯泡的概率为
P(T2 幼0)= I -exp! -20入 ． 300l = 1-exp｛一： ： 。

。

订＝ 0.950 2.
这表明：道路改建后，在 30 天内需要更换灯泡的概率提高了很多．也就是改建后，道路
管理人员认为灯泡”更容易坏＂ 的原因．

设想 一 条道路上有 100 个路灯，则 30 天内需要换灯泡的概率更大．为此路灯要使
用高寿命（节能）灯泡，才能减少更换灯泡的次数．
3.3.3 连续场合的卷积公式

定理 3. 3. 1 设 X 与 Y是两个相互独立的连续随机变星，其密度函数分别为Px(x)
和 p y(y)，则其和 Z=X+Y的密度函数为

沪） ＝ f:中 Px(z - y)py(y)小＝ f
O 

Px(x)py(z - x) dx.
- oo 

证明 Z=X+Y的分布函数为
凡(z) = P(X + Y'!::: z) = ff Px(x)py(y)dxdy

z +y<2 

o z-y o z =f一中 {f-op卢） dx} py(y) dy = r� I 一中Px(t - y)p心） dtdy

= f_., (f.,Px(t - y)py(y)dy) dt.

(3.3.13) 

1 4 9 
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由此可得Z的密度函数为
沪） ＝ f-

中

Px(z- y)py(y)dy. 
在上式积分中令 z-y=x， 则可得

几（z)= J_� Px(x)py(z-x)dx. 
这就是连续场合下的卷积公式．

注意：卷积公式也可用于 X与 Y 不独立的情况，此时只要将(3. 3. 13) 式（同理对
(3.3.1) 式）中的边际分布密度（列）的乘积改写成联合分布密度（列）即可．

下面对正态分布和伽马分布分别使用上述卷积公式．
例 3.3.7 （正态分布的可加性） 设随机变量X~N(µ, 1 ,(T？) ， y~ N(µ,2 ， 吐） ， 且 X与

Y 独立 ， 证明 Z=X+Y~N(µ,产µ2 ,(T�+(T扛
证明 首先指出 Z=X+Y 仍在（ －00, 00）上取值，利用卷积公式(3.3.13) 可得

Pz(z) = l f。 1(z- y-µ I 尸 (y - µ2 ) 2 

2'lT(T 1 (T2 0 exp{ －了[ (T� +

(T： ］ }dy,
对上式被积函数中的指数部分按y的幕次展开 ， 再合并同类项 ， 不难得到

(z -r -/J, I) 2 (y -/J-2 ) 2 B \ 2 (Z -/J, t - /J-2 )
(T？ ＋ (T： ＝A(y -丁） ＋ 矿＋式

其中

代回原式，可得

1 1 A= — + — 
2

. 
2 ' 

<71 <72 

z - µI µ2 B = ＋ — . 2 (T 1 (T; 
1 (z -Jl, 1 - Jl,2 ) 中 A t B \ 2 沪） ＝ �exp{-了 矿＋�}. rm exp{ － 了（ y -订｝dy

利用正态密度函数的正则性，上式中的积分应为J云订Ji ，于是
1 1 (z-µ, 1 - µ,2 ) 沪） ＝卢了巧 exp{ － 了 矿＋u： }，

这正是均值为 µ 1
+µ2 ， 方差为矿＋式的正态密度函数．

上述 结论表明：两个独立的正态变量之和仍为正态变量 ， 其分布中的两个参数分
别对应 相加，即

N也，矿）＊ N (/1-2 忒）＝ N(µ, 1
+ µ,2 ，矿 ＋ u扛 (3.3.14)

显然 ， 这个结论可以推广到有限个独立正态变僵之和的场合．
另外我们知道，若随 机 变 量 X~ N(µ，矿）， 则对任 意非零实数 a 有 aX~

N(aµ,,a2矿）．由此我们可得另一个重要结论：任意n个相互独立的正态变量的线性组
合仍是正态变量 ， 即

a 凡＋ a 凡＋…＋ a n xn ~ N(µ0 ， 吐），
若X,~N（四矿）， i= 1,2,… ，n， 则参数µ。与式分别为

n 

µ。 = 2 吓，＇
i = I 

n 

吐 ＝ 2心t.
i = I 

(3.3.15) 
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譬如，已知X-N(-3,1),Y-N(2,l)，且X与Y独立，则
Z=X-2Y + 7 -N(0,5). 

例3.3.8（伽马分布的可加性） 设随机变量X-Ga(a1 ，入），Y-Ga(a2 ，入），且X与
Y独立，证明Z=X+Y-Ga(a, +a2 ，入）．

证明 首先指出Z=X+Y仍在(0,(X)）上取值，所以当z�O 时，Pz(z)=O．而当z>O
时， 可用卷积公式(3.3.13)， 此时被积函数Px(z-y)py(y)的非零区域为O<y<z，故

入a 1 •a2 r' 沪） ＝ r（a1 ) r(a2 ) f。(z _ y)a ,-le-A(,-y) • ya2一1 e-“dy 

入a,+a2e -入, r' 
＝ r也）卢） ［ ( Z _ Y) a 1 - I Y a2一1 dy 

入a1 ••2e一入2＝
r也）归） f。z a I + a2 - I I (1 -t) a I 一It a2-I dt, 

最后的积分是贝塔函数，它等于f(al ) r(a2 )If(a. +a2 )．代人上式得
入叶“2

pz(z) = r(a1 + a2 ) 
a 1 •a2一I _-A, z · · e .

这正是形状参数为a1 +a2 ， 尺度参数仍为入的伽马分布．
这个结论表明：两个尺度参数相同的独立的伽马变量之和仍为伽马变量，其尺度

参数不变，而形状参数相加，即
Ga(a1 ，入）＊Ga (a2 ，入） ＝Ga(a1 + a2 ，入）．

显然这个结论可推广到有限个尺度参数相同的独立伽马变量之和上．
(3.3.16) 

另外由第二章中我们知道， 伽马分布有两个常用的特例：指数分布和卡方分布，即
n I Exp（入） ＝Ga(I，入）， x2(n) = Ga（了飞－），

由此又可以得到另两个结论：
(I) m个独立同分布的指数变量之和为伽马变量，即

Exp(入）＊Exp(入）＊··· * Exp(入） ＝Ga(m，入）．
m个

(2 ) m个独立的X2 变量之和为X2 变量(X2 分布的可加性 ），即

(3.3.17) 

欢n1 )* X2(n2 )＊…*X2(n.,) =X2(n1 + n2 +…＋n., ). (3.3.18) 
例3.3.9 设X1 ,X2 ,…，凡是n 个相互独立同分布的标准正态变量，证明其平方

和Y=X忤X扛…＋x:服从自由度为几的X2 分布．
证明 由上一章例2.6.3， 我们已经证得： 当X,~ N(O, l)， 有对～X2(l)．所以再由X2

分布的可加性即可得结论．
由此可见， X2(n)分布中的参数n就体现在：n是独立的标准正态变量的个数，因

此人们称这个参数n 为自由度．
3.3.4 变量变换法

在此我们仅介绍寻求二维连续随机变量函数的分布的方法，而寻求n维连续随机
变董函数的分布的方法是类似的．
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一、变量变换法

设二维随机变量(X'y)的联合密度函数为p(x,y)，如果函数
{u = g,（x,y)，
v = g2(x,y)

有连续偏导数，且存在唯一的反函数

{
x = x(u,v)，
y=y(u,v),

其变换的雅可比行列式

ax

]= a(x,y) I au
a(u,v) I ay

au

。＃
 

I

I

au-ayav-ay
 

au-ax
aV-ax
 

1

1

 

＝
 

｀
 

、丿
）

v
y

 

＇
，

 

u
x

 

（
（
 

a
a

 

，
 ＿＿ 

ax-av
ay-av
 

(3.3.19)

若
{U = g1(X,Y)，

V=g2(X, Y), 
则(U,V)的联合密度函数为

p(u,v) = p(x(u,v),y(u,v)) I JI. (3.3.20)
这个方法实际上就是二重积分的变量变换法，其证明可参阅数学分析教科书．
例3.3. 10 设随机变量 X与Y独立同分布，都服从正态分布N(µ,，矿）．记

{
U = X + Y,
V=X- Y. 

试求(U,V)的联合密度函数，且问U与V是否独立？
解因为

{u = x+ y,
V = X - y

的反函数为

＇

，

 

V

V

+
2
l
2

u

u

 

＝

＝

 

x

y

 

,

4

』

则
加

J = I :; 
au

所以得 (U, V) 的联合密度函数为

加 1 1 
加 2 2 I 1 ＝ ＝ － 

ar I I 1 1 I 2
初 2 2

u + V\ ,  u - V\ I 1
p (u'V) = p (X (u' V)'y (u'V)) I J I = p X (T) py (T) －了 1
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1 r [ < u + v) 12 -µ, J 2 1 1 r [ < u - v) 12 - µ, J 2 = 2尽;exp{- �}尽;exp{-�}
4'II'矿 4u2 } 

= bexp{-� 
这正是二元正态分布 N(2µ,,0,2矿，2矿，0）的密度函数，其边际分布为 U ~ N(2µ,,2矿），V~N(0,2矿），所以由 p(u,v) ＝pAu)pV(v) 知 U 与 V 相互独立．

注意：在变量变换法中，并没有要求 X 与 Y 是独立的．所以例 3.3.10 可改成(X,Y)
服从二元正态分布，仍可以计算得(U, V)服从二元正态分布．进一步我们可得：多元正
态变量经线性变换后仍是多元正态变量．这个结论在统计中经常用到．

二、增补变量法

增补变量法实质上是变量变换法的一种应用：为了求出二维连续随机变量(X, Y) 
的函数 U=g(X,Y) 的密度函数，增补一个新的随机变僵 V= h(X,Y) ，一般令 V = X 或 V=Y.先用变量变换法求出(U, V) 的联合密度函数 p(u,v) ，再对 p(u, v) 关千 v 积分 ， 从
而得出关于U的边际密度函数．

下面我们以例子形式，给出两个随机变董的积与商的公式．
例 3.3.11 （积的公式） 设随机变量 X 与 Y 相互独立，其密度函数分别为Px伈）和Pr(Y) 则 U=XY 的密度函数为

证明 记 V= Y，则｛

m / U \ l Pu(u) ＝ f式）沪）了－dv
u x =— 

v =yu = xy，
的反函数为｛ V, 

雅可比行列式为y =v, 
l u

l2 J = I v v· I= —
0 l

所以(U, V)的联合密度函数为
u p(u,v) = Px(-;) · Pr(v) I JI = Px(-;) py(v) 6· (-;) py(v) � 

对p(u,v) 关于 v 积分，就可得 U=XY 的密度函数为(3.3.21) 式．

(3.3.21) 

例 3.3.12 （商的公式） 设随机变量 X 与 Y 相互独立，其密度函数分别为Px(x) 和Py(y) 则 U=XIY 的密度函数为

证明 记 V= Y，则｛

。Pu(u) = r�px(uv)py(v) IV I dv. 
- o u =x/y, x =uv 

的反函数为｛ ＇ 雅可比行列式为
v=y Lr=v, 

V U J = I I = V 
0 I 

所以(U, V)的联合密度函数为p(u,v) =px(uv) • Pr(v) I JI =px(uv)py(v) I vi. 

(3.3.22) 
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对 p(u,v)关于 v 积分，就可得 U=XIY的密度函数为(3.3.22)式．
在以上两个例子中，如果 X与Y不是相互独立的，则只需在(3.3.21)式和(3.3.22)

式中将边际密度的乘积改写成联合密度即可．

r习题33 1 
1.设二维随机变量{X,Y)的联合分布列为

X 2 3 。 0.05 0.15 0.20 
0.07 0.11 0.22 

2 0.04 0.07 0.09 
试分别 求U=maxl X, YI和V=minl X, YI的分布列．

2.设X和Y 是相互独立的随机变量，且X-Exp（入），Y-Exp(µ.）．如果定义随机变量
z = {�:求Z的分布列．

3.设随机变量X和Y的分布列 分别为

当X,.; Y, 当X > Y. 

X I -1 0 
P I 1/4 112 114 2

0

/

 

l＿
 

y

p

 

1/2 
已知P(XY=O)= I，试求Z=max! X,Y)的分布列．

4.设随机变量X,Y独立同分布， 在以下情况下求随机变量Z=maxl X,Y)的分布列
(I) X服从p=0.5的0-1 分布，(2) X服从几何分布，即P(X=k)= (1-p) H p,k=l,2,···.
5.设X和Y为两个随机变量，且

P(X � 0, Y � 0) 
试求P(maxi X,YI �0) . 

6.设X与Y的联合密度函数为
p(x,y) 

，
 

3_
7

 

＿＿
 

4 P(X;;,,:O) = P(Y;;,,:O) = --= 7 

，
 

y＋
 

x
 -

， 
e
0 

r __ ，l 
X > 0, y > 0,
其他．

试求以下随机变量的密度函数(I) Z=(X+Y) /2; (2) Z=Y-X.
7.设X与Y的联合密度函数为

p(x,y) = {。,, O<x<I, O<y<x,
其他

试求Z=X-Y的密度函数．
8某种商品 一 周的需要量是 一个随机变量， 其密度函数为

p,(t) = { te -,, t > 0, 
0, t,.;; 0. 

设各周的需要量是相互独立的， 试求
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(I)两周需要量的密度函数P2(x),
(2)三周需要量的密度函数Pi(x)

§ 3.4 多维随机变量的特征数 Ill

9.设随机变量X与Y相互独立，试在以下情况下求Z=X+Y的密度函数
(I) X~U(O,l),Y~U(O,l); (2) X~U(O,l),Y~E 兀 p(1).
10.设随机变量X与Y相互独立，试在以下情况下求Z=XIY的密度函数
(1) X ~ U (0, I), Y ~ Exp (1) ; (2) X ~ Exp (入I ),Y~E 工 p(入2 ）．
11.设X1 ,X2 ,X1 为相互独立的随机变量 ，且都服从（0I 1)上的均匀分布，求三者中最大者大于其

他两者之和的概率
12.设随机变量X1 与凡相互独立同分布，其密度函数为

2x, O<x<l, p (x) = {。， 其他
试求Z=maxlX,,X2 l-minl凡，X2 I的 分布，

13.设某 一设备装有3个同类的电器元件 ，元件工作相互独立，且工作时间都服从参数为入的指
数分布．当3个元件都正常工作时，设备才正常工作 ．试求设备正常工作时间T的密度函数．

14.设二维随机变量(X,Y)在矩形
G = I（工，y) :0"" x"" 2, 0"" y"" 11 

上 服从 均匀分布，试求边长分别为X和Y的矩形面积Z的密度函数．
15. 设二维随机变量(X,Y)服从圆心在原点的单位圆内的均匀分布，求极坐标

R= j?+y1, f)=arctan(YIX) 
的联合密度函数．

16.设随机变量X与Y独立同分布，其密度函数为
e -', x  > 0, p (x) = {。，无< 0. 

(1)求 U =X+Y与V=XI(X+Y)的联合密度函数 p(u,v),
(2)以上的U 与V独立吗？
17.设随机变量X与Y独立同分布，且都服从 标准正态分布N(0,1)，试证U =X江y2 与V=XIY

相互独立．
18设随机变量X与Y相互独立，且X~Ga(a 1 ，入），Y~Ga(a2 ，入）．试证U=X+Y与V=XI(X+Y)

相互独立，且V~Be(a 1 ,a2 ).
19.设随机变量队与U2 相互独立，且都服从(0,1)上的均匀分布，试证明
(1) Z 1 = -21n U 1 ~ Exp (1/2), Z 2 = 2,r U 2 ~ U (0, 21r) ;
(2) X=jz,cos Z2 和Y=j页sinZ2 是相互独立的标准正态随机变董
20.设随机变量X1 ,X2 1 ，凡相互独立，且X, ～E 无 p队 ， ），试证

P(X; = min 凶，X2 ,... ,x, I )  = 入， ＋入2 +＋入“
入，

21设连续随机变量X,,X2 , ，凡独立同分布，试证
P(X, > max!X,,X2 ,···,X,_ 1 )) �—

§ 3.4 多维随机变量的特征数

类似于一维随机变量的特征数，多维随机变量也有特征数，除了各个分量的期望、
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方差、标准差以外，还有两个随机变量间的关联程度，即协方差与相关系数，这是 一 种反映两个随机变量相依关系的特征数， 要 特别注意．3.4.1 多维随机变量函数的数学期望在第二章中，在求 一维随机变量函数 Y=g(X)的数学期望中， 定理2.2.1发挥了重要 的作用．现在要求多维随机变量函数Z=g(XI ,Xi ,…，凡）的数学期望E(Z)，下面的定理3.4.1也起着很重要的作用．利用此定理，可以省略求随机变量函数Z=g(X口X2 ,…，凡）的分布此定理的证明涉及更多的工具，在此省略了．为简单起见，我们用二维随机变量叙述此定理，而对n维随机变量结论是类似的．定理 3. 4.1 若二维随机变量(X, Y)的分布用联合分布列P(X=xi , Y=y,）或用联合密度函数 p(x,y)表示，则Z=g(X, Y)的数学期望为
E(Z) = [ : : g(x,，y,)P(X = x,， Y = y,)， 在离散场合，

『 r�g(x,y)p(x,y)dxdy, 在连续场合这里所涉及的数学期望都假设存在．还要指出，在连续场合（离散场合也类似）有：·当g(X,Y)=X时，可得X 的数学期望为
中 0 0 E(X) =上f.,xp(x,y)dxdy = f., xpx(x)dx

·当g(X,Y)= (X-E(X)广时，可得X 的方差 为
0 0 Var(X) = E(X - E(X))2 = r.,f_.,(x - E(X))2 p(x,y)dxdy

= f., （x - E (X)) 2 p x (x) dx. 
－中类似地可给出Y 的数学期望与方差 的公式．例 3. 4.1 在长为a 的线段上任取两个点 X与 Y，求此两点间的平均长度．

(3.4.1) 

解 因为X与Y 都服从(O,a)上的均匀分布，且X与Y 相互独立， 所以(X, Y)的联合密度函数为
p(x,y)＝尸° < x < a, 0 < y < a,

0, 其他利用定理3.4. l，得两点间的平均长度为
a a l E(I X - y I) = J:J: I X - y I了dxdy
OJ O a 

＝饥I:(X - y) dydx + I:r (y - X) dydx}
＝佩 (x2 - ax + �) dx} = f注意，利用定理3.4.1，虽然可以省略求随机变量函数的分布，但在某些场合所涉及
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的求和或求积难以计算，此时只能分两步进行：先求随机变量函数 Z=g(X,,X2,…，
凡）的分布，然后再由Z的分布去求E(Z)，见下例．

例3.4.2 设凡 和凡是独立同分布的随机变量，其共同分布为指数分布E兀p（入）．
试求Y =max!凡，X2 I 的数学期望

解 在前面例 3.3.4中已求得Y = max ! X 1, X 2 I 的密度函数为
Pr(r) = 2( 1 - e 一人y)入e-Ay, y > 0.

这时Y =max！凡，X2 I 的数学期望为
E[ max! x i ,Xi I ] = f 。 2入y(I -产）e－“dy

= 2J.,

ye-Ard(入y） － f0.,ye-2A1d(2入y)
2., 

=了l。 ue-• du － 立。 ve-•dv
2 3 = -r(2) －—r(2)＝ －一．入 2入 2入

3.4.2 数学期望与方差的运算性质

在第二章中曾给出了数学期望与方差的一 些简单性质，在此利用以上定理3.4.1,
我们就可以给出数学期望和方差的一 些运算性质，以下均假定有关的期望和方差存在

性质3.4.1 设(X, y)是二维随机变量，则有
E(X + Y) =E(X) +E(Y). (3.4.2) 

证明 不妨设(X,Y)为连续随机变董（对离散随机变量可类似证明），其联合密度
函数为p（元，y），若令g(X,Y)= X+Y，则由定理3.4.1 可得

0 .,  E(X + Y) = r.,r., (x + y)p(x,y)扣dy
-0 -., 

=f.,寸 f.,p(x,y)dr]扣＋ f.,叶 f.,p(x,y)dx]dy

= f:.,xpx(x) dx + f
.,

YPr(r)dy 
= E(X) + E(Y). 

这个性质可简单叙述为：和的期望等于期望的和．这个性质还可推广到n维随机变
量场合，即

E(X I + Xi + … + XJ=E(X 1 ) + E(X2) +…+E(XJ. (3.4.3) 
性质3.4.2 若随机变量 X与Y相互独立，则有

E(XY) = E(X)E(Y). (3.4.4) 
证明 不妨设(X,Y)为连续随机变量（对离散随机变量可类似证明），其联合密度

函数为p（元，y)，由X与Y独立可知p(x,y)= Px(x)py(y)．若令g(X,Y) = XY，则由定理
3.4. l可得

『f.,
E(XY) =－中－0 兀yp卢）p心）dxdy = f.,xp卢）dxf_.,YPr(r)dy = E(X)E(Y)
这个性质可简单叙述为：在独立场合，随机变量乘积的数学期望等于数学期望的
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乘积，这个性质还可推广到 n 维随机变量场合，即若 X 1 ,X2,…，凡相互独立，则有
E(X 1 X2

… X0) = E(X 1 )E(X2)…E(X0). (3.4.5) 
性质 3.4.3 若随机变量 X 与 Y 相互独立，则有

Var(X 士 Y)=Var(X) +Var(Y). 

证明 由性质 3.4.1 和 3.4.2 可得
Var(X土Y)= E(X土Y - E(X土Y))2 = E ((X - E (X)）土(Y- E(Y)))2

= Var(X) + Var(Y)土2E(X - E (X)) (Y - E (Y)), 

最后一项因独立性而为零，故证得性质 3.4.3.

这个性质表明：独立变量代数和的方差等于各方差之和． 但要注意此性质对标准
差 不成立，即叭 X土Y) ¥-u(X)切(Y)．独立变星代数和的标准差只能通过 “ 先方差，后
标准差 “ 求得，即

叭 X订）＝ ✓Var(X)+Var(Y)

这个性质可推广到 n维随机变量场合，即若 X 1 ,X2,…，凡相互独立，则有
Var(X 1 士 X2 士 ． ． ． 士 X0)= Var(X 1 ) + Var(X2) + ··· + Var(XJ. (3.4.6)

这表明：对独立随机变董来说，它们之间无论是相加或相减，其方差总是逐个累积
起来，只会增加，不会减少．

特别，n个相互独立同分布（方差为矿）的随机变蜇 X 1 ,X2 ,…，凡的算术平均的方
差为

Var(+ t X,) = 
�

这说明，若对某物理量µ进行测量（如称重）时，可用 n次独立重复测量的平均 数来提
高测量的精度

例 3.4.3 已知随机变量 X 1 ,Xi，凡 相互独立，且 X 1~U(0,6),X2~N(1,3),X3 -

Exp(3)求 Y=X 1-2X2+3凡的数学期望、方差和标准差．
解 由数学期望和方差的运算性质得

E (X I - 2X 2 + 3X 3) = 3 - 2 X l + 3 X — = 2. 
3 

62 

Var(X 1 - 2X2 + 3X3) =—-－ ＋4x3+9x一＝16.
12 9 

u(X 1 - 2X2 + 3XJ = ✓Var(X 1 - 2X2 + 3凡） ＝看飞＝4.

将 一 个随机变量写成几个随机变量的和，然后再利用数学期望的性质去进行计
算，可以使复杂的计算变得简单，下例说明了这一 点，

例 3.4.4 设 一 袋中装有 m 个颜色各不相同的球，每次从中任取一 个，有放回地
摸取 n 次，以 X 表示在n 次摸球中摸到球的不同颜色的数目，求 E(X).

解 直接写出X的分布列较为困难，其原因在于：若 第L种颜色的球被取到过，则
此种颜色的球又可被取到过一 次、二次……n次，情况较多，而其对立事件 ” 第L种颜色
的球没被取到过＂的概率容易写出为

P（第L种颜色的球在n次摸球中一次也没被摸到）＝（1 －上） n
'

m 
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为此令
l' 第t种颜色的球在n次摸球中至少被摸到一次，xi =

｛。， 第t种颜色的球在 n 次摸球中一 次也没被摸到， ＇
， i = l,2, ···,m. 

这些 X，相当于是计数器，分别记录下第t种颜色的球是否被取到过，而 X 是取到过的
m 

不同颜色总数，所以 X = I 凡由
i = I 

可得

所以

P(X j = 0) = (l -』 n '

E(X;) = P(X; = l)=I-P(X; = O)=l-(1-—)· m 

E(X)=mE(X;) = m[l -(1 -�) "].
譬如，在 m= n = 6 时，

5 E(X) = 6[1 － 片） ］ ＝3.99 ""'4,
这表明袋中有 6 个不同颜色的球，从中有放回地摸取 6 次，平均只能摸到 4 种颜色
的球

例 3.4.5 设随机变量 X-b(n,p)，试求 X 的数学期望和方差．
解 二项分布的数学期望和方差在第二章中已经求得，但其计算过程较为复杂．

在此用另一种简便的方法求之．令 X 1 ,X2, …，凡相互独立，诸 x, 都服从二点分布 b (1, 
p)，则

E(X.) = p, Var(X.) = p(l -p), 
且 X =X 1 +X产.. +X.-b(n,p)，由此得

n n 

E(X) = E (� X,) = � E(X.) = np. 
i = I ' i = I 

Var(X)=Var(tx;) = tvar(X;)= tp(l -p)=np(l -p). 
譬如，72 次掷骰子中 6 点出现次数 X ~ b (72, 1/6)，平均次数 E(X) = 72/6 = 12，方差

Var(X)= (72/6)x(5/6)= 10，标准差叭 X)＝／而＝3.16.
3.4.3 协方差

二维联合分布中除含有各分量的边际分布外，还含有两个分量间相互关系的信
息描述这种相互关联程度的一个特征数就是 协方差，它的定义如下：

定义 3. 4.1 设(X, y)是一个二维随机变量，若 E[ (X-E(X)) (Y-E(Y) ）］存在，
则称此数学期望为X与Y的协方差，或称为X与Y的相关（中心）矩，并记为

Cov(X,Y) = E[ (X -E(X)) (Y -E(Y)) ]. (3.4.7) 
特别有 Cov(X,X)= Var(X). 

从协方差的定义可以看出，它是 X 的偏差 “ X-E(X) ” 与Y 的偏差"Y-E(Y) “ 乘积
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的数学期望由千偏差 可正可负 ，故 协方差也可正可负 ，也可为零，其具体表现如下：
· 当Cov(X,Y) >0时，称X与Y正相关，这时两个偏差 (X-E(X)）与(Y-E(Y)）有

同时增加或同时减少的倾向．由于E(X)与E(Y)都是常数，故等价于 X与Y有同时增
加或同时减少的倾向，这就是正相关的含义．

· 当Cov(X,Y) <0时，称X与Y负相关，这时有X 增加而Y 减少的倾向，或有Y 增
加而X减少的倾向，这就是负相关的含义．

· 当Cov(X, Y) = 0时，称X与Y不相关这时可能由两类情况导致： 一类是X与Y

的取值毫无关联（见性质3.4.5)，另一类是X与Y间存有某种非线性关系（见例3.4.6).
下面的性质 在协方差的计算中是很有用的
性质3.4. 4 Cov (X, Y) = E (XY) -E (X) E (Y). 
证明 由 协方差的定义和数学期望的性质可知

Cov(X,Y) =E[XY-XE(Y) - YE(X) +E(X)E(Y)] 
= E(XY) - E(X)E(Y). 

现 在我们用下面的性质来说明：＂不相关 ”是比 “ 独立” 更弱的一个概念．
性质3.4. 5 若随机变量X与Y相互独立，则 Cov(X,Y) = 0，反之不然．
证明 这是因为在独立场合有E(XY) = E (X) E (Y)，再由 以上性质3.4.4即可得

协方差为笭反之不然， 可见下面的反例．
例3.4.6 设随机变量X-N(O，矿） ，且令Y=X2 ，则X与Y不独立．此时 X与Y的

协方差 为
Cov(X,Y) = Cov(X,X2 ) = E(X • X勹－E(X)E(X2 ) = 0. 

最后的等式是因为正态分布N(O，矿）的奇数阶原点矩均为零，即
E(X)= E(X3 )= 0. 

这个例子表明， “ 独立 “ 必导致“不相关 ” ，而“不相关 ”不一定
导致“ 独立“（见图3.4.1)独立要求严，不相关 要求宽因为独立性
是用分布定义的 ，而不相关只是用矩定义的二者之间的差别一定
要认识到． 图3.4.1 不相关与

另外可以看出，前面有关数学期望的性质3.4.2：若X与Y相 独立的逻辑关系
互独立，则E(XY)= E(X)E(Y)，现可以将条件 “ 独立“ 降弱 为“不

相关 ” .
协方差概念的引入可以完善随机变量和的方差计算，请看下面性质．

性质3.4.6 对任意二维随机变量(X, y)，有
Var(X 士 Y) = Var(X) + Var(Y) 士 2Cov(X,Y). (3.4.8) 

证明 由方差的定义 知
Var(X 土 Y) = E[ (X 土 Y) - E(X 土 Y)]2 

=El[X-E(X)]土［Y-E(Y)]l 2

= E 1 [ X - E(X) J 2 + [ Y - E(Y)] I 2 土 2[X - E(X) ][ Y - E(Y)] I
= Var(X) + Var(Y) 士 2Cov(X,Y). 

这个性质表明：在X与Y相关的 场合，和的方差不等于方差的和．X与Y的 正相关
会增加和的方差 ， 负相关会减少和的方差 ，而在X与Y不相关的场合，和的方差等于方
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差的和这又可将前面有关方差的性质3.4.3修改如下：
若 X 与 Y 不相关，则 Var(X 士 Y) = Var(X) + Var(Y) 

以上性质3.4.6还可以推广到更多个随机变量场合，即对任意n个随机变量X1 ,
X2'…，x.，有

， 一 1
Var(IX;) = ±var(X;) +2± ICov(X,,X). (3.4.9) 

i•I i•I i•I j•I 

关于协方差的计算，还有下面四条有用的性质．
性质3.4.7 协方差 Cov(X,Y)的计算与 X,Y 的次序无关，即

Cov(X,Y) = Cov(Y,X). 
证明 这由协方差的定义就可看出．
性质3.4.8 任意随机变量X与常数a的协方差为零，即

Cov(X,a) = 0. 
证明 这只要用协方差的定义计算一下即可得知．
性质3.4.9 对任意常数a,b，有

Cov(aX, bY) = abCov(X, Y). 
证明 由协方差的定义知

Cov(aX,bY) = E[ (aX - E(aX)) (bY - E(bY)) ]. 
把公因子 a 与 b 提出，即得 abCov(X,Y). 

性质3.4. 10 设 X,Y,Z 是任意三个随机变量，则
Cov(X + Y,Z) = Cov( X,Z) + Cov(Y,Z). 

证明 由协方差的性质 3.4.4 得
Cov(X + Y,Z) = E[ (X + Y)Z] - E(X + Y)E(Z) 

= E(XZ) + E(YZ) - E(X)E(Z) - E(Y)E(Z) 
= [E(XZ) - E(X)E(Z)] + [E(YZ) - E(Y)E(Z)] 
= Cov(X,Z) + Cov(Y,Z). 

例3.4.7 设二维随机变量(X, y)的联合密度函数为

试求Cov(X,Y). 

3x, 0 < y < x < l, p(x,y) =｛。， 其他．

解 利用协方差的计算公式，我们需要先计算 E(X),E(Y),E(XY)的值，它们可
直接用p(x,y)导出，但要注意积分限的确定，具体如下：

因此我们得

E( X) = f):X • 3xdydx = f>x3 dx = f.oJ o ' Jo 4 
E(Y) = f)> · 3xdydx = J: 旦 dx=+ o o o 2 8.

E(XY) = f):Xr · 3xdydx =［王扣＝上o o o 2 10. 

3 3 3 3 Cov(X,Y) =—- — x — =—>0. 10 4 8 160 

161 



162 

Ill 第三章 多维随机变量及其分布

由此我们还可以得结论：X与Y不相互独立．
例3.4.8 设二维随机变量(X,Y)的联合密度函数为

p(x,y) =｛十(x + y) ， 0 < x < 1, 0 < y < 2, 
0, 其他

试求Var(2X -3 Y + 8). 
解因为

Var(2X - 3Y + 8) = Var(2X) + Var(3Y) - 2Cov(2X,3Y) 
= 4Var(X) + 9Var(Y) - l2Cov(X,Y), 

所以我们先要分别计算E(X), E (X2), E (Y), E (Y2), E (XY)．为此先计算两个边际密
度函数．

2 1 2 Px(x) = J: +(x + y)dy =一（ X + }), 
o 3 3 
I l l l py(y) = f。了(x + y) dx =了(了+ y)，

O<x<l, 

0 < y < 2. 

然后再计算一、二阶矩，

由此得

£ (X) = f + x (x + l) dx = ¾ o 3 9' 
1 2 7 E(X2) = f —x2(x + l)dx =— o 3 1 8' 

2 1 1 E(Y) = f —y( — +r) dy =— 11 
o 3 2) 9'

2 l l \ 16 E(Y2) ＝ f -y(- + y) dy =— 
o 3 J \ 2. JI -J 9. 

Var(X) ＝工 ＿ 广） 2 ＝旦 16 ll 2 23 
1 s \ 9 I 162' Var(Y) =— - （—) ＝ -9 \ 9 I s1.

最后还需要计算E(XY)，它只能从联合密度函数导出．
l r I r2 l r 1 / ,  8 \ 2 E(XY) ＝ 寸J:xr(x + y)dydx =了L （丘＋了元）心＝了

于是得协方差为

代回原式得

2 5 11 l Cov(X,Y) =-;:- -— x — = －—. 3 9 9 8 1 

Var(2X - 3 Y + 8) = 4 x 旦 ＋ 9 X 竺－ 12 X (－上） ＝巠l 6 2 8 l 8 l 8 l. 
3.4.4 相关系数

协方差 Cov(X,Y)是有量纲的量，譬如X表示人的身高，单位是米(m)'y表示人
的体重，单位是于克(kg)，则Cov(X,Y)带有量纲(m • kg)．为了消除量纲的影响，现对



§ 3.4 多维随机变量的特征数 Ill协方差除以相同量纲的僵，就得到一个新的概念一�相关系数，它的定义如下．定义 3.4.2 设(X, y)是一个二维随机变量，且 Var(X) =吐＞ 0, Var(Y) =式＞ 0.
则称 Cov(X,Y) Cov(X,Y) Corr(X, Y) = ✓Var(X) ✓Var(Y) 6x (Ty 为X与Y的（线性）相关系数从以上定义中可看出：相关系数 Corr(X,Y)与协方差 Cov(X,Y) 是同符号的，即同为正或同为负，或同为零这说明，从相关系数的取值也可反映出X与Y的正相关、负相关和不相关相关系数的另一个解释是：它是相应标准化变量的协方差．若记X与Y的数学期(3.4.10) 望分别为µX ,µY，其标准化变量为x · X - µX Y -µy = , Y. = 

<Tx <Ty 

则
有

Cov(X',Y') = Cov (�, X -µX Y -µy) Cov(X,Y) = � = Corr(X, Y). 
Ux Uy I UxUy 例 3.4.9 二维正态分布N(µ1 ,µ2，矿，U切，p）的相关系数就是 P·解下面先求 Cov(X,Y). 

Cov(X, Y) = E[ (X - E(X)) (Y - E(Y))] l 中 O= 21T6 1 /了LL (x-µ l ) （ y -µ2 ) ． l (x -µ I 尸 (x -µ l ) （ y -µ2 ) ＋ 
exp{-�[� - 2p �平
(y -6尸］｝ dxdy先将上式中方括号内化成

（ x ;尸－ p y ；厂）2 + (工了
y ；厂），再作变量变换 u = l (x -µl y - µ2 , 

了 6 1
-p 6 2 ) y -µ2 

V = 6 2 

则
{x-µl = q(u: +pv)，Y - Jl,2 = <T 2 V, 

dxdy =I JI dudv =肛贮汀了dudv.
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由此得
<T 1 <T2 ., ., l Cov(X, Y) = �'lTf., f ., （ UV 汇了＋pv2 ) exp{－了(u2 + v2)} dudv

上式右端积分可以分为两个积分之和，其中

从而

f
.,

.,f
.,

.,uvexp{ - + (u2 +护） ｝ dudv = 0, 

f
.,

.,f
.,

.,
v2exp{ - +(u2 +护） ｝ dudv = 2'lT 

U 1 U2 Cov(X, Y) = � · p · 2,r =p u 1 u2, 2,r 
Cov(X, Y) Corr(X, Y) = ____:.___:__:_ = p. U 1 U2 

为了研究相关系数的性质，需要如下引理．
引理 3. 4.1 （施瓦茨 (Schwarz) 不等式） 对任意二维随机变蜇(X' Y)，若 X 与 Y

的方差都存在，且记吐＝Var(X)，忒＝Var(Y)，则有
[ Cov (X, Y) ] 2 �吐吐 （3.4.1 I)

证明 不妨设 u!>O，因为当忒＝ 0 时，则 X 几乎处处为常数，因而其与 Y 的协方

差亦为零，从而(3.4. 11)式两端皆为零，结论成立．若式＞0成立，考虑 t 的如下二次
函数：

g(t) = E[t(X - E(X)) + ( Y - E(Y)) J 2 = t2 u! + 2t · Cov(X, Y) + u�八

由于上述的二次三项式非负，平方项系数式为正，所以其判别式小于或等于零，即
[2Cov(X,Y) J 2 - 4吐式� 0.

移项后即得施瓦茨不等式．
利用施瓦茨不等式立即可得相关系数的一个重要性质．
性质 3. 4. 11 -1 � Corr(X, Y) � I ，或 I Corr(X, Y) I � 1.
这个性质表明：相关系数介于－ l 与 1之间．当相关系数为士1 时，有另一重要性质．
性质 3. 4. 12 Corr(X, Y)＝土 l 的充要条件是 X与Y间几乎处处有线性关系，即存

在a(�o)与b，使得
P (Y = aX + b) = 1. 

其中当 Corr(X, Y) = 1 时，有 a>O ；当 Corr(X, Y) = -1 时，有 a<O.
证明 充分性若 Y =aX+b (X=c Y+d 也一样），则将

Var(Y) = a2Var(X), Cov(X, Y) = aCov(X,X) = aVar(X)
代入相关系数的定义中得

Cov(X,Y) aVar(X) r I, Corr (X, Y) = � = 吓6 y l a| Var(X) ＝ { ＿ l,
必要性因为

X y Var( —士 —) ＝2[ l 土 Corr(X,Y) ],<Tx <Ty 

a >  0, 
a < 0. 

(3.4.12) 
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所以当Corr(X,Y) = I时，有
X y Var（百 一 言）＝ 0,

由此得
X y 

叶万
一 言 ＝ C) = 1,

或
叶 y =�X - C(Ty) ＝ l

这就证明了：当Corr(X,Y) = l时，Y与X几乎处处为线性正相关当Corr(X,Y) = -l时，由(3.4.12) 式得
X y Var(—+ —) ＝0,
(Tx (Ty 

由此得

或 ｀f ＝ c) ＝ l,

叶Y =- �X + C(Ty) ＝ l
这也证明了：当Corr(X,Y) = -l时，Y与X儿乎处处为线性负相关．

对于这个性质可作以下几点说明：
·相关系数Corr(X,Y)刻画了X与Y之间的线性关系强弱，因此也常称其为＂ 线

性相关系数”.
·若Corr(X,Y) = 0，则称X与Y不相关．不相关是指X与Y之间没有线性关系，但

X与Y之间可能有其他的函数关系，譬如平方关系、对数关系等．
·若Corr(X,Y) = l，则称X与Y完全正相关；若Corr(X,Y) = -l，则称X与Y完全

负相关
·若0<1Corr(X,Y) l<l，则称X与Y有“一 定程度”的线性关系．ICorr(X,Y)I 越接

近于l，则线性相关程度越高；ICorr(X, Y) I越接近于 0，则线性相关程度越低．而协方差
看不出这 一 点若协方差很小而其两个标准差 (TX 和 (Ty 也很小，则其比值就不一 定很
小，这可从下面例 3.4.10 看出 ．

例 3.4. 10 已知随机向量 (X, y)的联合密度函数为
p(x,y) ＝广° < x- y < 0 5,

0, 其他
求X,Y的相关系数Corr(X,Y). 

解 先计算两个边际密度函数．
当O<x<0.5时，

O < x,y < l, 

正） ＝ r..p(x,y)dy = I: fdr = fx,
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当 0.5<x<1时，
Px(x) = J.,.,p(x,y) dy = f: 05:dy ＝ 十，

所以得X的边际密度函数为
， x

,

 

8l3
4-3

,li 
＝ ）

 
父（x p

Q < X < 0.5, 

y y=x 
y=x-0.5

0.5 < X < 1, 
。

图 3.4.2 产 x
例3.4.10 中 p(x,y) 的

非零区域

0， 其他
当 O<y<0.5时，

Py(y) ＝f
o 

p(元,y)dx = r•o.5 f扣 ＝ i，
一” r 3 3 

当 0.5<y< I时， � r 1 8 8 p/y) = f ＿中p(x, y) dx = f 1 了dx =了(I -y), 
所以得Y的边际密度函数为

，4-3 0 < y < 0.5, 
Py(y) ＝ { 8--:-(1-y), 3 

0, 
然后分别计算X 与 Y 的一、二阶矩

0.5 < y < l, 
其他

E(X) ＝ f
05 fX

2dx + l i无扣 ＝卫。 3 f
05 3 1 8' 

E(Y) = (
5 

+ydy + (5 fr(l -y)dy =卢，
0 5 8 1 4 31 E(X勹＝ f。了无3dx + t.

5了x2dx =五＇
0.5 4E(f)=f—/dy + I 8 2, . ' •  5 
。 3 f05了/(1 -y) dy =五

由此可得X 与 Y各自的方差
31, 11 Var(X) ＝ 五 － （司＝－37 

648 
Var(Y) =卢－信）

2
=嘉

最后还需要计算E(XY)，它只能从联合密度函数导出．0·5 r'8 r1 r'8 r0·5 4, r 1 4 E(XY) = (
5

f。了xydydx + (J:_0
5
了xydydx = f。了元3dx + f05了x(x -』)由

I 7 1 41 =- + — --=-48. 18 8 144° 
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最后得协方差和相关系数为
41 11 7 61 

Cov(X,Y) = :-:-:- -—x—= －-－ = 0.047 1 
144 18 18 1 296 

Corr(X, Y) = Cov(X,Y) 61 648 61 x—= - =0.824 3. 0. o· 1 296 37 74 
这里协方差很小，但其相关系数并不小．

上例中 ，从相关系数Corr(X,Y)= 0.824 3看，X与Y有较高程度的正相关；但从相
应的协方差Cov(X,Y)=0.047 1看，X与Y的相关性很微弱，几乎可以忽略不计．造成
这种错觉的原因在 于没有考虑标准差，若两个标准差都很小，即使协方差小 一 些，相关
系数也能显示 一 定程度的相关性．由此可见，在协方差的基础上加工形成的相关系数
是更为重要的相关性的特征数．

在一 般场合， 独立必导致不相关，但不相关推不出独立．但也有例外，下面的性质
指出了这个例外．

性质3.4.13 在二维正态分布N(µ I'µ2'矿，式，p）场合，不相关与独立是等价的．

证明 由上面例3.4.9知，二维正态分布N（凡，化，6：．式，p）的相关系数是p，因此

我们只需证p = O与独立是等价的因为二维正态分布 N(µ 1 ,µ2，叶，式，p）的两个边际

分布为N(µ, I '矿）和N(µ,2 ,a:)，所以记其联合密度函数为p(x,y)， 边际密度函数为
Px(x)与py (y)．

当p = O时，可从正态密度函数的表达式中看出
p(x,y) = Px(x)p/y)' 

即X与Y相互独立．
反之，若 X 与Y相互独立，则X与Y不相关，从而有p = O．结论得证．
例3. 4.11（投资组合的风险） 设有一笔资金，总量记为1（可以是1万元，也可以

是100万元 等），如今要 投资甲、乙两种证券．若将资金 x1 投资千甲证券，将余下的资金
1-x1 

=x2 投资于 乙证券， 于是(x1 ,x2 )就形成了 一 个投资组合．记 X 为投资甲证券的收
益率，Y为投资乙证券的收益率，它们都是随机变量．如果已知 X和Y的均值（代表平
均收益）分别为µ 1 和µ2，方差（代表 风险）分别为矿 和式，X 和Y间的相关系数为P·
试求该投资组合的平均收益与风险（方差），并求使投资组合 风险最小的 x1 是多少？

解 因为组合收益为
Z=x1X+x2Y=x1X+(l-x1 )Y, 

所以该组合的平均收益为
E(Z)= x1E(X) + (l -x)E(Y)＝丸µ, 1 +(1-x1 )四

而该组合的风险（方差）为
Var(Z)=Var[x1X+(l-x1)Y] 

= x�Var(X) + (1 -丸广Var(Y) + 2x1 (1 -x)Cov(X ,Y) 

= x; a� + (I - x 1)'u; + 2x 1 (I - x 1 ) p u 1气·) o 

求最小的 组合风险，即求Var(Z)关于x1 的极小点，为此令
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d(Var(Z)) 
dx 

= 2x 1 矿－ 2(I - x 1 )式＋ 2pu 1u2 - 4x 1p口u 2 = 0,
I 

从中解得
62 -p(T，2

无 l. = 2 2
6 1 

+ (T2 - 2p (T凡

它与/J,I,/J,2 无关又因为Var(Z）中x:的系数为正，所以以上的式可使组合风险达到
最小

譬如，矿＝0.3, a-:= 0. 5,p = 0.4，则

• 0.5 - 0.4✓O.3x0.5
X � = _______.::_____ = 0. 704. 1 0.3 + 0.5 - 2 X 0.4✓ 0. 3 x 0. 5

这说明应把全部资金的70％投资千甲证券，而把余下的 30％资金投向乙证券，这样的
投资组合风险最小．

3.4.5 随机向量的数学期望向量与协方差矩阵
以下我们用矩阵形式给出n维随机变昼的数学期望与方差．
定义3.4.3 记n维随机向量为X=(X1 ,X2 ,…，Xn)＇ ，若其每个分量的数学期望

都存在，则称
E(X) = (E(X,),E( XJ… ,E( X_))' 

为n维随机向量X的数学期望向呈，简称为X的数学期望，而称
E[(X-E(X))(X-E(X))'] 

Var(X1 ) Cov(X1 ,X) 

Cov(X2 ,X) Var( X ) ＝ 

··· Cov( X1 ,X.)

··· Cov(X2 ,X.)

Cov( X.,\) Cov( X.,X)… Var(X) n 

为该随机向量的方差－协方差矩阵，简称协方差阵，记为Cov(X).

至此我们可以看出，n维随机向量的数学期望 是各分量的数学期望组成的向量 ．而
其方差就是由各分量的方差与协方差组成的矩阵，其对角线上的元素就是方差， 非对
角线元素为协方差．

以下给出协方差矩阵的一个重要性质．
定理3.4.2 n维随机向量的协方差矩阵Cov(X)= (Cov( X;,X)) .x.是一个对称

的非负定矩阵
证明 因为Cov( Xi ,\)=Cov( X

i , X')，所以对称性是显然的．下证非负定性．因为
对任意的n维实向蜇c=(c1 ,c2 ,…，cn)

＇，有
Var( X1 ) 

Cov(X,X) 
c'Cov(X)c =(c c…C) t 

2 I 
I'2''n 

I 
Cov( X , X )n I 

Co,( X , X )
H' 

I n I 
Cov(X,X) c 2 n 2 

Var( X n ) 11 c 
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= L L ciciCov(Xi,Xi)
i = I j = I 

= 2 2 趴[c(X-E(X)） ］ ［c(X -E(X)） ］ 1 I I I ; = I j = I 

= E{ L L [c,(X, - E(X.))] [c/Xj -E(X))] ' I  I I i: I j: I 
｝ 

= E{ (t c,(X, -E(X))] (t c/ Xi -E(X))] }
= E[ tc.(X, -E(X))] 2 � 0. 

所以矩阵 Cov(X)是非负定的，定理得证．
例 3. 4.12(n元正态分布） 设 n维随机变量X = (Xl ,X2 '… ,x.)'的协方差矩阵 B

=Cov(X)是正定的，数学期望向量为a = (a.,a ,a_) ＇．又记x=(x.,xt' x2 ,···,x.)'，则由
密度函数

l r l p(x I '气，…，x.) = p(x) =

（

五
）

今 �exp{-了(x-a)'B 一1 (x-a)} (3.4.13)
定义的分布称为n元正态分布，记为X-N(a,B)．其中IBI 表示 B的行列式，B 一1

表示 B
的逆阵，（x-a)表示向量(x-a) 的转置

若记B-1 = (r,1)，则(3.4.13)式 可写成
l r l..'.' p（丸，环，心

）
＝ 

（ 21T ）令 I B I令 exp{ －
了：／（无 － a) （无／ －叩｝ （ 3.4.14) 

在n= 2的场合，若取数学期望向量和协方差矩阵分别为
a= 厂）， B = ( 矿 m尸，:J' B = (u平p lf;2P ) 

代入(3.4.13)式，则可得到(3.1.8)式给出的二元正态密度函数．
n元正态分布是一 种最重要的多维分布，它在概率论、数理统计和随机过程中都占

有重要地位．

r习常3 4 l 
l掷一颗均匀的骰子2次，其最小点数记为X，求E(X).
2. 求掷n颗骰子出现点数之和的数学期望与方差．
3从数字0, I,···,n中任取两个不同的数字，求这两个数字之差的绝对值的数学期望．
4设在区间(0, I)上随机地取 n 个点，求相距最远的两点间的距离的数学期望．
5盒中有n个不同的球，其上分别写有数字1,2, ···,n．每次随机抽出 一个，记下其号码，放回去

再抽．直到抽到有两个不同的数字为止．求平均抽球次数．6.设随机变量(X,Y)的联合分布列为
169 



Ill第三章 多维随机变量及其分布

Y 
X 。。 0.1 0. 15

0.25 0.2
2 0.15 0.15

试求 Z=si
勹= sin [—(X+Y 2 ）］的数学期望

7 随机变量(X, y)服从以点（ 0,I), (1,0), (I, I)为顶点的三角形区域上的均匀分布，试求
E(X+Y)和 Var(X+Y).

8. 设 X,Y 为(0, I)上独立的均匀随机变量，试证
2 E(IX-YI")=�, a>O. (a+l) (a+2) 

9.设X与Y是独立同分布的随机变量，且
I P(X =i)=­
m' i = 1,2,···,m. 

试证

E(IX-YI)= (m-l) （m+1). 
3m 

10 设随机变量 X 与 Y 独立同分布，且 E(X) = µ,, Var(X)＝矿 ．试求 E(X-Y)2.
11.设随机变量(X,Y)的联合密度函数为

p(x,y) ={。,x (I + 3y') /4, 0 < x < 2, 0 < y < I, 
其他

试求 E(YIX).
12. 设 X 1 ,x“ '凡是独立同分布的随机变量，其共同的密度函数

2x, O<x<I, p(x) 
= {。 ， 其他．

试求 Y=maxl X 1 ,X,,...,X5 I的密度函数、数学期望和方差．
13. 系统由 n 个部件组成记 X，为第t个部件能持续工作的时间 ，如果 X 1 ,X2, ， 凡独立同分

布，且 X,~Exp （入），试在以下情况下求系统持续工作的平均时间
(I)如果有 一个部件停止工作，系统就不工作了 ，

(2)如果至少有 一个部件在工作，系统就工作．
14. 设 X,Y 独立同分布 ， 都服从标准正态分布 N(O,I)，求 E(max I X, YI)
15. 设随机变量 X 1 ,X2,···,X, 相互独立 ， 且都服从(0,(J) 上的均匀分布 ，记

Y = max!X 1 1X2,···,X.l, Z = mini 凡，x,,···,X,I.
试求 E(Y)和 E(Z).

16.设随机变量U服从(-2,2)上的均匀分布 ， 定义X和Y如下
'
,

 

l

l

 

-­<

＞－
 

u
u

 

若
若

，
 
l

，
 

-

1

r
—,l

＿＿
 

x
 

y = {;,
I,若U ＜ 1, 

I, 若u ;;?:, I. 
试求 Var(X+Y).

17. －商店经销某种商品，每周进货量 X 与顾客对该种商品的需求量 Y是相互独立的随机变量 ，

且都服从区间 (10,20) 上的均匀分布．商店每售出 一 单位商品可得利润 I 000 元 ，若需求量超过了进
货量 ， 则可从其他商店调剂供应，这时每单位商品获利润为 500 元．试求此商店经销该种商品每周的
平均利润
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18. 设随机变量X 与 Y独立，都服从正态分布 N(a，矿），试证

E(max!X,Yl) 
o·

= a +-. 

19.设二维随机变量(X,Y)的联合分布列为

y
 x

 -I 。。 0.07 
0.08 

0.18 
0.32 

0.15 
0.20 

试求X2 与Y2 的协方差 ．

20. 把 一 颗骰子独立地掷n次，求1点出现的次数与6点出现次数的协方差及相关系数．
2) ． 掷 一 颗骰子两次，求其点数之和与点数之差的协方差 ．

22. 某箱装100件产品，其中 一 、二和三等品分别为 80, 10 和 10 件．现从中随机取 一件，定义两个
随机变量X,，凡如下

X, = ｛ I, 若抽到1等品， i = 1,2. 
0, 其他 ，

试求随机变量凡和 X2 的相关系数Corr(X1 , X2 )

23. 将 一 枚硬币重复掷n次，以X和Y分别表示正面向上和反面向上的次数，试求X和Y的协方

差及相关系数．

24. 设随机变量X和Y独立同服从参数为入 的泊松分布，令
U = 2X + Y, V = 2X - Y. 

求U和V 的相关系数Corr(U,V). 
25. 在 一个有几个人参加的晚会上，每个人带了 一件礼物，且假定各人带的礼物 都不相同．晚会

期间各人从放在 一 起的n件礼物中随机抽取 一件，试求抽中自己礼品的人数 X 的均值和 方差．

26. 设随机变量X和Y的数学期望分别为－2 和 2，方差分别为 1和 4，而它们的相关系数为－0.5.
试根据切比雪夫不等式，估计P(IX+YI�6)的上限．

27. 设二维随机变量(X,Y)的联合密度函数为

p(父 ，y） ＝ ｛ l, I y l < x, 

0, 其他 ．

求E(X),E(Y) ,Cov(X,Y) . 

28.设二维随机变量(X,Y)的联合密度函数为

0 < x < I, 

3x, 0 < y < x < I,
p(x,y) =｛。， 其他

求X与Y的相关系数．
29. 已知随机变置X与Y的相关系数为p，求X1

=aX+b与Y1 =cY+d的相关系数，其中a,b,c ,d均

为非零正常数．

30设随机变量x, 与凡独立同分布，其共同分布为Exp（入）． 试求Y, =4 X1 -3X2 与Y2 = 3X1 ＋凡的

相关系数
31设随机变量X1 与凡独立同分布，其共同分布为N(µ，矿） ． 试求Y=aX1 +bX2 与Z=aX1 -bX2

的相关系数，其中a与b为非零常数．

32. 设二维随机变量(X,Y)服从二维正态分布 N(0, 0, I, I,p).
(I) 求E(max I X, YI)
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(2)求X-Y与XY的协方差及相关系数．
33.设二维随机变量(X,Y)服从区域D=! (x,y) 10＜无＜1,0<x<y<I I 上的均匀分布，求X与Y的协

方差及相关系数．
34.设二维随机变置(X,Y)的联合密度函数为

p(x,y) ＝ {:(x2 十于），
0, 

l
l

 

>

V/

x
x

 

'
，
 

I

O
 

,

—,l
＝

 
u

 

0 < x < I, o < r < 2, 

其他．

求X与Y的协方差及相关系数 ．
35设二维随机变量(X,Y)在矩形

G = I （元，y) I O,s;; x,s;; 2, 0,s;; y,s;; I I 
上服从均匀分布，记

，
 

Y
vL

2

2
 

>

Vl
 

x
x

 

＇
，
 

l
O

 

r
 

_
_,l

＝
 

v
 

求U和V的相关系数．
36设二维随机变量(X,Y)的联合密度函数如下，试求(X,Y)的协方差矩阵

(I) p, (x,y) = { 
6x/, 0 < x < I, 0 < y < I, 

0, 其他 ，

X + y 
(2) p2 (x,y) ＝ { 8 , 0 < x < 2, 0 < y < 2, 

0, 其他

37设a为区间(0,I)上的一个定点，随机变量X服从区(Bl(0,I)上的均匀分布，以Y表示点 X

到a的距离．问a为何值时X与Y不相关 ．
38.设随机向量(X,,X2 ,X3)满足条件

aX, + bX2 + cX3 = 0, 

E(X,) =E(X2 ) =E(X3) = d ,

Var(X,) = Var(X2 ) = Var(X3) =忒

其中a,b,c,d，矿均为常数，求相关系数 p,2 ,p23,p,3 ·
39.设随机变量X与Y都只能取两个值，试证X与Y 独立与不相关是等价的．
40.设随机变量X服从区间(-0.5,0.5)上的均匀分布， Y=cos X，则X与Y有函数关系．试求Cov

(X,Y) . 

41.设二维随机变量(X,Y)服从单位圆内的均匀分布 ，其联合密度函数为

p(x,y) ＝ {』, x2 + y2 < l, 

0, x2 + y2 ;;. I.

试证X与Y不独立 且X与Y不相关

42设随机向量(X,,X,,X3)的柜关系数分别为pmP23,p31，证明

P'., + P:i + P!, � I + 2p,,PnPi, · 
43设随机向量(X,,X,,X`）的柜关系数分别为p,2 ,p23,p31，且

E(X,) = E(X,) = E(X3) = 0, Var(X,) = Var(X,) = Var(X3)＝矿，

令

Y, = x, + x2 , Y2 = x2 + X3 , Y3 = X3 + x,. 

证明Y ,,Y2 ,Y3两两不相关的充要条件为P12 +P2J+Pi1 =-!. 

44设随机变量X-N(O,l) ,Y各以0.5的概率取值士l ， 且假定X与Y 相互独立．令Z=X • Y, 
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证明
(I) Z~N(O,I),
(2) X与Z不相关，但不独立
45.设随机变量X有密度函数p(x) ，且密度函数p(x)是偶函数，假定E(IXl 1 )<+oo ． 证明X与

Y=X'不相关，但不独立．
46.设二维随机向量(X,Y)服从二维正态分布 ，且

E(X) = E(Y) = 0, E(XY) < 0. 
证明对任意正常数a,b有

P(X�a,Y�b) ,;;;P(X�a)P(Y�b). 
47.设随机向量(X,Y)满足

E(X) = E(Y) = 0, Var(X) = Var(Y) = I, Cov(X,Y) =p. 

证明E (max Ix''Y'I),;;; I+ JG'
48.设随机变量X,,X,,···,X,中任意两个的相关系数都是p ， 试证p�-ll(n-1)
49.设X 1 ,x“ '凡是独立同分布的正值随机变量 ． 证明

X 1+X2+···+X1 \ k E(�) ＝— , k,;;; n. X,+X,+···+X.J n 

§ 3.5 条件分布与条件期望

二维随机变量(X, y)之间主要表现为独立与相依两类关系．由于在许多问题中有
关的随机变量取值往往是彼此有影响的，这就使得条件分布成为研究变量之间的相依
关系的一个有力工具

3.5.1 条件分布

对二维随机变量(X,Y) 而言，所谓随机变量 X的条件分布，就是在给定 Y 取某个
值的条件下 X的分布．譬如，记 X为人的体重，Y 为人的身高，则 X与 Y 之间一般有相
依关系现在如果限定 Y=l.7(m) ，在这个条件下，体重 X 的分布显然与 X 的无条件分
布（无此限制下体重的分布）会有很大的不同．本节将给出条件分布的定义，以便进一
步在条件分布的基础上给出条件期望的概念．

一、离散随机变量的条件分布

设二维离散随机变量(X,Y) 的联合分布列为

p,j = P (x = x,, Y = r), i = 1, 2, …,j = 1,2, …． 

仿照条件概率的定义，我们很容易地给出如下离散随机变量的条件分布列．

定义 3.5.1 对一 切使 P(Y = r) = P-j = L P,j > o 的 y)，称

p (X = X i 'y = y) p I) 

Pilj
= P(X=x;I Y =r1)=�= — ,i = 1,2,… （ 3. 5.1) 

P(Y = y1) p.1 

为给定 Y=y1 条件下 X的条件分布列．

173 



Ill 第三章 多维随机变量及其分布

同理，对一切使 P(X = x;) = P;• = L P;i > 0的 x, ，称
j = I 

P(X = X;'y =Yi) 
pi1 ; = P(Y=yi l X=x;)= 

P(X = x;) 
＝ P ,l 

P,． j = 1,2,...

为给定 X=x，条件下 Y的条件分布列．
有了条件分布列，我们就可以给出离散随机变量的条件分布函数．
定义 3.5.2 给定 Y=yJ条件下 X的条件分布函数为

F(X I y) = IP(X = X; I y = y) = I P ilj , 
X,<x X,<x 

给定 X=x j 条件下 Y的条件分布函数为

F(y I x.) = L P(Y = y1 I X = x.) = L 肛

(3.5.2) 

(3.5.3) 

(3.5.4) 
y产）＇ yJ <y 

例 3.5.1 设二维离散随机变量(X,Y)的联合分布列为

X P, 
I 2 3 

I 0.1 0.3 0.2 0.6 

2 0.2 0.05 0.15 0.4 

p J 0.3 0.35 0.35 1.0 

因为P(X=I)= p 1 . =0.6，所以用第一行各元素分别除以 0.6，就可得给定 X=I下，
Y的条件分布列为

YIX= I 2
 

3
 

p 1/6 1/2 1/3 

用第二行各元素分别除以 0.4，就可得给定 X=2下，Y的条件分布列为

YIX=2 2
 

3

p 1/2 1/8 3/8 

用第一列各元素分别除以 0.3，就可得给定 Y=1下，X的条件分布列为

XIY= I 2
 

p 1/3 2/3 

用第二列各元素分别除以 0.35，就可得给定 Y=2下，X 的条件分布列为

XI Y=2 2
 

p 6/7 1/7 

用第三列各元素分别除以 0.35，就可得给定 Y=3下，X的条件分布列为
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XI Y=3 2
 

p 4/7 3/7 

从这个例子看出，二维联合分布列只有一个，而条件分布列有5个．若X与Y的取
值更多，则条件分布也更多每个条件分布都从一个侧面描述了一种状态下的特定分
布．可见条件分布的内容丰富，其应用也更广．

例3.5.2 设随机变量 X与Y相互独立，且X ~P（入 I),Y-P（入 2）．在已知X+Y=n的
条件下，求X 的条件分布．

解 因为独立 泊松变量的和仍为泊松变量，即X+Y~P（儿＋入 2)，所以
P(X = k,X + Y = n) P(X = k IX + Y = n) = 

P(X + Y = n) 
P(X =k)P(Y= n -k) 

P(X + Y=n) 
2

 
入一

、
丿2

k

e

A

­

+

n
2
 

．
 
1

入

、`
丿

A

k
l

 

,'`
 
－

入

k

k
 

n
2

-

e
 

入

n

n

)
 

(

2入

•

•

 

1·
 

+

n

I
 

入

f·

-

I

n

e

入

K
AI-
炽

（

＝
 

＝ 

k!(n-k)!（入 1 ＋ 入 2) n 

= (:) （ 入 1
入

十1 入 2 ) k
( 入 1 入 2 入�) n-k , k = 0, l , … ，n.

即在X+Y=n 的条件下，X服从二项分布b(n,p)，其中p＝入 1 /（入 1 十入 2 ).

例3.5.3 设在一段时间内进入某一商店的顾客人数X服从泊松分布P（入），每个
顾客购买某种物品的概率为p，并且各个顾客是否购买该种物品相互独立，求进人商店
的顾客购买这种物品的人数Y的分布列．

解由题意知
入 m

P(X = m) = —e-A, m = O,l,2,…．m! 
在进入商店的人数X=m 的条件下，购买某种物品的人数Y的条件分布为二项分

布b(m,p)，即

P(Y = k I X = m) = (:)仇 l-p)m -', k =O,l,2,…，m.k 
由全概率公式有

P(Y=k)= LP(X = m)P(Y=kl X = m) 
m =k 

。=I 
入 m

一入 m! 
e . 

;-:. m ! k! (m -k) ! p'(1 _ p) m-k

°' 
= e一入 2 入 m

;-;-. k! (m - k) ! p'(l-p) m-k

1 7 5 
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一入 （入p/ ;, [ (l -p)入］ m -k =e-·�I k! m=Jk (m - K) !
＝ （入�e-A eA(1-p)

k! 
＝ （入�e-•P, k=0,1,2,.. ·.

即Y服从参数为入p的泊松分布．
这个例子告诉我们：在直接寻求Y的分布有困难时，有时借助条件分布可把困难

克服
二、连续随机变量的条件分布

设二维连 续 随 机 变量 (X, Y)的联合密度函数为p (X'y)，边际密度函数为
Px(x),Pr(y). 

在离散随机变量场合，其条件分布函数为P(X�xlY=y)．但是，因为连续随机变蜇
取某个值的概率为零，即P(Y=y)=O，所以无法用条件概率直接计算 P(X�xlY =y),
一个很自然的想法是：将 P(X�xlY=y)看成是 h一0时 P(X�xly�Y�y+h)的极
限，即

P (x � x I Y = r) = l!翌P(X � x I r � Y � r + h)
P(X!!:::x,y'!::: Y!!:::y + h)= Jim 

h-0 p (y !!::: Y'!::: y + h) 
(., r•

hp(u'V) dv du 
= Jim 

h一0 f
y+hPy(v)d v 

f义 上r•
hp(u,v)dv1 du {f(
'"p(u,v)dv} 

-0 h = Jim 
h-o l y +h 

—f Py(v) dv h 
当 Pr(r),p(x,y)在 y 处连续时，由积分中值定理可得

所以

} ry +h 

四订� Pr(v) dv = py(y), 
} ry +h

四 i-f p(u, v)dv = p(u,y).

P(X � xl Y = y)=f X p(u,y) du. -., py(y) 
上式左端就是在 Y=y 条件下 X的条件分布函数，可记为F(xly)．再由密度函数定

义知，上式右端的被积函数不是别的，正是在 Y=y 条件下 X 的条件密度函数，它可记
为p(X ly)．至此，连续随机变量的条件分布函数与条件密度函数可定义如下．
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定义 3. 5. 3 对一切使 py(y)>0 的y，给定 Y=y条件下X的条件分布函数和条件
密度函数分别为

F(x I y) = f , p(u,y) _., py(y) du, (3.5.5 ) 
p(xl y)= p(x,y) (3.5.6) Pr(Y). 

同理对一切使 Px(x)>O的x，给定X=x条件下Y的条件分布函数和条件密度函数
分别为

F(yl x)=f r p(x,v) dv, -.. Px(x) 
p(y l x)= p(x,y) Px(x). 

(3.5.7) 
(3.5.8) 

要注意：无论条件分布函数 F(xly)，还是条件密度函数p(xly)，它们还是条件Y=y的函数，不同的条件（如 Y=r 1 和Y=Y2 )下，其分布函数 F(xIyl )和 F （无历）是不同
的，条件密度函数p(x九）和p(XI Y2 )也是不同的．由此可见，条件分布（密度）函数F(xly) (p(xly)）表示一簇分布（密度）函数．对 F(yIX)和p(ylx)也可作出类似的认
识，这些都可以从下面例子中具体看出

例 3. 5. 4 设(X,Y)服从二维正态分布 N(µI ,µ2 ，式，式，p），由边际分布知X服从
正态分布 N(µI ，矿），Y服从正态分布 N(µ2 ,u:）．现在来求条件分布．根据 (3.5.6)式得

p(x I y) = 

＝ 

p(x,y)py(y) 
l l (x － 矿 （又 － 矿(y -µ2)t (y －矿

忘／了
exp{ - 2(I -p2) ［式 一

切 正 f]} 
I r (y －矿忘

2

exp『 初：｝
I r I r / a l . .\ 1

2 ＝忘了exp｛－沁�[ X -(/J,1 +p；；竹 －/J,2))] }
这正是正态密度函数，其均值 µ3 和方差式分别为

(T I 

µ3 =µ 1 +p -（y －压， 6:＝矿(l-p2 )．
(T2 

类似可得，在给定X=x的条件下，Y的条件分布仍为正态分布 N(µ4，式），其均值
和方差分别为

(T 2 
µ4 =µ2 + p-（x - µ 1 )， 只＝式（ I -矿）．

(T l 

由此也可以看出：二维正态分布的边际分布和条件分布都是一维正态分布，这是

正态分布的一个重要性质．

例 3. 5. S 设二维随机变量 (X,Y)服从 G={ （x,y) 1x2 +y2 <l}上的均匀分布，试求
177 
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给定 Y=y 条件下 X 的条件密度函数 p(xly).
解 因为

p(x,y) ＝ ｛:， x 2 + y2 <l,
0, 其他

由此得Y的边际密度函数为

所以当 －l<y<l 时，有

p(X I y) = p(x,y)Py(y) 

Py(y) ＝ {：二
0, 

-l�y�l,
其他

=｛（2/ 'lT ）1/` = 2卢厂…勹
0, 其他

将 y=O 和 y=0.5 分别代入上式可得（两个均匀分布）

p(x I r = 0) =｛了'- l < x < l,
0, 其他，

l § § p (x I y = 0. 5) = �' 一了 < x < 了
0, 其他．

进 一 步有：当 －l<y<I 时，给定 Y = y 条件下，X 服从(-/仁了，J仁了）上的均匀分

布同理有：当 －l<x<l 时，给定 X=x 条件下， Y 服从(-F-7,J下了）上的均匀分布．

三、连续场合的全概率公式和贝叶斯公式
有了条件分布密度函数的概念，我们可以给出连续随机变量场合的全概率公式和

贝叶斯公式．将(3.5.6) 式和(3.5.8)式改写为p(x,y) = Px(x)p(y I x), p(x,y) = p y(y)p(x I y). 
再对p(X,y)求边际密度函数，就得全概率公式的密度函数形式：

(3.5.9) (3.5.10) 
Pr(r) = f Px(x)p(yl x)dx , (3.5.11) 
Px(x) = f p y(y)p(x I y)dy. (3.5.12) 

将(3.5.9)式代入(3.5.6)式的分子，（ 3.5.11) 式代入(3.5.6) 式的分母，就得贝叶斯
公式的密度函数形式： Px(x)p(y I x) p(xly) =

---;; (_ p x (x) p (y I x) dx' 
-OO 

(3.5.13) 
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或 Pr( y )p(x I y ) p( y I x ) = -;;; f 幻）p(x I y )dy

注意，虽然由边际分布无法得到联合分布，但(3.5.9)式 和(3.5.IO)式说明，由边际分布和条件分布就可以得到联合分布．例3.5.6 设随机变量X~ N(µ, ，矿），在X=x 下Y的条件分布为N(x ，式）．试求Y的（ 无条件）密度函数py( y ).解由题意知

(3.5.14) 

Px(x ) ＝ �exp{-�尸｝，
1 r ( y -x )2 p( y lx ) ＝ 平(T

2
exp{- 2(T: ｝， 

所以由(3.5.11)式得
Pr( y ) = (px(x )p( y I x )dx 

-0 

l 。 (x - µ )2 - ( y -x )2 =�I 中 exp{-�矿 ;f-} dx 

l " I l l y µ 2 2 = 2'T1'6 平 ［中 exp{-了[ (� + �) x2 - 2(� + �) X 
+ � + �] }山

2 2 
6 0. 

l 2 记c =
2 2 ，则上式化成

6
1

+62 

I r= r 1 2 Py( y ) ＝ 2'Tl'6平f0 exp{ －了C 1 [x - c(: + :) ］ －』 （ y: -+µ(T
）：

2 } dx 

= 1尽exp{- （ y - µ )2 

} ＝ 1 exp - （ y - µ ) 221T6 平 2（矿＋ 6:）因产： ｛ 2（(T： ＋ (T：)} ·
这表明Y仍服从正态分布N(µ ,(T：＋(T 扛
3.5.2 条件数学期望

条件分布的数学期望称为条件数学期望，它的定义如下．定义3.5.4 条件分布的数学期望（若存在）称为条件期望，其定义如下：
� xjP(X = xi I Y = y),E(XI Y=r) = !『o xp( 兀 I y)dx,

(X,Y) 为二维离散随机变昼，
(X, y)为二维连续随机变量． (3.5.15) 

1 7 9 
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E(YI X =x) =� 
� (3.5.16) 

厂P(Y = y, I X = x)， （X,Y） 为二维离散随机变量，

J.. yp(y I x) dy, (X,Y) 为二维连续随机变量

注意：条件期望 E(XIY =y)是y的函数，它与无条件期望 E(X)的区别，不仅在于
计算公式上，而 且在于其含义上．譬如，X表示中国成年人的身高，则E(X)表示中国成

年人的平均身高．若用 Y表示中国成年人的足长（脚趾到脚跟的长度），则 E(XIY=y)
表示足长为y的中国成年人的平均身高，我国公安部门研究获得

E(X I Y = y) = 6.876y. 
这个公式对公安部门破案起着重要的作用，例如，测得案犯留下的足印长为25.3 cm，则
由此公式可推算 出此案犯身高约174 cm. 

其实以上公式的得出并不复杂，一 般认为人的身高和足长(X,y)可以当作 一个二
维正态变量来处理，即(X,Y)服从二维正态分布N(µ, I ,µ,2，矿，式，p）．由例3.5.4知，在
给定Y=y的条件下 ，X服从一维正态分布

由此得

(T I 

N(µ, l+p —(y－压，矿（l －矿））．
62 

U1 
E(XI Y =y) = µ, 1 +p —(r - µ2)， 

U2 

这是y的线性函数再用统计的方法（后面第六章的内容），从大量实际数据中得出µ 口

JJ-2 ,U 1 ,U2 ,p的估计 后，就可得以上公式 ．
因为条件期望是条件分布的数学期望，所以 它具有数学期望的一 切性质，例如

E(a 1 X 1 + a2 X2 I Y = y) = a 1 E(X 1 I Y = y) + a 2 E(X2 I Y = y) . 

其他性质在此不 一一列举，读者可以自行写出
我们特别要强调的是：E(XIY=y) 是 y 的函数，对 y 的不同取值， 条 件期 望

E(XIY=y)的取值也在变化．为此 我们可以 记
g(y) = E(XI Y=y). 

进一 步还可以将条件期望看成是随机变量 Y的函数，记为E(XIY)=g(Y)，而将
E(XIY=y)看成是Y=y时E(XIY)的一个 取值，由此看 出：E(XIY)本身也是 一个 随机
变储．

引进E(XIY)不仅使我们前面所定义的 E(XIY=y) 得到了统一的处理，而且可以
得到更深刻的结果．

定理3. 5.1（重期望公式） 设(X,Y)是二维随机变量，且 E(X)存在，则
E(X)=E(E(XI Y) ). (3.5.17) 

证明 在此仅对 连续场合进行证明，而 离散场合可类似证明．设二维连续随机变
量(X,y)的联合密度函数为p(x,y)．记g(y)= £(XI Y=y)，则g(Y)= E(XIY)．由此利
用p(x,y)=p(xl y) p y(y)，可得

f。『E(X) = I I xp(x,y) dxdy = I I xp(x I y) p y(y) dxdyf o f工
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=f二 {J二xp(x I y) d兀｝p,(y) dy.
其中花括号中的积分不是别的，正是条件期望E(XIY=y)，所以

f E(X) = r.. E(X I Y = y)p y(y)dy =
－中

g(y)p y(y)dy = E(g(Y))=E(E(XI Y)).
这就证明了 (3.5.17)式

重期望公式是概率论中较为深刻的一个结论，它在实际中很有用．譬如，要求在一
个取值于很大范围上的指标 X的均值E(X)，这时会遇到计算上的各种困难．为此，我
们换一种思维方式，去找一个与X有关的量Y，用Y 的不同取值把大范围划分成若干
个小区域，先在小区域上求X的平均，再对此类平均求加权平均，即可得大范围上X的
平均E(X) ．如要求全校学生的平均身高，可先求出每个班级学生的平均身高，然后再
对各班级的平均身高作加权平均，其权重就是班级人数在全校学生中所占的比例．

重期望公式的具体使用如下：
(I)如果Y是一个离散随机变昼，则(3.5.17)式成为

E (x) = I E (x I Y = r) P (Y = r). (3.5.18) 
(2)如果 Y是一个连续随机变量，则(3.5.17)式成为

E(X)=r�E(XI Y=y)p y(y)dy. (3.5.19) 
例 3.5.7 一矿工被困在有三个门的矿井里．第一个门通一坑道，沿此坑道走 3小

时可到达安全区；第二个门通一坑道，沿此坑道走 5 小时又回到原处；第三个门通一坑
道，沿此坑道走7小时也回到原处．假定此矿工总是等可能地在三个门中选择一个，试
求他平均要用多少时间才能到达安全区

解 设该矿工需要X小时到达安全区，则X的可能取值为
3, 5 + 3, 7 + 3, 5 + 5 + 3, 5 + 7 + 3, 7 + 7 + 3,..., 

要写出 X的分布列是困难的，所以无法直接求E(X) ．为此记Y表示第一次所选的
门，｛Y=il就是选择第 L个门由题设知

P(Y = I) = P(Y = 2) = P(Y = 3) = -=-·
3 

因为选第一个门后3小时可到达安全区，所以E(XIY= I)= 3. 
又因为选第二个门后 5小时回到原处，所以E(XIY=2)= 5+E(X). 
又因为选第三个门后 7小时也回到原处，所以E(XIY=3)= ?+E(X). 
综上所述，由(3.5.18)式得

2 E (X) = --::-[ 3 + 5 + E (X) + 7 + E (X) ] = 5 + �E (X), 
3 3 

解得E(X)=15，即该矿工平均要 15小时才能到达安全区
上例的解题方法带有某种普遍性，请读者从下例中再体会一下这种方法．
例 3.5.8 口袋中有编号为 l,2,…，n的 n个球，从中任取 1球．若取到 1号球，则

得1分，且停止摸球；若取到L号球(i�2)，则得t分，且将此球放回，重新摸球．如此下

去，试求得到的平均总分数．
解 记X为得到的总分数，Y为第一次取到的球的号码．则

1 8 1 
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I P(Y = 1) = P(Y = 2) = ··· = P(Y = n) =—.n 
又因为 E(XIY=l)=I ，而当彦 2 时，E(XIY=i )= i+E(X) ．所以

1 E(X) = L E(X I Y = i)P(Y = i) =�[I + 2 + … + n  + (n - I) E(X) ].n 
由此解得

E (X) = �. n(n + 1) 
2 

例 3. 5. 9 设电力公司每月可以供应某工厂的电力 X 服从(10, 30) （单位： 104

kW) 上的均匀分布，而该工厂每月实际需要的电力 Y 服从(10,20) （单位： 104 kW) 上的
均匀分布如果工厂能从电力公司得到足够的电力，则每 104 kW 电可以创造 30 万元的
利润，若工厂从电力公司得不到足够的电力，则不足部分由工厂通过其他途径解决，由
其他途径得到的电力每 104 kW 电只有 10 万元的利润．试求该厂每个月的平均利润．

解 从题意知，每月供应电力 X ~ U(10,30) ，而工厂实际需要 电力 Y ~ U (l O, 20) . 
若设工厂每个月的利润为Z万元，则按题意可得

Z = ｛ 3OY ， 当 Y < X ， 30X + 10(Y - X) ， 当 y > X. 
在X=x 给定时，Z 仅是 Y 的函数，千是当 10�x<20 时，Z 的条件期望为

E(Z I X = x) = ro30yp y(y)dy + f厂(lOy + 20x) p y(y)dy
= ro30y 点dy + r (lOy + 20x) 点dy

3 =—(x2 - l 00) +—(202 - x2) + 2x(20 - x) 2 2 

= 50 + 40x - x2 . 
当 20�x�30 时，Z 的条件期望为

E(Z I X = x) = J)oyp y(y)dy = J)or 』dy = 450 
IO lo lO 

然后用X 的分布对条件期望 E(ZIX=x) 再作一次平均，即得E(Z) = E(E(Z I X) )  
= r: E (z I X = X) p X (X) dx + J:: E (z I X = X) p X (X) dx

10 

＝点f::（50+ 40x- x2) dx ＋点
2

l::450dx
700 = 25 + 300 - -+ 225 = 433. 

所以该厂每月的平均利润为 433 万元．

例 3.5. 10 （随机个随机变呈和的数学期望） 设 X,,X2,…为一列独立同分布的随

机变量，随机变量 N只取正整数值，且 N与{Xn } 独立，证明
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,V E(L X,) = E(X,)E(N). 
1 = 1 ） 

证明 由定理3.5.1知
,V A 

E(t X;)＝平(iX; I N)] = t E(t X; I N = n) P(N = n)
中 n .,= IE(LXi )P(N=n)= InE(X 1 )P(N=n) 

n = I i = I 几＝ l “' = E(X 1 ) L nP(N = n) = E(X 1 )E(N). 
n•I 

得证．

利用此题的结论，我们可以解很多实际间题，下面列举几个：
(1)设一天内到达某商场的顾客数N是仅取非负整数值的随机变量，且E(N)= 

35 000．又设进人此商场的第L个顾客的购物金额为X,，可以认为诸X I 是独立同分布
的随机变星，且E(X.)= 82（元）．假设N与X， 相互独立是合理的，则此商场一天的平均
营业额为

E{ L Xi ) = E(X,)E(N) = 82 x 35 000 = 287（万元）．
(2)一只昆虫一次产卵数N服从参数为入的泊松分布，每个卵能成活的概率是

p，可设 X，服从 0-1 分布而忧， ＝ I I 表示第t个卵成活，则一只昆虫一次产卵后的平均
成活卵数为

E(�x.) =E(X,)E(N)＝入p.

r 习 墅 35 l 
I. 以X记某医院一天内诞生婴儿的个数，以Y记其中男婴的个数．设X与Y的联合分布列为

e 一 14(7, (4) m (6. 86),-m P(X =几， y = m) = m!(n - m) ! m = 0, l,···,n, n = 0, 1,2,.... 
试求条件分布列P(Y=mlX=n).

2.－射手单发命中目标的概率为P (O<p<I)，射击进行到命中目标两次为止．设X为第一次命中
目标所需的射击次数，Y为总共进行的射击次数，求(X,Y)的联合分布和条件分布

3.已知(X,Y)的联合分布列如下
P(X= I,Y= I)= P(X=2,Y= I)= － —  8'
P(X= I, Y=2) = �,P(X=2, Y= 2)＝一．4 2

试求
(I)已知 Y=i的条件下，X的条件分布列，i= 1,2;
(2) X与Y是否独立？

4.设随机变量X与Y独立同分布，试在以下情况下求 P(X=klX+Y=m)
(I) X与Y都服从参数为p的几何分布 ，

183
 



184 

Ill第三章 多维随机变量及其分布

(2) X与Y都服从参数为(n,p)的二项分布．

5.设二维连续随机变量(X,Y)的联合密度函数为

试求条件密度函数p(yl x). 

3x, 0 < x < l, 
p(x,y) =

{。， 其他

6.设二维连续随机变量(X,Y)的联合密度函数为

0 < y < x, 

p(x ,y) 
＝ ｛ l, l y | < x , 

0, 其他

0 < x < I, 

求条件密度函数p(x i y). 

7.设二维连续随机变量(X,Y)的联合密度函数为

p(x ,y) = ｛茅占， x2 < y < I, 

0, 其他

求条件概率P(Y�0.751X=0.5).

8.已知随机变量Y的密度函数为

Pr(y) ={。了
＇ 0 < y < I, 

其他
在给定Y=y条件下，随机变量X的条件密度函数为

求概率P(X>0.5).

pl• I rl ＝广° < x < y <l,

0, 其他

9设随机变量X服从(1 ,2)上的均匀分布，在X=x 的条件下，随机变量Y的条件分布是参数为 x
的指数分布，证明XY服从参数为1 的指数分布．

10.设二维离散随机变量(X,Y)的联合分布列为

y 
X 

。 2 3 

。 。 0.01 0.01 0.01 

0.01 0.02 0.03 0.02 

2 0.03 0.04 0.05 0.04 

3 0.05 0.05 0.05 0.06 

4 0.07 0.06 0.05 0.06 

5 0.09 0.08 0.06 0.05 

试求E(XIY=2)和 E(YIX=O).
11.设随机变量X与Y相互独立，分别服从参数为入 1 和入 2 的泊松分布，试求E(XIX+Y=n)

12设二维连续随机变量(X,Y)的联合密度函数为

试求E(XI Y = 0. 5). 

p(x ,y) = {�,+
y, 

:��
,y < I, 

0, 其他

13.设二维连续随机变量(X,Y)的联合密度函数为



24 (1 - x) r, o < r < x < 1,p(x,y) =｛。, 其他

试在 O<y<l时 ， 求E(XIY=y).
14.设E(Y),E(h(Y))存在，试证E(h(Y)I Y) = h(Y).
15.设以下所涉及的数学期望均存在，试证
(I) E(g(X)YIX)= g(X)E(YIX),
(2) E(XY)= E(XE(YIX));
(3) Cov (X, E (YI X)) = Cov (X, Y)
16.设随机变量X与Y独立同分布，都服从参数为人的指数分布．令

求E(Z).

3X + I, X ei!= Y, 
Z = ｛6Y, X < Y. 

17.设随机变量X~N(µ,1),Y~N(O,I)，且X与Y相互独立，令叶1, Y<X,
0, X,;;;Y.

试证明
(I) E(IIX=x)＝中(x)'
(2) E(中(X))=P(Y<X);
(3) E(中(X)）＝中(µlji).
（提示X-Y的分布是什么？）

本章小结 Ill

18.设X 1 ,X2, 为独立同分布的随机变量序列，且方差存在．随机变量N只取正整数值，Var(N)
存在 ，且N与IX.}独立．证明

Var(�x,) = Var(N)[E(X,)] 2 +E(N)Var(X,)
i = I 

本章小结

1 8 5
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第四章

大数定律与中心极限定理 1
§ 4.1 随机变最序列的两种收敛性

随机变量序列的收敛性有多种 ，其中常用的是两种：依概率收敛和按分布收敛．本
章讨论的大数定律涉及的是一种依概率收敛 ，中心极限定理涉及按分布收敛．这些极
限定理不仅是概率论研究的中心议题，而且在数理统计中有广泛的应用．本节将给出
这两种收敛性的 定义及其有关性质，读者应从中吸收其思考问题的方法．

4.1.1 依概率收敛

在第一章用频率确定概率时 ，我们提出 ” 概率是频率的稳 定值 ” ，或 “ 频率稳定千概
率 “ 现在我们来解释 ＂ 稳定” 的含义及其数学表达式．

设有一大批产品， 其 不合格品率为p．现一个接一个地检查产品的合格性，记前n
次检查发现Sn 个不合格品，而 vn =Sn /n为不合格品出现的频率．当检查继续下去，我们
就发现频率序列{vn 1有如下两个现象：

(I) 频率vn 对概率p 的绝对偏差lv.-p l 将随n增 大而呈现逐渐减小的趋势，但无
法说它收敛于零．

(2)由千频率的随机性，绝对偏差Iv.-p I时大时小．虽然我们无法排除大偏差发生
的可能性，但随着n不断增大 ，大偏差发生的可能性会越来越小．这是一种新的极限
概念．

下面我们用数学 式子将上述概念表达出来．对任意给定的 e>O，事件I Iv. -p I� e I 
出现了就认为大 偏差发生了．而大偏差发生的可能性越来越小 ，相当于

P(lv.-pl �e)-+ O,(n-+OO） ． 

这时 就可称频率序列{vn }依概率收敛．这就是＂ 频率稳定千概率 ＂ 的含义．
下面 给出一 般的随机变量序列{Xn 1依概率收敛于一个随机变量X的定义．
定义4.1.1 设IX」为 一随机变量序列 ，X为 一随机变量 ，如果对任意的e>O， 有

P(IX.-Xl�e)-+0 (n-+ oo), (4. I. I) 

则称序列1凡1依概率收敛于X，记作Xn —一X.
依概率收敛的含义是：凡对X的绝对偏差不小于任一给定蜇的可能性将随着n
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增大而愈来愈小．或者说，绝对偏差 IX"-XI小于任一给定量的可能性将随着 n 增大而
愈来愈接近于 l，即（4.1. l)等价于

P(IX" -XI <e)-1 (n-00).
p

特别当 X 为退化分布时，即 P(X=c)= I ，则称序列 {Xn } 依概率收敛于 c，即凡—一 c.
以下我们先给出依概率收敛于常数的四则运算性质．
定理 4.1.1 设 I Xn 1, ! Yn } 是两个随机变量序列，a,b 是两个常数．如果

p p xn - a, Yn - b,
p 

则有：（l) X几 土 yn —一吐b;
p(2) x.xY.--+aXb;
p

(3) X.+Y.--+ a+b (b#-0).
证明 （l) 因为

! I (X. + Y.) - (a + b) I;:;:: el c {Ix. - a I;:;:: f} U {Ir. - b I;:;:: 甘，
所以

即

0 � P(I (X. + Y.) - (a + b) I;:;:: e)
e \ _ t, _ _ _, e � p(丸 － aI;:;:: 了) +p(I Y. - b I;:;:: 了）-+0 (n-+oo),

P(I (X. + Y.) - (a + b) I < e)-+I (n-+oo),
p p

由此得 X.+Y.-—--+ a+b．类似可证 Xn -Yn 一一 a-b.
p(2) 为了证明 X.xY. 一一 axb，我们分几步进行：

p p 1) 若Xn —一 0，则有欢一一 0．这是因为对任意 e>O，有

P(IX! I;:;:: e) = P(丸I;:;::石）-+O (n-+oo).
p - - p n) 若凡—一 a，则有 cXn 一一 ca．这是因为在 c#-0 时，有

P(I cX. - ca I ;:;:: e) = P(I凡 － aI;:;:: ell cl）-+O (n-+oo),
而当 c = O 时，结论显然成立

p p
iii) 若Xn 一__. a，则有 X: －－让这是因为有以下一系列结论：

p .  p p 
X. - a一 0, (X. - a) 2 一 0, 2a(X. - a)一 0,
(X. - a)2 + 2a(X. - a) =X! - a2 二。 ，

w) 由 m) 及 (1) 知
即 X2

n 
p 2 ► a .

x：二扎 p 
Y: 一从 2 p (X. + YJ—---+(a + b)2 .

从而有
l P l x. X Y. =—[ (X. + Y.) 2 - x: - Y!] � �[ (a + b) 2 - a2 - b2 ] = ab.2 2 

p p 
(3) 为了证明 Xn/Yn 一-. alb，我们先证： l/Yn —一 lib．这是因为对任意e>O，有

1 8 7 
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叶忙－；叫＝p( 昙曰
Y. -b叶矿＋b y;

－

Yn

b-b) 五
, |Y. -b I <e) +P(矿＋b （Yn -b)五| Y九

－bl 叫
飞12-y;：bb II 叫

＋P(I Y. -b|为)＝P(I Y. -b I ::!= (b 仁 e I b I)e) +P(I Y. -b I玄）-0(n-+OO).
这就证明了lIYn —一1/b，再与凡一一a 结合，利用(2)即得X.IY.- alb．这就完成了全部证明．由此定理可以看出，随机变量序列在概率意义上的极限（即依概率收敛于常数a)在四则运算下仍然成立．这与数学分析中的数列 极限十分类似．类似结论对依概率收敛千 X（随机变量）也成立 （见习题 4.1 第 2 题）．
4.1.2 按分布收敛 、 弱收敛

我们知道分布函数全面描述了随机变里的统计规律，因此讨论一 个分布函数序列i尺(x)｝收敛到 一 个极限分布函数 F(X) 是 有实际意义的．现在的问题是：如何来定义{Fn (x)）的收敛性呢？很自然地，由于{Fn (x)）是实变量函数序列，我们的一个猜想是：对所有 的x，要求Fn (x)一F(x) (n-+oo）都成立，也即数学分析中的点点收敛．然而遗憾的是，以下例子告诉我们这个要求过严了．例4.1.1 设随机变量序列 {Xn )服从如下的退化分布
叶凡 ＝ +)=l, n = l,2,…， 

它们的分布函数分别为
F.(,) = r: : : t'

首先我们指出：在点点收敛这个要求下，｛凡（兀））的极限函数0, X � 0, g(x) ＝ { l, x > 0. 不满足右连续性，即g(x)不是一个分布函数．这说明对分布函数序列｛凡(x) ）而言，要求其点点收敛到一个极限分布函数太苛刻了如何把点点收敛这要求减弱 一 些呢？
因为Fn 釭）是在点x ＝一处有跳跃，所以当n-+oo时，跳跃 点位置趋于 0，于是 我们

很自然地认为IF.(x)］应该收敛于点x = O处的退化分布，即
F(x) = { 0, X < 0, 

1, X ;?; 0. 
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但是，对任意的n，有F.(O)= 0， 而F(O)= l，所以
limF.(O) = 0 � l = F(O). ,,_., 

从这个例子我们得到启示：收敛关系不成立的点x = O恰好是F(X)的间断点．这就
启示我们，可以撇开这些间断点而只考虑F(x)的连续点．这就 是以下给出的关于分布
函数列的弱收敛定义 ．

定义4.1.2 设随机变量X,X,,X2,…的分布函数分别为F(x),F 1(x)，凡(x)，…．
若对F(x)的任一连续点x，都有

limF.(x) = F(x), 
n－刁

则称IF.(x)I弱收敛千F(x)，记作

F.(X)一F(x).
也称相应的随机变量序列{Xn }按分布收敛千 X，记作

(4.1.2) 

(4.1.3) 

xn — —.. x. (4.1.4) 
以上定义的＂ 弱收敛” 是自然的，因为它比在每 一 点上都收敛的要求的确 ＂ 弱 ” 了

些若F(x)是直线上的连续函数，则弱收敛就是点点收敛 ．
注意，在 上述定义中，分布函数 序列{Fn(x)1称为弱收敛，而随机变量序列{Xn 1则

称为按分布收敛，这是在两种不同场合给出的两个不同名称，但其本质含义是一 样的，
都要求在F(x)的连续点上有(4.1.2)式 ．

下面的定理说明依概率收敛是一种比按分布收敛更强的收敛性．
p

定理4.1.2 X-－伶 x ==>凡一一➔ X. 
证明 设随机变量X,X 1 ,X2,…的分布函数分别为F(x),F 1 (x)，凡(x)，…．为证

w 
xn -X，相当千证F.(x)一一F(x)，所以只需证：对所有的 x，有

F(x - O) ::::: limF.(x) :::::盂
－
F.(x):::::F(x + 0). (4.1.5) 

n-0 

因为若上式成立，则当x是F(x)的连续点时，有F(x-0)=F(x+O)，由此即可得F.(X)
w 一F(x).

为证(4.1. 5)式，先令x'＜x，则

从 而有

{ X < x'l = { Xn < x,X < x'l u { Xn > x,X < x'l 
C I X. ::S x I U I IX. - XI� x - x'l, 

F(x') ::S F.(x) + P(IX. - XI� x - x'). 
p 

由凡—--➔ x，得P(IX.-XI�x-x'）--> 0 (n-->oo）．所以有
F(x') ::::: limF.(x). 

再令x ＇一x，即得
F(x - 0) ::::; limF.(x). 

n-中

同理可证，当x">x 时，有

limFn(x) � F(x"). n一中

189 
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令x”一无，即得
limF.(x) :::: F(x + 0) . 
n一”

这就证明了定理
注意，以上定理的逆命题不成立，即由按分布收敛无法推出依概率收敛，见下例．
例4.1.2 设随机变僵X的分布列为

P(X = - 1) =— P(X=l)=—. 2' 2 
令凡＝－X，则凡与X同 分布，即凡与X有相同的分布函数，故x.-x.

但对任意的0<e<2，有
P(Ix. - XI� e) = P(2 IX I� e) = 1 -I+ 0, 

即凡不依概率收敛千X.
以上例子说明： 一 般按分布收敛与依概率收敛是不等价的．而下面的定理则说明：

当极限随机变量为常数（服从退化分布）时，按分布收敛与依概率收敛是等价的．
定理4.1.3 若c为常数，则 x. —一c的充要条件是：凡--=-. C. 

证明 必要性已由 定 理 4. 1. 2 给出，下证充分性．记凡的 分 布 函 数为
凡（兀），n = 1,2,…因为常数c的分布函数（退化分布）为

F(x) = { 
0, X < C, 

1, X � C. 

所以对任意的e>O，有
P(I凡－cl尹）＝P(X.玄＋e) +P(X几 �c-e) �P(X.>c+el 2) +P(X. �c-e) 

= 1-F.(c+el 2) +F.(c-e) . 
w 由于x=c+e/2和x=c-e均为F(x)的连续点，且F. (X)一F(X) ，所以当n-oo

时，有
F.(c + e/2) - F(c + e/2) = 1, F.(c - e) -F(c - e) = 0. 

由此得

即Xn －一c．定理证毕．

p p 

P(Ix. - CI� 8)-o. 

r 习 题 41 l 
I.如果x"-x ，且 X"--+ Y．试证 P(X=Y)= I.

p p 2.如果X"--+X,Y"--+ Y．试证
p (I) X"+Y"-一 X+Y;

p (2) XJ"--+XY.
p p 3.如果X"--+ X,g(x)是直线上的连续函数，试证 g(X”)— —飞'(X).
p 4.如果X"一—• a ，则对任意常数 c ，有
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p 
cX. 一 ca.

p 5.试证X＂一—► X 的充要条件为当n------>00时，有
Ix. - XI 叶 1+ | Xn - X  |）------> 0. 

6 .设D(x)为退化分布
D(x) = {0, X < 0, 

I, x � 0. 
试问下列分布函数列的极限函数是否仍是分布函数？ （其中n = 1,2,....) 

(I) ID(x+n)I; (2) ID(x+I／几）I; (3) ID(x- 1/n) I.
7设分布函数列I尺(x) 1弱收敛于连续的分布函数F(x)，试证 I尺(xl I在(-00,00）上一致收

敛于分布函数F(x).
L L 8.如果x. 一－ x，且数列a"------> a,b＂____. b．试证a"凡＋b.——► aX+b.
L P L 9.如果从一 —• X'y"一 —► a，试证X,+Y,-=---. X+a.
L p p IO.如果X,----> X, Y,－一0，试证X,Y,---->0. 
L P L 1 1.如果X, _____. X, Y,－－► a，且Y,'F0，常数 a'FO．试证X,IY, ____:::__. Xia. 

12.设随机变量凡服从柯西分布，其密度函数为
p,(元） 几

2 2, I 叫l + n x ) - 00  <x<oo.
p 试证 x.---+0.

13.设随机变量序列IX.}独立同分布，其密度函数为
l/p,0 ＜无＜p，p(x) ={。， 其他

p 其中常数B>0，令Y, =maxi凡，X2,"·,X,I，试证Y, －－p. 
14.设随机变量序列IX.}独立同分布，其密度函数为

p(x) = {�:
( .-al 1 

X � a, 

兀 <a.

p 令Y, =mini X 1 ,X1 ,...,X, I，试证Y,——► QI, 

p IS.设随机变量序列{X }独立同分布，且X;~U(O,I).� Y. , U(O,l）令Y. = (门 X,） "，试证明Y. _:___. C， 其
i冥1中c为常数，并求出c .

16.设分布函数列!F.(x) I弱收敛千分布函数F(x)，且F几 （ 元）和F(x)都是连续、严格单调函数，
p 又设µ服从（0,I)上的均匀分布，试证F; 1(§)一一F-1(§)．

试证

17设随机变量序列! x.1 独立同分布，数学期望、方差均存在，且E(X几）＝µ.试证
2 p 

Ik·X, —平n(n + I)� 
18.设随机变量序列{Xn }独立同分布，数学期望、方差均存在，且

E(X.) = 0, Var(X.) =矿 ．

1 9 1 
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l ” -2 对n k = 1 

p
2 

, (T .

19 设随机变量序列 IX" ！独立同分布，且 Var(X") ＝矿存在，令

p 试证岛—一矿．

- lX =—2X, ＇ 
n ,  = 1 

l '，
丈＝— I (X, -订

n ', I 

20.将n个编号为1至n的球放入n个编号为1至n的盒子中，每个盒子只能放一个球，记｛ 1, 编号为L的球放入编号为t的盒子，
X,=0， 其他，

,i 
s. = IX,，试证明

'＝ 1 

S,-E(S,) p 一 0.
n 

§ 4.2 特征函数

设p(x)是随机变量X的密度函数，则p(x)的傅里叶(Fourier )变换是
叭t) ＝f e'“p(x) dx, 

其中）＝J可是虚数单位．由数学期望的概念知，叭t)恰好是E(e;,x)．这就是本节要讨
论的特征函数，它是处理许多概率论问题的有力工具．它能把寻求独立随机变量和的
分布的卷积运算（积分运算）转换成乘法运算，还能把求分布的各阶原点矩（积分运
算）转换成微分运算，特别地，它能把寻求随机变量序列的极限分布转换成一般的函数
极限问题下面从特征函数的定义开始介绍它们．
4.2.1 特征函数的定义

先介绍一下复随机变量的概念．
特征函数除考虑取实数值的随机变量外，还要考虑取复数值的随机变量，后者简

称为复随机变量．复随机变量定义为Z=Z(w)=X(w) +iY(w)，其中X(w)与 Y (w)是定
义在D上的实随机变量而Z(w)=X(w)-iY(w)称为Z(w)的复共枙随机变量．复随机
变量Z=X+iY的模Ill定义为[F五万，或IZ 1 2 =X2 + Y2 ，且ZZ=X五Y2 = I Z I 2 . 

与随机变量有关的一些概念和定义， 一般都可类似地移到复随机变量场合．例如，
若随机变量X与Y的数学期望E(X)与E(Y)都存在，则复随机变量Z=X+iY的数学期
望定义为E(Z)=E(X) +iE(Y)又如复随机变量Zl

=X1 们 Y1 与Z2 =X产1凡 相互独立当
且仅当(X,， Y1 )与 (x2 ，几）相互独立( (X1 ,Y1 ,X2 ，凡）的联合分布FX ,Y , x2 y2 (x! ，y | ，x2 , 
Y2 )等于其边际分 布 Fx,.r, (x,, Y, ) 和 Fx,.r, (X2 , Y2 ) 的乘积）． 在欧拉公式e'x=

cos X+i sin X中若X是实随机变量，则E(e;x) = E (cos X) + iE (sin X)，其模 Ie;x I= 
✓cos 2X+sm 2X = 1若X与Y独立，则e'X 与eiY 也独立．
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下面我们给出特征函数的定义．
定义 4.2.1 设 X 是一个随机变量，称

叭 t) = E (e ;,x),
为X的特征函数

-oo<t<oo, (4.2.1) 

因为 I e;,x I = 1，所以 E(e'“)总是存在的，即任一随机变量的特征函数总是存在的．
当离散随机变蜇 X 的分布列为 pk=P(X=xk),k= l,2, ．．．，则 X 的特征函数为

扣）＝ 2 e”“pk, k = I 
-oo<t<oo.

当连续随机变量 X 的密度函数为 p(x)，则 X 的特征函数为

(4.2.2) 

叭 t) = r� e;"p(x)dx, -oo < t < oo. (4.2.3) 
与随机变量的数学期望、方差及各阶矩一样，特征函数只依赖于随机变量的分布，

分布相同则特征函数也相同，所以我们也常称为某分布的特征函数．
例 4.2.1 常用分布的特征函数（一）
(I) 单点分布 P(X = a)= I，其特征函数为

rp (t) = e ;,..
(2) 0-1 分布 P(X=x)= p'(1-p) 1-,,x = O, I，其特征函数为

印） ＝ pe;'+ q, 其中 q = I - p.
入k

(3) 泊松分布 P （入） P(X=k)= －亡，k = 0, I,…，其特征函数为
k! 

p(t) ＝ i e'K1 工厂＝ e-A eA•''= eA(e” 一 I).

w kl 

(4)均匀分布U(a,b) 因为密度函数为

p(x) ＝{卢, a< x < b,
0, 其他，

所以其特征函数为

中(t) = t�dx =S• b -a it (b -a) ． 

(5) 标准正态分布 N(O,1) 因为密度函数为
l 工

2 

p(x) =—e 2, 

芦
-oo<x<oo,

所以其特征函数为

IP (t) ＝勹
° e tx e;dx ＝上『 to�e 今dx = to�尸f中 矿e 今dx

罕 一 中 尽－ 0 n = 0 n ! n =0n！尽 一 。 ］，

上式中方括号内正是标准正态分布的 n 阶矩 E(X")．当 n 为奇数时 E(X几 ）＝ 0 ；当 n 为
偶数时，如 n = 2m 时，

1 9 3 
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E(X") = E(X2m ) = (2m- I) ! ! = 
代回原式， 可得标准正态分布的特征函数

(2m) ! 
2'" • m!'

庄）＝ i 口） 2m . (2m), = i ( ＿ 亡） m 上＝ e-�:-;'o (2m) ! r • m ! �=。 2/ m! 
有了标准正态分布的特征函数，再利用下节给出的特征函数的性质，就很容易得

到一般正态分布N(µ，矿）的特征函数，见例4.2.2.
(6)指数分布Exp（入） 因为密度函数为

所以其特征函数为

入e -Ax, X � 0,p(x) ={。, x < 0, 

叭t) = f。中 e'工入e “dx ＝ 入［ f。� cos (tx) e 人'dx + i(sin(tx)e-A'dx] 
（入 t＝入矿 ＋ t2 + 1矿 ＋ 1) = (1 - f) 

以上积分中用到了复变函数中的欧拉公式 e"'= cos(tx) +i sin (tx). 
4.2.2 特征函数的性质

现在我们来研究特征函数的一些性质，其中中X (t) 表 示 X的特征函数，其他
类似

性质4.2.1 I 中 (t) I �cp(O)= l. 
性质4.2.2 叭－t） ＝中(t)，其中叭t)表示叭t)的共辄．
性质4.2.3 若Y=aX+b，其中 a,b 是常数，则

(4.2.4) 
(4.2.5) 

cpy(t) = e;b'cpx(at). (4.2.6) 
性质4.2.4 独立随机变量和的特征函数为每个随机变量的特征函数的积，即设X

与Y相互独立，则
中x+Y(t) ＝中x(t)<py(t). (4.2.7) 

性质4.2.5 若E(X')存在，则X的特征函数 叭t)可 l 次求导，且对 l�k�l，有
中

(K) （0)＝ IK E(X勹． (4.2.8) 
上式提供了一条求随机变量的各阶矩的途径，特别可用下式去求数学期望和方差．

q;'(O) E(X)= �. Var(X)= 飞＇ （ O)+(q;'(0))2 . (4.2.9) 
证明 在此我们仅对连续场合进行证明，而在离散场合的证明是类似的 ．
(1) I 中 (t) I= I r.. e ;,, p (X) dx I � r.. I e ;., I p  (X) dx = I中 p(x)dx = 中 (0) = 1 
(2) <p(-t)=f中 e-;., p (X) dx = r � e ;., p (X) dx =句
(3) <p y(t) = E(e i•(oX ♦ b ) ） ＝ e'b'E(e'a” ) ＝ e'“Px(at)．
(4)因为X与Y相互独立，所以 e'”与e'”也是独立的，从而有
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E (e "(x • n) = E (e ;,x e ;,r) = E (e ;,x) E (e ;,r) ＝中x(t) ． 中 y(t).
(5)因为E(X')存在，也就是

f
中

lxl'p(x)dx < oo, 

于是含参变量 t的广义积分[ e'“p(x)dx可以对t求导l次，于是对O�k�l，有
<p (k)(t) = I丘e;IX p (X) dx = i. E (x· e ;,x)'

令t=0即得
中

(k\O)= /E(Xk). 
至此上述5条性质全部得证．

下例是利用性质4.2.3 和性质4.2.4来求另一些常用分布的特征函数 ．
例4.2.2 常用分布的特征函数 （二）
(1)二项分布b（几，p) 设随机变量Y~b(n,p)，则Y=X 1 +X2+ …＋Xn，其中诸X;是

相互独立同分布的随机变量，且X,~b(l,p)．由例4.2.1(2)知
'Px,(t) = pe;'+ q. 

所以由独立随机变量和的特征函数为特征函数的积，得
中 y(t) ＝ （pe''+ q) n. 

(2)正态分布N(µ，矿） 设随机变量y~ N(µ,，矿），则 X=(Y-µ,)lu~N(0,1)．由
例4.2.1知

,2 

2 
中x(t) ＝ e. 

所以由Y=uX+µ, 和性质4.2.3 得
如） ＝ 饥x.,.(t)= e飞(ut)= exp｛肛t -亨｝ · 

(3)伽马分布Ga(n，入） 设随机变量Y~ Ga(n，入），则Y=X 1 +X 2+…+Xn，其中x,
独立同分布 ，且X;~Exp（入）．由例4.2.1知

it 一1

研） ＝ （l － 订·
所以由独立随机变量和的特征函数为特征函数的积，得

中 y(t)＝ （'Px,(t))" =(l -f) -•. 
进一步，当a为任一正实数时，我们可得Ga(a，入）分布的特征函数为

it 飞

扣） ＝ （l － 订·
(4) x2(n)分布 因为x2(n)= Ga (nl 2, l/ 2)，所以X2(n)分布的特征函数为

<p(t) = (l - 2it)-"12. 
上述常用分布的特征函数汇总在表4.2.l中．
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分 布

单点分布

0-1分布
二项分布
b (n,p) 

泊松分布
P(入）

几何分布
Ge(p) 

负二项分布

Nb(r,p) 
均匀分布
U(a,b) 
正态分布

N(µ矿）
指数分布
Exp（入）

伽马分布
Ga(a，入）

X2(n)分布

贝塔分布

Be(a, b) 

柯西分布
Cau(0, I) 

表4.2.1 常用分布的特征函数

分布列 pK 或分布密度 p(x)
P(X = a)= I

k l -K ,q= 1-p,k=O, I. P, = p q

(n)k n-K P, =k . p q' k=O, I,···,n.

入k -A k=O, I,....P1 =—e' k! 

i-1 k = 1,2, ···.P, = pq 

r k-， (
k-1

) P, = r - . 1 p q' 

I p(x)= —b , -a 

k = r , r+ I,···. 

a<x<b. 

I { (x-µ,) 2
} p (x) = -exp ------;-.

尽6 切

p(x)＝入e -“, x;;,O.

入°
0 一1-Axp(x)= —x , x;;;,O. e r(a) 

ri/2-1-尤 /2
无 ep(x)= ,2'彦0.r(n/2)2几

[(a+b) I b I p(x)= x•-(1-x) -, O<x<I r(a)「（b)

I p(x)= 
(2)' -oo<x<oo ,r I +x 

特征函数叭 t)
“a 

pe＇·， ·+q

(pe ''+q)"

e A(�”- I) 

pl(1-qe ;')

（古）
，从e -e “”

1t( b-a) 

， 

2 t 2
叫叩一气）
曰－）

，

（！于）
(l-2it)-'12 

f(a+b) m (it)'f(a+k) 
r(a) k2 =0 k!「(a+b+k)「(k + I) 

-Ill 

下例是利用性质4.2.5来求分布的数学期望和方差．
例4.2.3 利用特征函数的方法求伽马分布Ga(a，入）的数学期望和方差．
解 因为伽马分布Ga(a，入）的特征函数及其一、二阶导数为

叭t)=(1-f)
飞

，

中'(t) ＝竺（ I -卫） －a-1, <p'(O)=f 入 入 '<p'(O) =—入
it -a-2 

rp"(t)= a(a+l)i 2 
入 2 (1 － 计 ， 矿(0) = - a(a + I) 

入2'
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所以由(4.2.9)式得

E(X)= 中'( 0) a ＝ . ,
I 入

Var(X) =- cp"(O ) + ( cp '(O ) )2 = �入： l) ＋ （序） 2 

a(a + 1) a a-- =
入 入 入

特征函数还有以下一些优良性质．
定理4.2.1（一致连续性） 随机变蜇X的特征函数 cp (t)在（－00, 00）上一致连续．
证明 设X是连续随机变量（离散随机变量的证明是类似的），其密度函数为

p(x)，则对任意实数t,h和正数 a>O，有
j cp (t+h) － cp (t) I= I r., (e ihx - I) e ii% p (X) dx I 

< J I 产－ 1IP (x) dx
:s; f. le'., - 1 jp(x)dx + 2 f p(x)dx.f 

对任意的s>O，先取定一个充分大的 a，使得
2 f p(x) dx < — ,2 | x臣a

然后对任意的xE [ -a , a]，只要取8=—，则当lhl<8时，便有2a 

I x |;, a 

I e ihx - 1 I = I e'T'，上x -，上') I= 2 I sin� I :s; 2 I� I :s; ha < � eih, - l I= le'2'(e'2'-e-·2·) I= 2jsin—:s; 2 I � I :s; ha <—. 2 I I 2 I 2 
从而对所有的te(-00,00），有

I中(t+h)- cp (t)I< 『乌 (x)dx + f :s; s,一。2 2 
即 cp (t)在（－00,00）上一致连续．

定理4.2.2（非负定性） 随机变量X的特征函数 cp (t)是非负定的，即对任意正整
数n及n个实数tI't2 '…，t.和n个复数Z 1 ,z2 ,…，zn，有

2 2 叭tk - ti )z k zi � 0.
k = I j = I 

(4.2.10) 
证明 仍设X是连续随机变量（离散随机变量的证明是类似的 ），其密度函数为

p(x)，则有
卢言 cp (tk -t1 )z k z/ = ti言 zk z:『.,e旧 ，i> 'p(x)dx

=『 i 2 气召 'K_ ，l)xp(x)dx 
-"'•=lj=I 

=f
。 (i zk门 (t. 五 ',1) p(x) dx
_., k = I 

1 9 7 
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=『 I i zke IIµ I 2p(x)dx >0.-� k=I 这就证明了 (4.2. IO) 式．
4.2.3 特征函数唯一决定分布函数

由特征函数的定义可知，随机变量的分布唯一地确定了它的特征函数．前面的讨
论实际上都是从随机变量的分布出发，讨论特征函数及其性质．要注意的是：如果两个分布的数学期望、方差及各阶矩都相等，也无法证明此两个分布相等．但特征函数却不同，它有着比数学期望、方差及各阶矩更优良的性质：即特征函数完全决定了分布，也就是说，两个分布函数相等当且仅当它们所对应的特征函数相等．下面来讨论这个问题定理 4.2.3 （逆转公式） 设F(x)和叭t)分别为随机变董 X 的分布函数和特征函数，则对F(x)的任意两个连续点X 1 <X2，有

l T 
一，“I 一心

归） － F（x1 ) ＝ hm -J e -e 2 叭t)dt. 
T一。2,rJ -T it (4. 2.11) 

证明 设X是连续随机变量（离散随机变量的证明是类似的），其密度函数为p(元）．记
-m l 一 1“2 一 1ix 1 JT =」fT e- e 印） dt =」 T ., e- e 一 11%2

i;LT �cp(t)dt = i;LT[r.. �eilxp(x)dx] dt. 
对任意的实数a，有 | e'a-1 |< | a |， 
事实上，对a�O有

. ' -• I e•• -1 I= If。矿dxl � f。|e'z | dx = a, 
对a<O有 I e·· -1 I = I矿(e•l•I-1) I= je•l•I - 1 I� lal. 
因此

，
 

x2
 

xV/怎｀,1
 elxI

t

l
.
I

xI

即JT 中被积函数有界，所以可以交换积分次序，从而得
l 一1IX, － Itx JT ＝云rz [LT �ei"dt] p(x)dx 

＝江 [J: e”工） －e“又）�dt]p(x)dx

＝江
[f。T

(

smt(x 

t 
-x l) - smt(x 

t - x2)) 叶 p(x)dx
又记

g(T, x ， x1 , x2) = �I:[�-} fr rsin t(x -X 1 ) sin t(x - X2) �]dt,

198 



§ 4.2 特征函数 Ill

则由数学分析中的狄利克雷(Dirichlet)积分
2 ， a >  0, 

D(a)=丿(�dt =�O, 
'TT JO t 

a = 0, 
0}＜a ， 2

知
limg(T, x，凡，无2)= D（父 一无1 ) - D(x - 无2).T- .. 分别考察 x 在区间(X1 ,X2 )的端点及内外时相应狄利克雷积分的值即可得0, X < X1 或 x >巧，
归g(T, x，凡，x2)＝ 1:, :l

=
＜丸元或:X:,

x2 ,
且lg(T,x , x1 ,x2) I有界，从而可以把积分号与极限号交换，故有

o 勺

把JT = f_。把g(T，元，凡，无2)p（兀）d无＝ f怎:p (x) dx = F (x2) -F (x 1).
定理得证．

定理4.2.4（唯一性定理） 随机变量的分布函数由其特征函数唯一决定．
证明 对F(x)的每一个连续点元，当y沿着F(x)的连续点趋于 － oo时，由逆转公

式得 l T e一 t” - e叩F(x) ＝ lim hm 一［ 如）dt,y- － o T-。2,r) -T it 
而分布函数由其连续点上的值唯一决定，故结论成立．

特别当X为连续随机变董，有下述更强的结果．
定理4.2.5 若X为连续随机变量，其密度函数为p(x)，特征函数为叭t)．如果

f.. icp(t) ldt < 00 ，则
l.,p（兀） ＝—f e飞（t)dt.21T -., 

证明 记X的分布函数为F（兀），由逆转公式知
(4.2.12) 

F (x + �x) -F (x).. 1 ..p (x) = li m � = Jim — 
庄0 Ax 庄0 21TL 

一，＂ 一 i`（ x+ Ax)e - e 叭t)dt. it • !:J.x 
再次利用不等式k·-11�1a|，就有e一，”－e可(x+Ax) 1 < l. it• a兀

又因为 J.. I <p (t) I dt < 00 ，所以可以交换极限号和积分号，即
＿ 1 r"' e -,.. 一 il( x+,1x) . 1 r"' p(x) =—f e - e lim 中(t)dt =—f6飞（t)dt.2,rJ _., .1,-0 it. 6.元 2,r- 句
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定理得证．
(4.2.12)式在数学分析中也称为傅里叶逆变换，所以(4.2.3)式 和(4.2.12)式实质

上是一 对互逆的变换：
叭t)= 『 e;" p (x) dx,

p(X) =—rm e-飞(t)dt.2'iT -0 

即 特征函数是密度函数的傅里叶变换，而密度函数是特征函数的傅里叶逆变换
在 此着重指出：在概率论中，独立随机变量和的问题占有 “ 中心 “ 地位，用卷积公式

去处理独立随机变量和的问题相当复杂，而引入了特征函数可以很方便地用特征函数
相乘求得独立随机变量和的特征函数，再由唯一性定理 ，从独立随机变量和的特征函
数来识别独立随机变量和的分布．由此大大简化了处理独立随机变量和的难度读者可

从下例中体会出这一点．
例4.2.4 在3.3节中，我们用卷积公式通过复杂的计算证明了二项分布、泊松分

布、伽马分布和x2 分布的可加性．现在用特征函数方法（性质4.2.4和唯一性定理）可以
很方便地证明正态分布的可加性．

设随机变董X~N(µ 1 ，矿），Y～N(µ 2 ，式），且X与Y独立， 其特征函数分别为

所以由性质4.2.4得
2.2 气 ＇ 2.2 气＇

”µ. l _ ＿_ ． 
2 "µ.2- — 

'P x(t) = er'2'cpy(t) = er• 2'2 

I 叶叶） ,2

中X+Y(t) ＝ 'P x(t)．中 y(t) ＝ e . ，心 I +µ2) - -----, 
这正是N(µ, I+µ,2，矿＋叶）的特征函数，再由特征函数的唯一性定理，即知

X + y ~ N(µ,I +·µ,2，矿＋吐）．
同理 可证：若X) 相互独立，且Xi ~N（从，叫），j=l,2,..·,n，则

2X) ~ N(2µ)'2矿）
J = I j = I j = I 

例4.2.S 已知连续随机变量的特征函数如下，求其分布：
(1) cp,(t)=e-1'1; sm at(2) 'P2(t)=�.

at 

解 （I)由逆转公式(4.2.12)可知其密度函数为
I r� p(x) =—fe 沺． e- 1'1dt27rJ -m 

l 中 1＝云f0 e ( l + x)'dt ＋云rme(l -ix)ldt
l l l l ＝云(1+ IX十二） ＝ 1T（1 + x2 )

这是柯西分布，所以 特征函数 中l(t)=e-1•1对应的是柯西分布．
sin at (2) 'P2(t)＝—-—是均匀分布 U(-a,a) 的特征函数，由唯一性定理知，该特征函数

at 
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对应的分布不是别的，只能是均匀分布U(-a,a).下面的定理指出：分布函数序列的弱收敛性与相应的特征函数序列的点点收敛性
是等价的．

定理4.2.6 分布函数序列{Fn (x)｝弱收敛于分布函数F (X)的充要条件是
｛尺(X)l的特征函数序列｛ 中n (t)｝收敛于F(x)的特征函数叭t).

这个定理的证明只涉及数学分析的 一 些结果，且证明比较冗长（参阅文献[ l])' 
在Ā就不介绍了．通常把以上定理称为特征函数的连续性定理，因为它表明分布函数
与特征函数的一一对应关系有连续性．例4.2.6 若凡服从参数为入的泊松分布 ，证明：

凡－入 l r' 阳 P[ <x] =—f e 了dt
八 尽

一 中

X －入证明 已知凡的特征函数为 <p.(t)= exp I入(e;'-l) l ， 故Y;= 入 的特征函数为
八／

g.(t)＝ 心）exp! 一 心 l = ex中{e去＿ l) - i/At}
对任意的t ，有

叫左｝ ＝I +j- 卢＋ o计），
于是

入（岳－ l) -忒t =-f +入． 。计） --f, 入－ OO 

从而有 limg;(t) 一, 112=e 
入一。

而e心2 正是标准ÿ态分布N(O,I)的特征函数，由定理4.2.6即知结论成立．
r习腔42 l 

I.设离散随机变量X的分布列如下，试求X的特征函数．
x

 
。 2 3

p 0.4 0.3 0.2 0.1 
2.设离散随机变量X服从几何分布P(X = k) = (I -p)1-'p,试求X的特征函数，并以此求E(X)和Var(X).3.设离散随机变量X服从帕斯卡分布

k = 1,2,... _ 

P(X=k) =C�i)p'(l-p)'-', k=r,r+l,···. 
试求X的特征函数．4.求下列分布函数的特征函数，并由特征函数求其数学期望和方差
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(I) F,(x) a 戈=—J e -ahl dt
2 飞

a r' (2) F2(x) =—f 2 l 
2
dt'Tr J -- r + a 

(a > 0), 

(a > 0). 
5.设随机变量X~N伍，矿） ， 试用特征函数的方法求X的3阶及4阶中心矩．
6. 试用特征函数的方法证明二项分布的可加性若随机变量X~b（几，p),Y-b(m,p)，且X与Y

独立，则X+Y-b(n +m,p).
7. 试用特征函数的方法证明泊松分布的可加性若随机变量X~P（入I ),Y-P（入2)，且X与Y独

立，则X+Y-P(入1 +入2).
8. 试用特征函数的方法证明伽马分布的可加性若随机变量X-Ga(a\ ，入），Y～Ga(a2，入） ，且X

与Y独立，则X+Y-Ga(a1 +a2 ，入）．
9试用特征函数的方法证明X2 分布的可加性若随机变量X-X2(n),Y-X2(m)，且X与Y独立，

则X+Y-X'(n +m).
10. 设随机变量 X，独立同分布，且 X, ～ Exp（入）， i=1,2,...,n ．试用特征函数的方法证明

Y,= Ix,~ Ga(n，入）．
i • I 

11.设连续随机变量X服从 柯西分布， 密度函数 如下
I 入p(x) =—• --:-----::, - 00 < X < 00 
1T 店＋ （ X -µ) 2 l

其中参数入＞0, -oo<µ<OO，常记为 X ~ Cau （入，叫·
(I)试证X的特征函数为exp｛匹－入I ill，且利用此结果证明柯西分布的可加性，
(2)当 µ =O，入＝ 1时，记Y=X，试证 中几y (t)=1p,(t)'ipy (t)， 但是X与Y不独立 ，

I(3)若 X1 ,X2,...,凡相互独立，且服从同一 柯西分布，试证—-（X, +X2+ ＋凡）与凡同分布．
12. 设连续随机变量X的密度函数为p(x ) ，试证p(x)关于原点对称的充要条件是它的特征函

数是实的偶函数
13. 设随机变量X,,X2,···,X,独立同分布，且都服从N( µ， 矿）分布，试求X=- 2 凡的分布
14.利用特征函数方法证明如下的 泊松定理设有 一 列二项分布I b(k,n,p.) I ，若limnp"＝入，则

入
limb(k,n,p.) = �e-•, k =O, 1,2,....KL 

15设随机变量X-Ga(a ，入），证明当a-OO时，随机变量（入X-a)l./c；按分布收敛于标准正态
变量．

§ 4.3 大数定律

大数定律有多种形式，下面从最简单的伯努利大数定律说起，逐步介绍各种大数
定律

4.3.1 伯努利大数定律
s 

记凡为n重伯努利试验中事件A出现的次数，称二为事件A出现的频率．
n 
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s 如果记一次试验中A发生的概率为p，则S几 服从二项分布b(n,p)，因此频率二的n 数学期望与方差分别为 E亡）＝p, Var广）＝p（l - p). （4.3. l )nl n 
s 下面我们讨论 n-+oo时，频率二与概率p的绝对偏差 1 芒＿p 的极限状态．

按数学分析中的数列极限概念，若{Sn l为数列，则 数列n{；』的极限为p育味着对任意的e>O，当n 充分大时， 绝对偏差必定会小于c，即Sn - - PI< e.然而，当S" 为n重伯努利试验中成功(A出现）的次数（是 一 个随机变量）时，上述现象不会再现，即不能指望对任意样本点叭长为n 的0, 1序列），频率SJn对成功概率p的绝对偏差都小千c，即使充分小的c>0和很大的n， 也不能指望对任意样本点o，不等式
sn —-p<c, O Enn 都 成立．譬如，对O <p<l有

s. 叶了＝1) =P( X 1
=l, X2 =l,…， X. = I)=p",

s 叶� = o ) =P( X 1 =o,x2 =O,…，X. =O )= (1-p)". 对充分小的c>0，不等式(4.3.2)式并不能永远成立．

(4.3.2) 

不过，应该看到，当几很大时， 事件IS/n = 1 l和IS/n =OI的概率都很微小，当然希望大偏差IS/n-pl �s的概率也很小，且随着n增大而愈来愈小．特别希望有如下的概率陈述
曰(I� -p I� e) = 0 (4.3.3) 下面的伯努利大数定律就对上述讨论作了 一 个很好的总结， 并作出了肯定的回答．定理4.3.1（伯努利大数定律） 设Sn 为n重伯努利试验中事件 A发生的次 数，p为每次试验中A出现的概率，则对任意的e>O，有
n一�p(

sn hmP ; - p < c)＝ l
s 证明 因为s.-b(n,p)，且二的数学期望和方差如(4.3.1)式所示．所以由切比雪夫不等式得
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s 气） p(I -p) I � P(I� -p I < e) � I - -¥ = I - 7- (4. 3.4) n I / e ne 
当n-OO时，上式右端趋千l，因此

sn 气 �-pl<e)=l
结论得证．

伯努利大数定律说明：随着n的增大 ，事件A发生的频率 一与其概率p的偏差n 
s 二－p 大于预先给定的精度c的可能性愈来愈小 ，要 多小 有 多小．这就是频率稳定于

概率的含义．
譬如，抛一枚硬币出现正面的概率p= 0.5．若把这枚硬币连抛10次，则因为 n较

小 ，发生偏差的可能性有时会大一些 ，有时会小一些．若把这枚硬币连抛10万次，由切
比雪夫不等式知：正面出现的频率与0.5的偏差 大于预先给定的精度c （若取精度e =

0.01)的可能性
Sn I \ 0. 5 X 0. 5 l 04 叶－－ 0.5 I> o叫< 2 =—.n0.01'4n

大偏差 发生的可能性小于1/40= 2.5%．当n= 106 时，大偏差发生的可能性小于1/400= 
0.25％可见试验次数愈多，大偏差发生的可能性愈小．

伯努利大数定律提供了用频率 来确定概率的理论依据．譬如要估计某种产品的不
合格品率p，则可从该种产品中随机抽取 n件 ，当n很大时，这几件产品中的不合格品
的比例可作为不合格品率p的估计值 ．

例4.3.1（用蒙特卡罗方法计算定积分（随机投点法）） 设0至f(X) � l，求J(x)在
区间[ 0, l]上的积分值

J = {f(x)dx. 
设二维随机变量(X,Y)服从正方形!O::;;x::;;1,0::;;y::;;l}上的均匀分布，则可知X

服从[ 0, 1]上的均匀分布，Y 也服从[ 0, 1]上的均匀分布，且X与Y独立．又记事件
A = I y ::;; /(X) l' 

则A的概率为
p = p (y ::;; /(X) ) = I;『:( ,)dydx = {f(x)dx = },

即定积分的值J就是 事件A的概率p（见图4.3.1)．由伯努利大数定律，我们可以用重
复试验中A出现的频率作为p的估计值．这种求定积分的方法也称为随机投点法，即将
(X,Y)看成是向正方形!O::;;x::;;1,0::;;y::;;l}内随机投的点，用随机点落在区域 I y::;; 
f(x)｝中的频率作为 定积分的近似值．

下面用蒙特卡罗方法得到A出现的频率：
(1)先用计算机产生 (0,I)上均匀分布的 2n个随机数，组成n对随机数(x,,y,) ，



§ 4.3 大数定律Ill

i= I, 2,…， n，这里 n 可以很大，譬如 n= 104 ，甚至 n = 105 .
(2) 对 n 对数据(x;,y;),i=l,2,…， n，记录满足如下

不等式
y, <f(x,） 

的次数，这就是事件A发生的频数Sn ．由此可得事件A发
s 

生的频率一，则J～ 一．
n n 

y

01 I x

图 4.3. l 随机投点法

譬如计算J e 丑／2/�dx，其精确值和在 n = 104,n =。
lO5 时的模拟值如下：

精确值 n= 104 n= 105 

0.341 344 0.340 698 0.341 355 
注意，对千一般区间[a,b]上的定积分

]'= r g (X) dx'
作线性变换 y=(x-a)l(b-a) ，即可化成[ 0, I] 区间上的积分．进 一 步若 c�g(x)�d,
可令

J(y) =－—[ g(a + (b - a) y) - c],d - C 

则0冬f(y) � I．此时有
]'= { g(x) dx = S。f/<r)dy + c(b - a), 

其中 S。 = （ b-a)(d-c)．这说明以上用蒙特卡罗方法计算定积分的方法带有普遍意义．
4.3.2 常用的几个大数定律

一、大数定律的一 般形式
伯努利大数定律讨论的是一个相互独立同分布的随机变量序列 IX. l ，其共同分布

为二点分布b(I,p)即记

x. = ｛ 1, 第 i 次试验中事件A发生，
＇ 0, 第门次试验中事件A不发生，

i = 1,2,···,n,···, 
则{Xn l是独立的二点分布随机变量序列，现考察该序列的前n个随机变量之和

s.= Ix,，则
i = I 

sn l n —= -� X,, p = E( 
l n l n 

n n,=1 p = E 言 x,) = � � E(X,).
那么伯努利大数定律的结论为：对任意的e>O，有

曰惶X-｀ E(X) ＜ c) ＝ l (4.3.5) 
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一般的大数定律都涉及一个随机变量序列1凡1，大数定律的结论都形如(4.3.5)式，为此我们给出如下定义．定义4.3.1 设有一随机变僵序列Ix.1，假如它具有形如(4.3.5)式的性质，则称该随机变量序列IXn}服从大数定律．现在的问题是：随机变量序列1凡l在什么条件下服从大数定律？以下给出一 些大数定律，它们之间的差别表现在条件上：有的是相互独立的随机变蜇序列，有的是相依的随机变量序列，有的是同分布的随机变量序列，有的是不同分布的随机变量序列，等等．
二、切比雪夫大数定律

利用切比雪夫不等式就可证明下面的切比雪夫大数定律．定理4.3.2（切比雪夫大数定律） 设IX」为一列两两不相关的随机变量序列，若每个X，的方差存在，且有共同的上界，即Var(X.) �c,i= 1,2,…，则Ix.}服从大数定律，即对任意的e>0,(4.3.5)式成立．证明 因为IX」两两不相关，故
Var（三x) ＝了�Var(X.) �-;

再由切比雪夫不等式得到：对任意的c>0，有 l” 
叶 l+2X-+2E(X) ＜ 8) > l-Var(; c2 2 x) �l-—. 

ne2 

于是当n-+oo时，有
l n 曰（三X, －三 E(X.)l<e)=l

注意，切比雪夫大数定律只要求{Xn}互不相关，并不要求它们是同分布的．因此，我们很容易推出：如果{Xn}是独立同分布的随机变量序列，且方差有限，则{Xn}必定服从大数定律伯努利大数定律是切比雪夫大数定律的特例例4.3.2 设{Xn I是独立同分布的随机变蜇序列，E（双） ＜ 00 ．若令E(XJ=µ,,
Var（凡）＝汒考察 Y. = (X.-µ,)2, n = l,2,…, 则随机变量序列{Yn}服从大数定律，即对任意的e>O，有

曰(` (X, － µ)2 一 矿;:::: e) = 0
证明 显然{Yn l是独立同分布随机变量序列，其方差Var(YJ = Var(X. -µ,)2 = E(X. -µ,)4 -矿．

由于 E(X勹存在，故E（戊），E（灶），E(X厂µ广也都存在．由切比雪夫大数定律知

其中
气｀Y －｀ E(Y)> e) ＝ 0
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l n l n -2 Y, =-2 (X, －µ)n ，二 I n, ＝ 1 

故{Yn}服从大数定律．
l n -2 E(Y,) ＝矿n , ＝ 1 

三 、 马尔可夫 (Markov)大数定律
注意到以上大数定律的证明中，只要有

I iVar(L X;)--+0,
n .  i= I 

大数定律 Ill

(4.3.6) 
则大数定律就能成立．这个条件(4.3.6)被称为马尔可夫条件．

定理4.3.3（马尔可夫大数定律） 对随机变量序列{Xn l，若（4.3.6)式成立，则
Ix,}服从大数定律，即对任意的e>0,(4.3.5)式成立．

证明 利用切比雪夫不等式即可证得．
马尔可夫大数定律的重要性在于：对{Xn}已经没有任何同分布、独立性、不相关的

假定．切比雪夫大数定律显然可由马尔可夫大数定律推出．
例4.3.3 设1凡｝为 一 同分布、方差存在的随机变量序列，且凡仅与相邻的X几一l

和x,.1相关，而与 其他的X,不相关．试问该随机变量序列IXn}是否服从大数定律？
解 Ix.}为相依随机变蜇序列，考虑其马尔可夫条件

iVar(L 凡） ＝计 IVar(X.) +2ICov(X，心）］
n 几 ，＝ 1 

记Var（凡）＝矿，则l Cov(X,，X1) 1 冬矿，千是有
了Var(LX;) ::;; — ［几矿 ＋ 2(n - l)矿］一O(n--+00),
n ,= I n

2 

即马尔可夫条件成立，故Ix.}服从大数定律．
四 、 辛钦 (Khinchin) 大数定律

我们已经知道， 一个随机变量的方差存在，则其数学期望必定存在；但反之不成
立，即一个随机变量的数学期望存在，则其方差不 一定存在．以上几个大数定律均假设
随机变量序列{Xn l的方差存在，以下的辛钦大数定律去掉了这一假设，仅设每个X，的
数学期望存在，但同时要求{X」为 独立同分布的随机变量序列．伯努利大数定律也是
辛钦大数定律的特例．

定理4.3.4（辛钦大数定律） 设{Xn l为 一独立同分布的随机变量序列，若xi 的数
学期望存在，则{Xn}服从大数定律，即对任意的e>0,(4.3.5)式成立．

证明 设{Xn}独立同分布，且E(X;)= a,i= 1,2,..'．现在要证明
三 xk 二• a'

几i71

n-----+ oo. 

为此记
l n yn = － I 凡．
n k = 1 

L由定理4.1.3知，只需证Yn - a．又由定理4.2.6知，只需证 中yn(t)-+e'a1.
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因为IX,，｝同分布，所以它们有相同的特征函数，记这个特征函数为 cp (t)．又因为
cp '(O)li=E(X,)= a，从而 cp(t)在 0 点展开式为

cp(t)= cp (O) 十 cp'(0)t + o (t) = l + iat + o (t). 
再由{Xn }的独立性知Y"的特征函数为

对任意的t有
气（t) = [ cp仁） ］ ＝ ［l + ia� 十叶） ］

” 

hm [ ( t ) ］
” 

n一中中了 ＝兄[l + ia了十叶） ］ ＝ e＇a1 

而e'“正是退化分布的特征函数，由此证得了Yn - a．至此定理得证．
辛钦大数定律提供了求随机变量数学期望 E(X)的近似值的方法：设想对随机变

量 X 独立重复地观察 n次，第k次观察值为 Xk，则 X,,X2,...，凡应该是相互独立的，且
它们的分布应该与 X 的分布相同．所以，在 E(X)存在的条件下，按照辛钦大数定律，当
n足够大时，可以把平均观察值

—2X, 
n ,  ＝ 1 

作为 E(X)的近似值．这种做法的一个优点是我们可以不必去管 X 的分布究竟是怎样
的，我们的目的只是寻求数学期望的近似值．

事实上，用观察值的平均去近似随机变量的均值在实际生活中是常用的方法．譬
如，用观察到的某地区5 000 个人的平均寿命作为该地区的人均寿命的近似值是合适
的，这种做法的依据就是辛钦大数定律．

由辛钦大数定律我们很容易地得出：如果{Xn l为一独立同分布的随机变量序列，
且 E(IX, l k ) 存在，其中k为正整数，则｛ X门服从大数定律．这个结论在数理统计中是很

有用的，也就是我们可以将一 Ix'. 作为 E(X�) 的近似值．n, ＝ 1 

例4.3.4（用蒙特卡罗方法计算定积分（平均值法）） 计算定积分
] = ff x)dx. 

设随机变量 X 服从（ 0, I)上的均匀分布，则 Y=f(X)的数学期望为
E(f(X)) = fl(x)dx = J.

所以估计J的值就是估计 f(X)的数学期望的值．由辛钦大数定律，可以用八 X)的观察
值的平均去估计J(X) 的数学期望的值．具体做法如下：先用计算机产生 n个 (0, I) 上均
匀分布的随机数X;,i= I,2, …，n，然后对每个x，计算f(x,)，最后得J的估计值为

J"" —2f(x,）． n, ＝ 1 

譬如计算J e 卫／ 2 /迈五x，其精确值和在 n = l0 4,n=l0 5 时的一次模拟值
如下：
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精确值 n= 104 n = 105
0.341 344 0.341 329 0.341 334 

正如例 4.3.1中所说明的，可以通过线性变换将 [a, b] 区间上的定积分化成[ 0, I] 
区间上的定积分，所以以上计算定积分的方法带有普遍意义．

r习题4 3 l 
I.设IX,}为独立随机变董序列，且

I P(X, ＝ 土vf；下） ＝ 一， k = 1,2, . 2 
证明 IX,}服从大数定律．

2设IX,l为独立随机变量序列，且
I P(XI =士2k ) ＝ ＿＿＿＿ 221 令 I'

证明 IXI I服从大数定律
P(X, = 0) 

3.设1凡l为独立随机变量序列，且P(X, = 0)= I, 

= I -— 
2K' k = 1,2,. 

I 2 P(X, =土J句＝— ， P(X, = 0) =I_..::_， 几 ＝ 2,3I., n n 
证明 l x, I 服从大数定律

4.在伯努利试验中 ， 事件A出现的概率为p，令
x, = ｛

）， 若在第n次及第n + I次试验中A出现，
0, 其他

证明 IX,}服从大数定律
5.设1凡1为独立的随机变量序列 ， 且

P(X,=l)=p,, P(X, = 0) = 1-p,,几 ＝ 1,2,
证明 IX,}服从大数定律

6.设IX.I为独立同分布的随机变量序列，其共同的分布函数为
I I X F(x) = — + —arc tan 一2 'li a 

-00 < x < oo. 

试问 辛钦大数定律对此随机变量序列是否适用？
7.设IX.I为独立同分布的随机变量序列，其共同分布为

p(凡 ＝ f) = Y' k = 1, 2, 
试问IX.I是否服从大数定律？

8.设IX,}为独立同分布的随机变量序列 ， 其共同分布为

其中

试间 1从1是否服从大数定律？

C P(X, = k) = k2 • lg2k' k = 2,3, ···. 

c = (t k2.llg2k) l, 

209 
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9设IX.I为独立的随机变量序列 ， 其中凡服从参数为石；的泊松分布 ， 试问IX.I是否服从大数
定律？

IO设IX.I为独立的随机变量序列 ， 证明若诸凡的方差式一致有界，即存在常数c，使得
忒,;;; c, n = I,2, ···,

则{X"！服从大数定律．
II （泊松大数定律） 设S”为n次独立试验中事件A出现的次数 ， 而事件A在第t次试验时出

现的概率为P;,i= 1,2,...,n, ， 则对任意的c>0，有
sn 1 ” 

曰了
一

了 t,P; I< e) = I
12（伯恩斯坦(Bernstein)大数定律） 设IX, l 是方差一致有界的随机变量序列，且当I k-l, __ 

00 时 ， 一致地有Cov(X,,X,） -.o ， 证明IX,}服从大数定律
13（格涅坚科(Gnedenko)大数定律） 设IX,I是随机变量序列 ，若记l” Y, = � L X,, a, = � L E (X,).几，＝ 1 n, ＝ 1 

则IX,I服从大数定律的充要条件是
(Y, - a,) 2 

归E(�) =O. 

14设 Ix, I 为 独立同 分 布 的 随 机 变噩序 列 ， 方差存在又设 2 。”为绝对收敛级数令
Y, = Ix'，证明 I a, Y, I 服从大数定律

i" I 

15设IX,!为独立同分布的随机变量序列 ，方差存在 ，令Y产：X,又设I a, I 为一列常数，如果
' = 1 存在常数C > 0 ，使得对一 切n有Ina, I'a: c ， 证明{an yn }服从大数定律

16设1凡1为独立同分布的随机变量序列 ， 其方差有限 ， 且凡不恒为常数如果S.= L 凡，试
证随机变量序列IS, l不服从大数定律

17分别用随机投点法和平均值法计算下列定积分

4.4.1 独立随机变量和

1 e'－ 1 1 11 = J。二dx, }, = f 1e'dx

§ 4.4 中心极限定理

大数定律讨论的是在什么条件下，随机变量序列的算术平均依概率收敛到其均值
的算术平均现在我们来讨论在什么条件下，独立随机变量和

n 

Y. = Ix, 
i = I 

的分布函数会收敛千正态分布．以下我们先给出一个独立随机变量和的例子．



§ 4.4 中心极限定理 Ill例 4.4.1 误差是人们经常遇到且感兴趣的随机变量，大量的研究表明，误差的产生是由大量微小的相互独立的随机因素叠加而成的．譬如 一 位操作者在机床上加工机械轴，使其直径符合规定要求，但加工后的机械轴与规定要求总有一定的误差，这是因为在加工时受到 一些随机因素的影响，它们是·在机床方面有机床振动与转速的影响．·在刀具方面有装配与磨损的影响．·在材料方面有钢材的成分、产地的影响．·在操作者方面有注意力集中程度、当天的情绪的影响．·在测量方面有量具误差、测量技术的影响．·在环境方面有车间的温度、湿度、照明、工作电压的影响．·在具体场合还可列出许多其
他

影响因素．由千这些因素很多，每个因素对加工精度的影响都是很微小的，每个因素的出现都是随机的、是人们无法控制的、时有时无、时大时小、时正时负．这些因素的综合影响最后使每个机械轴的直径产生误差，若将这个误差记为 Yn ，那么凡是随机变量，且可以将 Yn 看作很多微小的随机波动 X1 ,X2 ,…，凡之和，即
Y. = X1 + X2 +…+x.'这里n是很大的，人们关心的是当n---+OO时，“Yn 的分布是什么？ ”当然，我们可以用卷积公式去计算 Yn 的分布．但是这样的计算是相当复杂的、不易实现的从下面例子可以看出这一点例 4.4.2 设 {Xn I 为独立同分布的随机变量序列，其共同分布为区间(0, l)上的均

n 匀分布记 Yn = 2X,，p n(y) 为 Yn 的密度函数，用卷积公式可以求出
i = I 

， 
'，4l2/ 3 ＋

 

,

<

＜
 

＿yy.2 
V
 

V
 
V/

他
切2.

y.Ol其I/3
2

 
｀

�
 

＜
他

,-y 
y2y-
0其，-I( 

',
3, 
2

 

lOy2OY-(0 
r` __ L

,

'

f

—
 

＝

＝

＝
 

、
丿

｀
�

＼．
丿

yyy 
（

（

（

1

2

3

ppp 0 < y < 1, I� y < 2, 2 � y < 3, 其他
y3 !6, O<y<I, 
[y3 -4(y-1)3 ]/6, l�y<2, 

p 4 (y) = � [ (4 - y) 3 -4 (3 -y) 3 ] /6' 2 � y < 3' 
(4 -y)3/6, 
0, 

3 � y < 4, 其他将 P 1 (y),p 2(y),pJy),p4(y)表示在图 4.4.1 中从图上我们可以看出：随着n的增加，P.(y)的图形愈来愈光滑，且愈来愈接近正态曲线．
2 1 1 
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P(y） 
Pi(y) 

l
凡乃12

321
p4(y) 

2 3 4 y 

图4.4.1 均匀分布的卷积
可以设想，当 n = 100 时，P,oo(x)的非零区域为(0, 100)，若用卷积公式可以分 100

段求出 p 100(x)的表达式，它们分别是 99 次多项式．如此复杂的形式即使求出（当然没
有人去求），也无法使用．这就迫使人们去寻求近似分布．若记 Yn 的分布函数为 F.(x),
在弱收敛的含义下，求出其极限分布 F(x)，那么当 n 很大时，就可用 F(x)作为 Fn(x)
的近似分布

为了使寻求 Yn 的极限分布有意义，有必要先研究一下问题的提法．在图 4.4.1 上可
以看出：当 n 增大时，pn(y) 的中心右移，且 P.(y)的方差增大．这意味着当 n-+OO 时，Yn

的分布中心会趋向OO ，其方差也趋向 OO ，分布极不稳定．为了克服这个缺点，在中心极
限定理的研究中均对凡进行标准化

yn -E(Yn)Y: = 
三

由于E(Y;)=0,Var(Y;)= I ，这就有可能看出 Y几． 的极限分布是否为标准正态分布
N(0, I).

中心极限定理就是研究随机变量和的极限分布在什么条件下为正态分布的 问题．

4.4.2 独立同分布下的中心极限定理

定理 4.4.1 （林德伯格－莱维 (Lindeberg-Levy) 中心极限定理） 设 {Xn l 是独立同

分布的随机变量序列，且 E(X;) = µ,, Var (X,)＝矿＞0 存在，若记
X, + X2 +…＋ Xn - nµ 

Y: ＝ 
贮压

则对任意实数y，有
I r 四P(Y.'�y)＝中(y) =—f e l dt. （4.4. I) 

J -o 

证明 为证(4.4.1)式，只需证 {Y: 1 的分布函数列弱收敛于标准正态分布．又由定

理 4.2.6，只需证 {Y: I 的特征函数列收敛于标准正态分布的特征函数． 为此设 X厂µ的

特征函数为叭 t)，则 Yn．的特征函数为

气: (t)=
[<p卢）］

又因为E(X厂µ, )= 0, Var(X厂µ)＝矿，所以有

叭 0) = 0, 矿（O) = -矿．

于是特征函数叭 t)有展开式

212 
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从而有

t 
2 I

中（t) =中(0) +中'（0)t +砑＇ （O) — +o (t 2) = I - �u 2 t 2 + o (t 2)2 2

归气·(t) ＝皿［ 1- 五十仁） ］ ＝ e _,212' 

而e卫／2 正是 N(0,I) 分布的特征函数，定理得证 ．

定理 4.4.1只假设1凡I独立同分布、方差存在，不管原来的分布是什么，只要n充
分大，就可以用正态分布去逼近随机变量和的分布，所以这个定理有着广泛的应用． 它
同时揭示了这样的事实：测量误差近似地服从 正态分布．以下给出一些林德伯格－莱维
中心极限定理的应用例子．

例4.4.3（正态随机数的产生） 在随机模拟（蒙特卡罗方法）中经常需要产生正态
分布N(µ，矿）的随机数，一般统计软件都有产生正态随机数的功能． 它是如何产生的
呢？下面介绍用中心极限定理通过 (0, I) 上均匀分布的随机数来 产生正态分布

N(µ, 矿）的随机数的一 种方法．
设随机变量X服从（0,1)上的均匀分布，则其数学期望与方差分别为1/ 2和 1/12.

由此得12个相互独立的(0,I) 上均匀分布随机变量和的数学期望与方差分别为6 和
1因此我们可以如 下产生正态分布N(µ,，矿）的随机数

(I) 从计算机中产生12个(0,I) 上均匀分布的随机数，记为凡，无2 ,…，环·
(2)计算r=x1+x2+…+x12 -6，则由林德伯格－莱维中心极限定理知，可将r近似看

成来自标准正态分布N(O,I)的一个随机数．
(3) 计 算z= µ, + uy， 则 可 将z看成 来 自正 态 分 布 N (µ,,矿 ） 的 一 个

随机数
(4)重复(I)—(3)n次，就可得到N(µ,，矿）分布的n个随机数．

从 这个 例子可以看出，由12个均匀分布的随机数得到 1个正态分布的随机数是
利用了林德伯格－莱维中心极限定理．

例4.4.4（数值计算中的误差分析） 在数值计算中，任何实数x都只能用一定位
数的小数 x'来近似．譬如在计算中取5位小数，第6 位以后的小数都用四舍五人的方法
舍去，如'TT= 3. 141 592 6 54… 和e= 2. 718 281 828…的近似数为 '11'

1 = 3. 141 59 和e'=
2. 718 28.

现在如果要求n 个实数冗，（ i = I, 2,…，n ) 的 和 S，在数值计算中， 只能用x,
的近似数x'， 来得到S 的近似数S'，记个别误差为c，气，－x'＇，则总误差为

n n n 

S - S' = 2X, -2x', = 2 c,
i = I i: I i = I 

若在数值计算 中，取k位小数，则可认为c， 服从区间(-0.5x10-•,0.5xt0-•)上的均
匀分布，且相互独立．下面我们来估计总误差．一种粗略的估计方法是：由于le;l�0.5x
10-K，所以

I ±e;I� 几 X 0.5 X IO-k.
I = l I (4.4. 2) 

现在用中心极限定理来估计：因为{c,)独立同分布，且
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E(e,)=O, 
因此对总误差有

10-2k 
Var(e;)= 12. 

nlO -2k 

E(Ie;)=O, 
' ＝ l 

Var(Le,) = �'/ 12 

由林德伯格 －莱维中心极限定理知，对任意的z>O，有

卢8尸） ＝ 中（二l -<P勹言2f二l - I 
要从上式中求出总误差的上限z，可令上式右边的概率为 0.99，由此得

中(z 平］ ＝ 0.995
J 

再查标准正态分布函数的 0.995 分位数得

z 平
J 

由此解得

= 2.576, 

2.576✓n x 10-2K Z = � = 0. 743 6 X ✓� = 0. 743 6 X石X JO-k.
平

也就是我们有 99％的把握，可以说

I Is,!� 0.743 6 xFn, x 10飞
i = I 

(4.4.3) 

譬如在数值计算中保留 5 位小数，求 10 000 个近似数之和的总误差，用(4.4.2)式
估计为 0.05，而用(4.4.3)式估计，可以概率 0.99 保证为 0.000 743 6，即万分之七左右．

从上例可以看出，利用中心极限定理不但可以求总误差的上限，还可以给出 一定
的可信程度．

4.4.3 二项分布的正态近似

由林德伯格 － 莱维中心极限定理，马上就可以得到下面的棣莫弗 －拉普拉斯中心极
限定理

定理 4.4.2 （棣莫弗－拉普拉斯 (de Moivre-Laplace) 中心极限定理） 设 n 重伯努利
试验中，事件A在每次试验中出现的概率为 p(O<p<l)，记Sn 为n次试验中事件A出
现的次数，且记

S. - np
Y: ＝ ｀ 

则对任意实数 y，有

hmP(Y: < y) ＝中(y) =』fy
e4dt. 

n一中 怎－ 0 
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棣莫弗 －拉普拉斯中心极限定理是概率论历史上的第一个中心极限定理，它是专
门针对二项分布的，因此称为“ 二项分布的正态近似 ＂．前面第二章中定理 2.4.1（泊松
定理）给出了 “ 二项分布的泊松近似 ＂ ．两者相比，一般在 p 较小时，用泊松分布近似较
好；而在 np>5 和 n(I-p)>5 时，用正态分布近似较好．

下面在给出棣莫弗 －拉普拉斯中心极限定理的应用之前，先说明两点：
(I) 因为二项分布是离散分布，而正态分布

是连续分布，所以用正态分布作为二项分布的近 py 

似计算中，作些修正可以提高精度．若 k l <k2 均为
整数，一般先作如下修正后再用正态近似 P(k l� 
s. � k2) = P(k l -0.5<5. <k2 +0.5).

譬如 Sn ~ b (25, 0.4), P (5 � 5 n � J 5)的值为图
4.4.2 中 5 至 15 上长条矩形的面积之和，其精确值
为 0.978 0. 

使用修正的正态近似

0.15 

0.10 

0.05 

n=25,p=0.4 

。 5 10 15 20 X 

图4.4.2 二项分布正态近似时的修正

P(5�S.�I5)=P(5-0.5 < 5, < 15+ 0.5) 
15 + 0. 5 - I 01 , 5 - 0. 5 - I 0 

｀（屈）－叶屈）
=2中(2.245) - 1 = 0.975 4. 

不用修正的正态近似
15 - 1 01 , 5 - 10 

P(5�S,�I5) ～叶 ）－叶）＝ 2中(2.041) - 1 = 0.958 8.
花 花

可见不用修正的正态近似误差较大．
(2) 对于二项分布的计算，用修正的正态近似还可得

P(Sn =k) ＝ P(K-O.5<Sn<k+0.5) ＝ P( ＜ ＜ 
k-0.5-np S, -np k+0.5－几p

玉石石）
k. 0.5 -np 

～［石上e -� dx ＝上霆） 2 ． l
k-0 5 -np 尽

石 尽 J
譬如，S.-b(25,0.4)，则 P(S. = 10)的精确值为 0.161 2，而用(4.4.4)式计算出的

近似值为 0.162 9. 

在中心极限定理的应用中，若记B＝中（y），则由棣莫弗 －拉普拉斯中心极限定理给
出的近似式

P(Y.'�y)～中(y) =/3， 
可用来解决三类计算问题：心已知 n,y 求队＠已知 n,/3 求 y 恐）已知 y,/3 求 n.

以下我们就分这三类情况给出一些具体的例子．

一、给定 n,y 求队求概率）

(4.4.4) 

例 4.4.5 一复杂系统由 100 个相互独立工作的部件组成，每个部件正常工作的概
率为 0.9．已知整个系统中至少有 85 个部件正常工作，系统才能正常工作．试求系统正
常工作的概率．
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解 记 n = JOO, Y.为 100 个部件中正常工作的部件数，则
Y. ~ b(100,0.9), E(YJ = 90, Var(YJ = 9.

所求概率为

P(Y. � 85) = I -中（ ）85 -0.5 -90\ t 5.5 
= I -中(-—) ＝中（ l.83) = 0. 966 4 

3 3 .

例 4.4.6 某药厂生产的某种药品，声称对某疾病的治愈率为 80%．现为了检验此
治愈率，任意抽取 100 个此种疾病患者进行临床试验，如果至少有 75人治愈，则此药
通过检验试在以下两种情况下，分别计算此药通过检验的可能性

(l)此药的实际治愈率为 80%;
(2) 此药的实际治愈率为 70%
解 记 n = lOO,Y. 为 100 个临床受试者中的治愈者人数．
(l) 因为 Y. ~ b(100,0.8),E(YJ = 80, Var(Y.) = 16．所以通过检验的可能性为

75-0.5-80\ I 5.5 
P(Y"� 75) = 1- 叶

4 ) ＝ l -叶－了）＝中(l.375) = 0.915 5

即此药通过检验的可能性是较大的
(2) 因为 Y.~b(I00,0.7),E(YJ = 70,Var(Y.)= 21．所以通过检验的可能性为

75 - 0.5 - 70 
P(Y. � 75) = l 一 叶 可）＝ 1-中(0.982) = 1 -0.837 0 = 0.163 0. 

即此药通过检验的可能性是很小的．

二、给定n,/3求y（求分位数）

例 4.4.7 某车间有同型号的机床 200台，在一小时内每台机床约有 70％的时间是

工作的假定各机床工作是相互独立的，工作时每台机床要消耗电能15 kW．间至少要
多少电能，才可以有 95％的可能性保证此车间正常生产．
解 记 n = 200, Y. 为 200 台机床中同时工作的机床数，则 Y. ~ b (200, 0. 7),

E(Y.) = 140, Var(Y.) = 42.

因为 Yn 台机床同时工作需消耗 15Y.(kW)电能，设供电量为 y(kW)，则保证正常
生产可用事件 I 15Y. :;;;y}表示，由题设 P(15Y. �y) �0.95，其中

y/15 + 0.5 -140 
P(15Yn < y) =`度] ae 0.95.

查标准正态分布表可得标准正态分布的 0.95 分位数为 l.645，故有
y/15 + 0.5 -140 

� l.645,

从中解得 y�225 3(kW)，即此车间每小时至少需要 225 3(kW)电量，才有 95％的可能
性保证此车间正常生产．

三、给定y,/3求n（求样本呈）

例 4.4.8 某调查公司受委托，调查某电视节目在 S 市的收视率p，调查公司将所
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有调查对象中收看此节目的频率作为p的估计P．现在要保证有 90％的把握， 使得 调查
所得收视率P与真实收视率 p之间的差异不大于5%．问至少要调查多少 对象（样本
量）？

解设共调查n个对象，记
X = ｛ I' 第L个调查对象收看此电视节目，

1 0， 第L个调查对象不看此电视节目，
则 X 1 独立同分布，且P(X; = l)= p,P(X; = O) = 1-p,i = l,2 ,…,n. 

又记n个被调查对象中，收看此电视节目的人数为Yn，则有
Yn = L X, ~ b(n ,p).

由大数定律知，当n 很大时，频率Yn /n与概率p很接近，即用频率作为p的估计是合适
的但Y/n与p的接近程度可 用中心极限定理算出，根据题意有

叶+t X, -p I < 0. 05) = 2中(0.05｀勹）－ l ;,, 0.90
所以

叶0.05/厂)� 0.95 ,p(l-p) 
查标准正态分布表可得 标准正态分布的 0.95 分位数为1.645，故有

从中解得
0.05厂厂� 1.645p(I-p) 

1.645 2 n � p(1 -p) � = p(I -p) X 1 082.41. 0.05 2 

又因为p(1-p) �0.25，所以n�270.6，即至少 调查271个对象．
4.4.4 独立不同分布下的中心极限定理

前面我们已经在独立同分布的条件下，解决了随机变量和的极限分布问题．在实
际问题中说诸X，具有独立性是常见的，但是很难说诸X ， 是 “ 同分布 ＂的随机变量．正如
前面所提到的测量误差Yn 的产生是由大量 “ 微小的 ” 相互独立的随机因素叠加而成
的，即Y.= IX,，则诸x,间具有独立性，但不一定同分布．本节研究独立不同分布随机
变量和的极限分布问题，目的是给出极限分布为正态分布的条件．

为使极限分布是 正态分布，必须对Y产 Ix. 的各项有一定的要求．譬如若允许从
第二项起都等于0，则极限分布显然由凡的分布完全确定，这时就很难得到什么有意
思的结果这就告诉我们，要使中心极限定理成立，在和的各项中不应有起突出 作用的
项，或者说，要求各项在概率意义下 ” 均匀地小 ” 下面我们来分析如何用数学式子来明
确表达这个要求．

设{Xn }是一个相互独立的随机变量序列，它们具有有限的数学期望和方差：
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E(X,) =µ;, Var(X;)＝矿，i=l,2,. . ·. 
要讨论随机变量的和Y三 Ixi，我们先将其标准化，即将它减去均值、除以标准

差，由于
E(Yn ) ＝ µ1 + µ2 + … ＋ µn , 
(T （Yn )＝三＝ ✓矿＋吐＋ … ＋贞，

且记叭Yn )＝ 队，则Yn 的标准化为
yn -（µ1 + µ,2 + ··· + µ,n ) n X, － µ, 

y: = Bn = ; Bn . 
X,-J.L, 如果要求 E 中各项 ”均匀地小＂ ，即对任意的r>O，要求事件Bn 

A 几i = { ¥ > T} = { Ix, - µi I >汛｝
发生的可能性小，或直接要求其概率趋于0．为达到这个目的，我们要求

因为
limP(max I xi -µ, I > T趴）＝0.

I,;; i,;; n 

P(四，a..xn|X, － µ, | >吼）＝P(l) (I X; - µ,; I >讯)) <2 P(|X, -µ, | > T队），
, ＝ 1 

若设诸X，为连续随机变量，其密度函数为p,（x)，则
I...." 上式右边 ＝ �f p,(x) dx � — 2 f (x -µ,）2P,（x)dx. 

, = l I x－凸I> TB, 'T2 贮，＝ l | x-凸I> TB, 

因此，只要对任意的r>O，有
l n 

lim- 2 f (x -µ,） 2P,（x)dx = 0, （4.4.5) 
n 一中 T2 贮，＝i j I 又 一

凸 b 屯

就可保证Yn．中各加项 ” 均匀地小” .
上述条件(4.4.5)称为林德伯格条件．林德伯格证明了满足(4.4.5)条件的 E 的极

限分布是正态分布，这就是下面给出的林德伯格中心极限定理，由于这个定理的证明
需要更多的数学工具 ，所以以下仅叙述定理，略去其证明

定理4.4.3（林德伯格中心极限定理） 设独立随机变量序列{Xn }满足林德伯格条
件，则对任意的x，有

hmP（气（X，-µ,） < x) ＝一 e 卫／ 2 dt. 
几一中 B f J -0 

假如独立随机变量序列{Xn l具有同分布和方差有限的条件，则必定满足以上
(4.4.5)林德伯格条件，也就是说定理4.4.1是定理4.4.3的特例．这一点是很容易证
明的：

设{Xn }是独立同分布的随机变量序列，为确定起见，设诸X，是连续随机变量，其
共同的密度函数为p(x)，µ, =µ,u, ＝u．这时B产 6五厂，由此得
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l n —2 n 
B:, i f | x 凸伈80(x -µ,.)2p(x)dx ＝ 忑f | x µ. 1>TC石(x - µ,) 2 p (x) dx

因为方差存在，即

所以其尾部积分一定有

故林德伯格条件满足．

O口Var(X,) = r.. (x - µ,)2p(x)dx < oo,
-0 

曰 x-µ |＞了6石(x - µ,)2 p (x) dx = 0,

林德伯格条件虽然比较一般，但该条件较难验证，下面的李雅普诺夫 (Lyapunov)
条件则比较容易验证，因为它只对矩提出要求，因而便于应用．下面我们仅叙述其结
论，证明从略

定理 4.4.4 （李雅普诺夫中心极限定理） 设 {Xn l 为独立随机变量序列，若存在 8>
0，满足

则对任意的x，有

l n 

！兜酐： E（1X, －µ，尸） ＝ 0,

曰卢; (X, －µ) < x) ＝声。 e-,212dt,
其中µ，与队如前所述．

(4.4.6) 

例 4.4.9 一份考卷由 99 个题目组成，并按由易到难顺序排列．某学生答对第1 题
的概率为 0.99，答对第2 题的概率为 0.98．一般地，他答对第i 题的概率为1 -i/100, i = 1,
2, …假如该学生回答各题目是相互独立的，并且要正确回答其中 60 个以上（包括 60
个）题目才算通过考试试计算该学生通过考试的可能性多大

解 设
X ={l ， 若学生答对第夏，

' 0， 若学生答错第4题．
于是诸X，相互独立，且服从不同的二点分布：

L P(Xi = 1) = p, = 1 -—100' 
而我们要求的是

l, 
， P(X, = 0) = I - p, = �. i = 1,2,…,99. 100 

99 

P(L x, ;;::= 60). 
i = I 

为使用中心极限定理，我们可以设想从 X100 开始的随机变晕都与 X99 同分布，且相
互独立．下面我们用 8=1 来验证随机变量序列 {Xn } 满足李雅普诺夫条件(4.4.6)，因为

n B. =. / t Var(XJ = J t p,(I - p,) ---. 00 (n---. oo), 
i- I 

E(I xi - P i 『） = （1 - P i) 3P i + p:(1 - P i) :!:: P i(1 - P i), 

21 9 



220 

Ill 第四章 大数定律与中心极限定理

于是
l n 1 -;;; I£(I xi - P, I 3) � -----;; 一 O(n->oo),B: i= 1 [ 2p,（l -p,）］ 1/2 

即Ix.}满足李雅普诺夫条件（4.4.6)，所以可以使用中心极限定理．
又因为在n=99时

ip ＝ 臼1 -盂）＝49.5
99 

E(� X,) = 

99 
眈 ＝ f Var(X, ） ＝ 臼1 －上） （上） ＝16.665'＝ 1 ,＝ 1 100 100 

所以该学生通过考试的可能性为
99 

99 r Ix. - 49.s 60 - 49.5 P(t X, ;;, 60) = P (� 
� .  I l J16.665 jl6.665 > l ~l －中（2.57) = 0.005. 

由此看出：此学生通过考试的可能性很小，大约只有于分之五．

r 习 贮 44 7 
I.某保险公司多年的统计资料表明 ， 在索赔户中被盗索赔户占20%，以X表示在随机抽查的

100 个索赔户中因被盗向保险公司索赔的户数
(I)写出X的分布列 ，
(2) 求被盗索赔户不少于14户且不多千30 户的概率的近似值

2. 某电子计算机主机有100 个终端 ， 每个终端有 80％的时间被使用．若各个终端是否被使用是
相互独立的，试求至少有15个终端空闲的概率．

3.有 一批建筑房屋用的木柱，其中 80 ％的长度不小于3 m，现从这批木柱中随机地取出100 根，
问其中至少有30 根短于3 m 的概率是多少？

4.掷一 颗骰子100 次，记第t次掷出的点数为X;,i = 1,2,
求概率P(3""X"" 4) . 

5连续地掷一 颗骰子 80次，求点数之和超过30 0的概率．

100 I ' 』00，点数之平均为X =而，；凡，试

6有10个灯泡 ， 设每个灯泡的寿命服从指数分布，其平均寿命为 60 天．每次用 一个灯泡，当使用
的灯泡坏了以后立即换上一个新的 ， 求这些灯泡总共可使用 450 天以上的概率．

48
7设X,,X2 , I ,X48为独立同分布的随机变量，共同分布为U( 0 , 5)，其算术平均为X=- 2X,'48, = 1 

试求概率P(2 :!a: X =!a: 3). 
8.某汽车销售点每天出售的汽车数服从参数为入＝2的泊松分布若一 年365天都经营汽车销

售，且每天出售的汽车数是相互独立的，求一年中售出700 辆以上汽车的概率．
9某餐斤每天接待400 名顾客，设每位顾客的消费额（单位元）服从(20 ,10 0)上的均匀分布，

且顾客的消费额是相互独立的．试求
(I)该餐厅每天的平均营业额 ，
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(2)该餐斤每天的营业额在平均营业额士760元 内的概率
10 － 仪器同时收到50个信号 ，其中第t个信号的长度为U,, i = I, 2, · · ·, 50设u,是相互独立的，

50 

且都服从(0, 10)内的均匀分布，试求P (L U; > 300). 
, = 1 

11 计算机在进行加法运算时对每个加数取整数（取最为接近于它的整数）．设所有的取整误差

是相互独立的，且它们都服从(-0.5,0.5)上的均匀分布．

(I)若将I 500个数相加，求误差总和的绝对值超过15的概率 ，

(2)最多几个数加在 一 起可使得误差总和的绝对值小千10的概率不小于90%?

12设各零件的重量都是随机变量，它们相互独立 ，且 服从相同的分布 ，其 数学期望为0.5 kg，标
准差为 0.1kg，问 5 000只零件的总重量超过2 510 kg的概率是多少？

13某种产品由20个相同部件连接而成，每个部件的长度是均值为 2 mm、标准差为0.02 mm的
随机变量假如这 20个部件的长度相互独立同分布 ，且规定产品总长为(40士0.2)mm 时为合格品 ，

求该产品的不合格品率．

14 一个 保险公司有10 000个汽车投保入，每个投保人平均索赔280元，标准差为 800元．求总
索赔额超过2 700 000元的概率

15.有两个班级同时上 一 门课，甲班有25人 ，乙班有64人 ．该门课程期末考试平均成绩为78分 ，

标准差为 14分试问 甲班的平均成绩超过80分的概率大，还是乙班的平均成绩超过80分的概

率大？

16.进行独立重复试验，每次试验中事件A发生的概率为 0.25．试问能以95％的把握 保证 I 000

次试验中事件A发生的频率与概率相差多少？此时A发生的次数在什么范围内？

17设某生产线上组装每件产品的时间服从指数分布 ，平均需要 10 min，且各件产品的 组装时间

是相互独立的

(I)试求 组装 100件产品需要 15 h至 20 h的概率 ，

(2) 保证有95％的可能性，间 16个小时 内最多可以组装多少件产品？
18.某种福利彩票的奖金额X由摇奖决定 ，其分布列为

X（万元） 5 10 20 30 40 50 100 

p 0.2 0.2 0.2 0.1 0.1 0.1 0.1 

若一年中要开出300个奖，问需要多少奖金总额 ， 才有95％的把握能够发放奖金

19.一家有500间客房的大旅馆的每间客房装有一台 2kW（千瓦）的空调机若开房率为 80% ,

需要多少千瓦的电力才能有99％的可能性保证有足够的电力使用空调机？

20 设某元件是某电气设备的 一个关键部件，当该元件失效后立即换上一个新的元件假定 该元

件的平均寿命为 100小时 ，标准差为30小时，试问 应该有多少备件 ， 才能有0.95以上的概率， 保证

这个系统能连续运行 2 000小时以上？

21独立重复地对某物体的长度a进行 n次测量，设各次测量结果X， 服从正态分布N(a,0.2勹．

记X为n次测量结果的算术平均值 ，为保证有95％的把握使平均值与实际值 a的差异小于 0.1，间至

少需要测量多少次？

22.某工厂每月生产 10 000台液晶投影机，但它的液晶片车间生产液晶片合格品率为 90% ，为

了以99.7％的可能性保证出厂的液晶投影机都能装上合格的液晶片，试问该液晶片车间每月至少应

该生产多少片液晶片？

23某产品的合格品率为 99%，问包装箱中应该装多少个此种产品 ，才能有95％的可能性使每箱

中至少有100个合格产品

24为确定某城市成年男子中吸烟者的比例p ， 任意调查n个成年男子，记其中的吸烟人数为m,
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问 n 至少为多大才能保证 min 与 p 的差异小千 0.01 的概率大干 95%.
25.设X-Ga(n,I) ， 试问n应该多大 ， 才能满足

X 叶 I了－1 1>0.1) <0.01.
26. 设｛ x.1 为一 独立同分布的随机变量序列，已知 E (X�) =a,, k = 1, 2, 3, 4．试证明当n充分大

I ;.
时，Y,=— 2 对近似服从正态分布，并指出此正态分布的参数

n ，王1

27. 用概率论的方法证明

叫 l+n+f+＋臼 e-•=+

本章小结



第五章
统计量及其分布 1

前四章的研究属于概率论的范畴．我们已经看到，随机变量及其概率分布全面地
描述了随机现象的统计性质．在概率论的许多问题中，概率分布通常被假定为已知的，
而 一 切计算及推理均基于这个已知的分布进行．在实际问题中，情况往往并非如此，看
一个例子

例5.0.1 某公司要采购一 批产品，每件产品不是合格品就是不合格品，但该批产
品总有一个不合格品率p由此，若从该批产品中随机抽取 一 件，用X表示抽出产品的
不合格品数，不难看出X服从一个二点分布b(l,p)，但分布中的参数p却是不知道的．
显然，p的大小决定了该批产品的质量，它直接影响采购行为的经济效益．因此，人们会
对p提出一 些问题，比如，

• p的大小如何
• p大概落在什么范围内
· 能否认为p满足设定要求（如p�0.05).

诸如例5.0.1研究的问题属千统计学的范畴．统计学是一 门应用性非常强的学科，
它的历史已有三百多年，即使从皮尔逊(K.Pearson, I 857—1936)和费希尔(R.A.Fisher,
1890一1962)的工作算起，统计学的发展也已有近二百年的历史，并且取得了良好的社
会和经济效益．

一 般认为，统计学是一门研究如何有效地收集和分析受到随机影响数据的学科．
经过多年的研究和发展，统计学已深入到了多个学科中，可以说，凡是一 个实际问题涉
及一批数据，我们都可以且应该利用统计学方法去分析它、解决它．随着统计学的发展
和完善，其研究内容已非常丰富，且形成了多个学科分支，如抽样调查、试验设计、回归
分析、多元统计分析、时间序列分析、非参数统计、贝叶斯(Bayes)方法，等等．

下面我们从统计学最基本的概念－�总体和样本开始介绍统计学内容．

§ 5.1 总体与样本

5.1.1 总体与个体

在一个统计间题中，我们把研究对象的全体称为总体，构成总体的每个成员称为
个体．对多数实际问题，总体中的个体是一 些实在的人或物．比如，我们要研究某大学的
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学生身高情况，则该大学的全体学生构成间题的总体，而每一个学生即是一 个个体．事
实上，每个学生有许多特征：性别、年龄、身高、体重、民族、籍贯，等等，而在该问题中，
我们关心的只是该校学生的身高如何，对其他的特征暂不予考虑这样，每个学生（ 个
体）所具有的数量指标值－�身高就是个体，而将所有身高全体看成总体．这样 一 来，
若抛开实际背景，总体就是一堆数，这堆数中有大有小，有的出现的机会大，有的出现
机会小，因此用 一个概率分布去描述和归纳总体是恰当的，从这个意义看，总体就是 一

个分布，而其数量指标就是服从这个分布的随机变瞿．以后说 “ 从总体中抽样 ” 与“ 从某
分布中抽样” 是同 一个意思．

例5.1.1 磁带的一个质量指标是一卷磁带(20 m)上的伤痕数．每卷磁带都有一个
伤痕数，全部磁带的伤痕数构成一 个总体．这个总体中相当一 部分是0（无伤痕，合格
品），但也有I,2,3等，但多于8个的伤痕数非常少见．研究表明，一 卷磁带上的伤痕数

X 服从泊松分布P（入），但分布中的参数入却是不知道的．显然，入 的大小决定了 一 批产
品的质董，它直接影响生产方的经济效益

本例中总体分布的类型是明确的，是泊松分布，但总体还含有未知参数入，故总体
还不是一个特定的泊松分布．要确定最终的总体分布，就是要确定入，这是统计学科的
任务

例5.1.2 考察常见的测扯问题．一个测量者对 一 个物理量µ进行重复测量，此时
每次可能的测量结果是(-ex,,oo）中的一个实数，因此总体是一 个取值于（ - 00 , 00 ）的
随机变量X，关千该总体的分布我们可以知道些什么呢？

有一点是可以确定的，测量结果X 可以看作物理量µ与测量误差c的叠加，即
X=µ,+e, 

这里µ是一个确定的但未知的量，我们称之为参数，c是随机变僵．于是关于总体分布
的假定主要是关于c的分布的假定．如下几种假定分别在一些场合是合理的．

(I)由中心极限定理，最常见的是假定随机误差e~N(O，矿），于是测量值的总体
就是一个正态分布，即X ~ N(µ,，矿），这里总体中有两个未知参数µ,(T．如何推断µ与(T
是统计学要研究的问题．

(2)假如我们不仅知道误差服从正态分布，还知道分布的方差（这通常可由测量
系统本身的精度决定），于是，就可假定e~ N(O，式），其中 6。是一个已知的常数，如
此，总体仍是一 个正态分布族N(µ忒），但总体中只有一 个未知参数µ．如何推断µ是
统计学要研究的问题．

(3)假如我们并没有理由认定误差服从正态分布，但可以认为误差的分布是关于
0 对称的，则总体分布就变为一个分布类型未知但带有某种限制的分布，通常它不能被
有限个参数所描述，常称为非参数分布．这个方面的研究有专题讨论，本课程将在第七
章作一些探讨．

在有些问题中，我们对每一研究对象可能要观测两个甚至更多个指标，此时可用
多维随机向量及其联合分布来描述总体，这种总体称为多维总体．譬如，我们要了解某
校大学生的三个指标：年龄、身高、体重，则我们可用 一 个三维随机向量描述该总体．这
是一 个三维总体，它是多元分析所研究的对象．

一维和二维总体是基本的，对它们认识清楚了，对研究更高维总体十分有利，因
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此，本书中主要研究一维总体，某些地方也会涉及二维总体．
总体还有有限总体和无限总体，本书将以无限总体作为主要研究对象．

5.1.2 样本
为了了解总体的分布，我们从总体中随机地抽取 n个个体，记其指标值为凡，X2,". '

气，则 X 1 ,X2, …，凡称为总体的一 个样本，n称为样本容昌，或简称样本量，样本中的个
体称为样品

我们首先指出，样本具有所谓的二重性： 一 方面，由于样本是从总体中随机抽取
的，抽取前无法预知它们的数值，因此，样本是随机变量，用大写字母X 1 ,X2 ,…，凡表
示；另 一 方面，样本在抽取以后经观测就有确定的观测值，因此，样本又是一组数值．此
时用小写字母X 1 ,X2,"' ,Xn 表示是恰当的．简单起见，无论是样本还是其观测值，本书
中样本一 般均用 X 1 ,x2,…，xn 表示，读者应能从上下文中加以区别

例 5.1.3 啤酒厂生产的瓶装啤酒规定净含量为 640 ml，由千随机性，事实上不可
能使得所有的啤酒净含量均为 640 ml．现从某厂生产的啤酒中随机抽取 JO 瓶测定其净
含量，得到如下结果（单位： ml):

641 635 640 637 642 638 645 643 639 640 

这是一个容量为IO的样本的观测值，对应的总体为该厂生产的瓶装啤酒的净含量．
例 5.1.4 （分组样本） 我们考察某厂生产的某种电子元件的寿命，该厂生产的以

及将要生产的所有该种元件的寿命是总体（通常可以认为是无限总体），我们选了 100

只进行寿命试验，由于 一些原因，我们不可能每时 每刻对试验进行观测，而只能定期
（比如每隔 24 h)进行观测，于是，对每个元件，我们只能观测到其寿命落在某个范围
内，这就产生了表 5. I. I 所示的一组样本：

表5.1.1 100只元件的寿命数据

寿命范围 元件数 寿命范围 元件数 寿命范围 元件数

(0, 24] 4 < 192,216 J 6 (384,408] 4 

(24,48] 8 (216,240] 3 (408,432] 4 

(48,72] 6 (240,264) 3 (432,456] 

(72,96] 5 (264,288 J 5 (456,480] 2 

(96,120] 3 (288,312 J 5 (480,504] 2 

(120,144 J 4 (312,336] 3 (504,528] 3 

(144,168] 5 (336,360] 5 (528,552] 

(I 68, I 92] 4 (360,384 J >552 13 

表 5.1.1 中的样本观测值没有具体的数值，只有一个范围，这样的样本称为分组样
本，它是一种不完全样本．相应地，例 5.1.3 中的 10 个啤酒净含量称为完全样本．分组样
本与完全样本相比在信息上总有损失，这是分组样本的缺点．为了获得更多信息，应尽
量设法获得完全样本，在不得已场合可使用分组样本（如本例）．但在实际中，在样本量
特别大时（如 n�IOO)，又常用分组样本来代替完全样本，这时需要对样本进行分组整
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理，它能简明扼要地表示样本，使人们 能更好地认识总体，这是分组样本的优点
从总体中抽取样本可以有不 同的抽法 ， 为了能由样本对总体作出较可靠的推断，

就希望样本能很好地代表总体．这就需要 对抽样方法提出一 些要求 ，最常用的 ＂简单随
机抽样“有如下两 个 要求：

·样本具有代表性，即要求总体中每一个 个体都有同等机会被选入样本，这便意
味着每 一样品x，与总体X有相同的分布．

·样本要有独立性，即要求样本中每 一样品的取值不影响其他样品的取值，这 意
味着凡，x2 ,…,xn 相互独立．

用简单随机抽样方法 得到的样本称为简单随机样本，也简称样本．除非特别指明，
本书中 的样本皆为简单随机样本．千是，样本x1 ,x2 ,…，xn 可以看成是相互独立的 具有
同一分布的随机变量，又称为 i.i.d ．样本，其共同分布即为总体分布．

设总体X具有分布函数F(x),x1 ,x2 ,…，xn 为取自该总体的容量为 n的样本，则
样本联合分布函数为

n 

F(x,,x2 , … ,x.) = n F(x;). 
i =' 

对无限总体，代表性与独立性容易实现，关键在于排除有意或无意的人为干扰．对
有限总体，只要总体所含个体数很大，特别是与样本量相比很大，则独立性也可基本得

到满足
例5.1.5 设有一批产品共N 个 ，需要进行抽样检验以了解其不合格品率p，现从

中抽出n个逐一检查它们是否是不合格品．如果把合格品记为0， 不合格品记为l，则总
体为一个二点分布，

P(X=l)=p, P(X=O)=l-p, 
设想样本是一个 一 个抽出的 ，结果 记为X I ,X2 ,…，xn ．如果采取有放回抽样，则 X 1 ,X2 ,…，xn

为独立同分布若采取 不 放回抽样（实际抽样常是这种），这 时，第二次抽到不合格品的
概率依赖于第 一 次抽到的是否是不合格品，如果第一次抽到不合格品，则第二次抽到
不合格品的概率为

P(Xi = I I X i = I) = Np - I
N - I' 

而若第一次抽到的 是合格品，则第二次抽到不合格品的概率为

P(X 2 = 1 I X I = 0) = Np 
N - l. 

显然，如此得到的样本不是简单随机样本．但是，当 N很大时，我们 可以看到上述两种
情形的概率都 近似 等于p． 所以当N很大，而n不大（一个经验法则是n/N�O.I)时可以
把该样本近似地看成简单随机样本．

r 习 题 5 1 ｀ 
1某地电视台想了解某电视栏目（如每日晚九点至九点半的体育节目）在该地区的收视率情

况 ，于是委托一家市场咨询公司进行一次电话访查．



(I)该项研究的总体是什么？
(2)该项研究的样本是什么？

§ 5.2 样本数据的整理与显示 Ill

2. 某市要调查成年男子的吸烟率，特聘请 50名统计专业本科生作街头随机调查，要求每位学生
调查100名成年男子，问该项调查的总体和样本分别是什么，总体用什么分布描述为宜？

3. 设某厂大量生产某种产品，其不合格品率p未知，每m件产品包装为一盒．为了检查产品的质
量，任意抽取n盒，查其中的不合格品数，试说明什么是总体，什么是样本，并指出样本的分布．

4. 为估计鱼塘里有多少条鱼，一位统计学家设计了一 个方案如下从鱼塘中打捞出一 网鱼，计有
n条，涂上不会被水冲刷掉的红漆后放回， 一 天后再从鱼塘里打捞 一 网，发现共有m条鱼，而涂有红
漆的鱼则有K条，你能估计出鱼塘里大概有多少鱼吗？该问题的总体和样本又分别是什么呢？

5. 某厂生产的电容器的使用寿命服从指数分布，为了解其平均寿命，从中抽出n件产品测其实
际使用寿命，试说明什么是总体，什么是样本，并指出样本的分布．

6. 美国某高校根据毕业生返校情况记录，宣布该校毕业生的年平均工资为 5 万美元，你对此有
何评论？

§ 5.2 样本数据的整理与显示

5.2.1 经验分布函数

设X1 ,X2 ,…，xn 是取自总体分布函数为F（元）的样本，若将样本观测值由小到大进

行排列，记为无 ( I ) ，元( 2) ，…，无 (n) ，则Xc1) ,Xc2) '…,x (n)称为有序样本，用有序样本定义如
下函数

0, 当X < X( I ) , 

Fn(x) ＝ {k/n ， 当兀(K) < x < x(K+1) ， k = l, 2, …， n - 1,

l' 当兀� x (n) ' 
则F.(x)是一 非减右连续函数，且满足

F.(- 00) = 0和尺（00)=1.
由此可见，F.(x)是一个分布函数，称F.(x)为该样本的经验分布函数．

例 5.2.1 某食品厂生产听装饮料，现从生产线上随机抽取 5 听饮料，称得其净重
（单位： g）为

351 347 355 344 351 
这是一个容昼为5的样本，经排序可得有序样本：

x ( I ) ＝ 344, x (2) = 347, x (3) = 351, x (4) = 351, x ( 5) ＝ 355, 
其经验分布函数（其图形如图 5.2.1 所示）为

0, X < 344, 
0. 2, 344 :!::, X < 347,

F.(x) = �0.4, 347 � X < 351, 
0.8, 35} :!::, X < 355,

1 ， X ::!'355. 
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凡(x)
1.0 
0.8 
0.6 
0.4 
0.2卜 0

a 344 347 

。

351 

图 5.2.1 经验分布函数

。

355 X 

对每一固定的X,F.(X)是样本中事件1也<xl发生的频率．当 n 固定时，Fn (x)是样
本的函数，它是一个随机变量．若对任意给定的实数x，定义

I x <x 
It(x) ＝{。＇；，＞x,'

则由经验分布函数的定义可以看出，对任意给定的实数 x

Fn (x) ＝ － 2 f, （x)． 
nf;'i 

注意到诸l,（x)是独立同分 布的随机变量，其共同分布为b(I, F(x)），由伯努利大数定
律：只要n相当大，Fn(x) 依概率收敛于F(x)．更深刻的结果也是存在的，这就是格利
文科定理，下面我们不加证明地加以介绍．

定理5.2.1（格利文科(Glivenko)定理） 设x 1 ,x 2,…,x n 是取自总体分布函数为
F(x)的样本，Fn(x)是其经验分布函数，当几－ CX) 时，有

P( ＿中呼xp< 0 1 芢(x) - F(x) I- 。) ＝ I.

定理 5.2.1表明，当n相当大时，经验分布函数是总体分布函数 F(X)的一个良好
的近似经典统计学中一切统计推断都以样本为依据，其理由就在于此

5.2.2 频数频率表

样本数据的整理是统计研究的基础，整理数据的最常用方法之 一是给出其频数表
或频率表我们从 一个例子开始介绍

例5.2.2 为研究某厂工人生产某种产品的能力，我们随机调查了20位工人某天
生产的该种产品的数量，数据如下

160 196 164 148 170 
175 178 166 181 162 
161 168 166 l62 172 
156 170 157 162 154 

对这20个数据（ 样本）进行整理，具体步骤如下：
(I)对样本进行分组．首先确定组数k，作为一般性的原则，组数通常在 5~20个，

对容置较小的样本，通常将其分为5组或 6组，容量为100左右的样本可分7到10组，
容蜇为200左右的样本可分 9到13组，容量为300左右及以上的样本可分12到20
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组，目的是使用足够的组来表示数据的变异．本例中只有 20 个数据，我们将之分为 5
组，即 k=5.

(2) 确定每组组距每组区间长度可以相同也可以不同，实用中常选用长度相同的
区间以便于进行比较，此时各组区间的长度称为组距，其近似公式为

组距d =（样本最大观测值－样本最小观测值）／组数．
本例中，数据最大观测值为 196，最小观测值为 148，故组距近似为

196 - 148 
d = � = 9. 6, 

5 

方便起见，取组距为JO.
(3) 确定每组组限各组区间端点为 a0,a。 +d=a 1 ,a。 +2d= a 2,…，a。+kd=a,，形成

如下的分组区间
(a0,a 1 ],(a 1 ,a2 ],···,(a._ 1 ,a.J, 

其中 a。略小千最小观测值，ak略大千最大观测值，本例中可取 a。= 147,a5= 197，于是
本例的分组区间为：

(I 4 7, 15 7 ], (I 5 7, 16 7 ], (I 6 7, I 77 ], (1 77, 18 7 ], (1 8 7, 197 ], 

通常可用每组的组中值来代表该组的变量取值，组中值＝（组上限＋组下限）／2.

(4) 统计样本数据落入每个区间的个数一频数，井列出其频数频率表．本例的频
数频率表见表 5.2.1．从表中可以读出很多信息，如：40％的工人产量在 157 到 167之间；
产量少于 167 个的有 12人，占 60% ；产量高于 177的有 3 人，占 15%.

组序

2
 

3

4

5

 合计

表5.2.1 例5.2.2的频数频率表

分组区间 组中值 频数 频率 累计频率／％

(147,157] 152 4 0.20 20 

(157,167] 162 8 0.40 60 

(167,177) 172 5 0.25 85 

(1 n, 187 J 182 2 0.10 95 

(187,197] 192 0.05 100 

20 

5.2.3 样本数据的图形显示

前面我们介绍了频数频率分布的表格形式，它也可以用图形表示，这在许多场合
更直观

一、直方图

频数分布最常用的图形表示是直方图，它在组距相等场合常用宽度相等的长条矩

形表示，矩形的高低表示频数的大小．在图形上，横坐标表示所关心变量的取值区间，
纵坐标表示频数，这样就得到频数直方图，图 5.2.2 画出了例5.2.2的频数直方图．若把
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纵轴改成频率就得到频率直方图 频数

为使诸长条矩形面积和为1，可将纵轴取为
8

频率／组距，如此得到 的直方图称为单位频率直 6 
方图，或简称频率直方图．凡此三种直方图的差
别仅在于纵轴刻度的选择，直方图本身并无 4 
变化

二、茎叶图

3
 
2 

除直方图外，另一种常用的方法是茎叶图， 01 147 157 167 177 187 197 X
下面我们从一个例子谈起． 图 5.2.2 例 5.2.2 的频数直方图

例 5.2.3 某公司对应聘人员进行能力测
试，测试成绩总分为 150 分下面是 50 位应聘人员的测试成绩（已经过排序）：

64 67 70 72 74 76 76 79 80 81 

82 82 83 85 86 88 91 91 92 93 

93 93 95 96 96 97 97 99 100 100 

102 104 106 106 107 108 108 112 112 114 

116 118 119 119 122 123 125 126 128 133 

我们用这批数据给出一个茎叶图．把每一个数值分为两部分，前面一 部分（百位和
十位）称为茎，后面部分（个位）称为叶，如

数值 分开 茎 和 叶

112 一 1112 -+ ll
和

2

然后画一条竖线，在竖线的左侧写上茎，右侧写上叶， 6 I 4 7 

就形成了茎叶图应聘人员测试成绩的茎叶图见图5.2.3.

茎叶图的外观很像横放的直方图，但茎叶图中叶增加了
具体的数值，使我们对数据的具体取值一目了然，从而保留了
数据中全部的信息．

在要比较两组样本时，可画出它们的背靠背的茎叶图，这
是一个简单直观而有效的对比方法．

例 5.2.4 下面的数据是某厂两个车间某天各 40 名员工
生产的产品数量（表 5.2. 2) ．为对其进行比较，我们将这些数据

7 I 0246 6 9  
8 I 012235 68 
9 I 1123335 6 6 7 7 9  

10 I 0 0246 6 788 
11 I 22468 9 9  
12 I 2 3 5 6 8 
13 I 3 

图 5.2.3 测试成绩
的茎叶图

放到一个背靠背茎叶图上（图 5.2.4).

表 5.2.2 某厂两个车间 40 名员工的产奎

甲 车 间 乙 车 间
50 52 56 61 61 62 56 66 67 67 68 68 
64 65 65 65 67 67 72 72 74 75 75 75 
67 68 71 72 74 74 75 76 76 76 76 78 
76 76 77 77 78 82 78 79 80 81 81 83 
83 85 86 86 87 88 83 83 84 84 84 86 
90 91 92 93 93 97 86 87 87 88 92 92 

100 100 103 105 93 95 98 107 
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§ 5.2 样本数据的整理与显示 Ill

甲车间 620 5 6 乙车间
8777555 421II6 1677 8 8  

87766 4 421I7122 455556666 8 8 9  
8766532181011333 4 4 46677 8 

7332 1 01912235 8 
53 0 0\1017 

图5.2.4 两车间产量的背靠背茎叶图

在图 5.2.4 中，茎在中间，左边表示甲车间的数据，右边表示乙车间的数据．从茎叶
图可以看出，甲车间员工的产量偏于上方，而乙车间员工的产量大多位千中间，乙车间
的平均产量要高于甲车间，乙车间各员工的产量比较集中，而甲车间员工的产董则比
较分散

r习贮52 l 
I.以下是某工厂通过抽样调查得到的10名工人 一 周内生产的产品数

149 156 160 138 149 153 153 169 156 156 

试由这批数据构造经验分布函数并作图．
2.下表是经过整理后得到的分组样本

组序

分组区间

频数

2
 

3
 

4 5

(38,48] 

3 

(48,58] 

4 

(58, 68) 

8 

(68,78) 

3 

(78, 88] 

2 

试写出此分组样本的经验分布函数．

3.假若某地区30名2018年某专业毕业生实习期满后的月薪数据如下
9 090 10 860 11 200 9 990 13 200 10 910 

10 710 10 810 11 300 13 360 9 670 15 720 

8 250 9 140 9 920 12 320 9 500 7 750 

12 030 10 250 10 960 8 080 12 240 10 440 

8 710 11 640 9 710 9 500 8 660 7 380 

(I)构造该批数据的频率分布表（分6 组） ，

(2)画出直方图

4某公司对其250名职工上班所需时间（单位min)进行了调查，下面是其不完整的频率分

布表

所需时间

0~10 
10~20 
20~ 30 

30~40 

40~50 

频率

0. 10
0.24 

8

4

'
,

'
 

．
．

 

0
0

(I)试将频率分布表补充完整 ，
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(2)该公司上班所需时间在半小时以内的有多少人？

5. 40种刊物的月发行量（单位 百册）如下
5 954 5 022 14 667 6 582 6 870 I 840 2 662 4 508 

I 208 3 852 618 3 008 I 268 I 978 7 963 2 048 

3 077 993 353 14 263 I 714 11 127 6 926 2 047 

714 5 923 6 006 14 267 I 697 13 876 4 001 2 280 

I 223 12 579 13 588 7 315 4 538 13 304 I 615 8 612 

(I)建立该批数据的频数分布表 ， 取组距为I 700（百册） ，

(2)画出直方图

6. 对下列数据构造茎叶图

472 425 447 377 341 369 412 399 

400 382 366 425 399 398 423 384 

418 392 372 418 374 385 439 408 

429 428 430 413 405 381 403 479 

381 443 441 433 399 379 386 387 

7根据调查 ， 某集团公司的中层管理人员的年薪（单位万元）数据如下

40.6 39.6 37.8 36.2 38.8 

38.6 39.6 40.0 34.7 41.7 

38.9 37.9 37.0 35.1 36.7 

37.1 37. 7 39.2 36.9 38.3 

试画出茎叶图．

§ 5.3 统计量及其分布

5.3.1 统计量与抽样分布

样本来自总体，因此样本中含有总体各方面的信息，但这些信息较为分散，有时显
得杂乱无章为将这些分散在样本中的有关总体的信息集中起来以反映总体的各种特
征，需要对样本进行加工，表和图是一类加工形式，它使人们从中获得对总体的初步认
识当人们需要从样本获得对总体各种参数的认识时，更有效的加工方法是构造样本
的函数，不同的样本函数反映总体的不同特征．
定义5.3.1 设 X i ,X2,…，xn 为取自某总体的样本，若样本函数T=T（ X I ,X2,…,xn )

中不含有任何未知参数，则称T为统计量．统计蜇的分布称为抽样分布．

按照这一定义，若 X 1 ,X2,…,xn 为样本，则Ixj,I式以及5.2. l节中的Fn(x)都
i; I 

是统计量．而当µ，矿未知时，x 1 -µ,x l /6等均不是统计量．必须指出的是：尽管统计量
不依赖于未知参数，但是它的分布是依赖于未知参数的．
下面儿小节及5.4节我们介绍一些常见的统计量及其抽样分布．



§ 5.3 统计董及其分布 Ill

5.3.2 样本均值及其抽样分布

定义 5.3.2 设 X 1 ,X2 ,·••,x. 为取自某总体的样本，其算术平均值称为样本均值，一

般用云表示，即
无 1 +x2 +"·十丸 l n 

x = ＝－ 2 屯·
几 n , ＝ 1 

(5.3.1) 

在分组样本场合，样本均值的近似公式为

＝
 

-
x

xJ1+xJ2+ …＋Xk jk 
(5.3.2) (n = I.t:) 

i = I 

其中k为组数，x，为第L组的组中值，f,为第i组的频数．
例 5.3.1 某单位收集到 20 名青年人某月的娱乐支出费用数据：

790 840 840 880 920 930 940 970 980 990 
1000 1010 1010 1020 1020 1080 l 100 1130 1180 1250 

则该月这 20 名青年的平均娱乐支出为
l 

i =—(790 + 840 + ... + 1250) = 994. 20 

将这 20 个数据分组可得到如下频数频率表：
表 S.3.1 例 S.3.1 的频数频率分布表

组序

2

3

4

5

合计

分组区间 组中值 频数 频率（％）

(770,870] 820 3 15 

(870,970] 920 5 25 

(970, 1070) 1020 7 35 

(1070, 1170) 1120 3 IS 

(I 170, I 270) 1220 2 10 

20 100 

对表 5.3.1 的分组样本，使用公式(5.3.2) 进行计算可得

x=一（820x3+920x5+ ..· + 1220x2) = 1000. 
20 

我们看到两种计算结果不同事实上，由于 (5.3.2) 式未用到真实的样本观测数据，
因而给出的是近似结果．

关千样本均值，有如下几个性质．
性质 5.3.1 若把样本中的数据与样本均值之差称为偏差，则样本所有偏差之和为

0,即 2 （x五）＝0.

从均值的计算公式看，它使用了所有的数据，而且每一个数据在计算公式中处于
平等的地位所有数据与样本中心云的偏差可正可负，且被互相抵消，从而样本的所有

偏差之和必为零．
性质 5.3.2 数据观测值与样本均值的偏差平方和最小，即在形如I (x;-c) 2 的函
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数中，I(x,－X尸最小，其中c为任意给定常数．
证明 对任意给定的常数 C'

2 2 (x,－c) ＝2 (x,-X+X-c) 2 
= I (x,-x) 2 +n(x-c) 2 +2I (x,－云） （云－c)
= I (x,-x)2 +n(x-c)2 � I (x五） 2 .

下面考察样本均值的分布．

＇，飞
9 l l 

1 样本2
12 
8 8 

II 10 II 13 
9 
JO 9 10 

10 10 II 
II 8 9 
8 

10 13 
10.2 

样本3

13 

II 

II 

10 

9 
10.8 

图5.3.1 4个样本的样本均值

样本4

12 

9 

10 

10 

II 

10.4 

例5.3.2 设有一个由 20个数组成的总体，现从该总体同时取出容量为5的样本．
图5.3.1画出第一个样本的抽样过程，左侧是该总体，右侧是从总体中随机地抽出的样
本，记录后，放回，再抽第二个样本这里 一 共抽出4个样本，每个样本有5个观测值，我
们计算了各个样本的样本均值．由抽样的随机性，每一个样本的样本均值都有差别．

设想类似抽取样本5、样本6……每次都计
算样本均值X，它们之间的差异是由于抽样的随
机性引起的假如无限制地抽下去，这样我们可 冬

10 

以得到大量的；的值，图5.3.2就是用这样得到 ； 5 
的500个X的值所形成的直方图，它反映了X的
抽样分布 。

它的外形很像正态分布，这不是偶然的，有 7.5 8.5 9.5 I 0.5 11.5 12.5 

下面定理保证． 图5.3.2 5 00个样本均值形成的直方图

定理 5.3.1 设凡，x2 ,…，xn 是来自某个总
体的样本，X为样本均值．

(1) 若总体分布为N(µ,，矿），则及的精确分布为N(µ，矿／n);
(2)若总体分布未知或不是正态分布，E (x) = µ, , Var (x)＝矿存在，则n较大时云

的渐近分布为N(µ，矿／n），常记为云-!.N(µ,，矿／n）．这里渐近分布是指n较大时的近似
分布．

证明 （l)利用卷积公式，可得知2x, ～N(nµ ,n矿），由此可知§~N(µ， 矿／n).

(2) 由中心极限定理，石飞云－µ)／6-一N(0, l) ，这表明n较大时 X 的渐近分布为
N(µ，矿／n），证明完成

例5.3.3 图5.3.3给出三个不同总体样本均值的分布密度函数．三个总体分别是：



§ 5.3 统计置及其分布 Ill

中均匀分布＠倒三角分布＠指数分布，随着样本量的增加，样本均值云的抽样分布逐
渐向正态分布逼近，它们的均值保持不变，而方差则缩小为原来的l/n．当样本量为30
时，我们看到三个抽样分布都近似于正态分布下面对之进行具体说明

总体分布
�-�-�

宁｀¥:＼,�;;-uc_-�-K:
了的分布
(n =30) 

I 3 5 I 3 5 0123 

图 5.3.3 不同总体样本均值的分布

心的总体分布为均匀分布U(I,5)，该总体的均值和方差分别为3和4/3，若从该
总体抽取样本容量为30的样本，则其样本均值的渐近分布为

4 
x 1....:.. N(3•�) =N(3, 0.21 2 ). 

'3x30 

＠的总体分布的概率密度函数为

p(,)＝厂－一：厂1
4
4: ：言；，

0, 其他
这是一个倒三角分布，可以算得其均值与方差分别为3和2，若从该总体抽取样本

容量为30的样本，则其样本均值的渐近分布为

正N(3，点）＝N(3,0.262 ).

＠的总体分布为指数分布 Exp(I) ，其均值与方差都等于 1 ，若从该总体抽取样本
容量为30 的样本，则其样本均值；］ 的分布近似为

沪N(I
l 

面)=N(I,0.18勹．

这三个总体都不是正态分布，但其样本均值的分布都近似于正态分布，差别表现
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在均值与标准差上．图 5.3.3 所示曲线既展示它们的共同之处，又显示它们之间的差别．
5.3.3 样本方差与样本标准差

定义 5.3.3 设 x 1 ,x2 ,… ， xn 为取自某总体的样本 ， 则它关千样本均值X的平均偏
差平方和

2
 

、
丿

一
无．， 

x （ 

n
Yji 

l_
n 

＝
 

2n 
s (5.3.3) 

称为样本方差其算术根s. =fs了称为样本标准差 相对样本方差而言，样本标准差通常
更有实际意义，因为它与样本均值具有相同的度量单位．在 n不大时，常用

2 l 
s = 2 (x, － 5) 2 

n-lf;-;
(5.3.4) 

作为样本方差（也称无偏方差，其含义在第六章讲述），其算术根s = ＂了也称为样本标
准差在实际中，s2 比 s：更常用，在以后讲样本方差通常指的是 s2.

样本方差 (s2 或 s:) 是度量样本散布大小的统计量，使用广泛，在它的这个定义中，

n为样本蜇， 2 (x, －i尸称为偏差平方和 ， n- l称为偏差平方和的自由度．其含义是：

在立确定后，n个偏差X 1 - X,X2 －元…，xn - x中只有n- I个偏差可以自由变动，而第n
个则不能自由取值， 因为I (x,－云）＝ 0.

样本偏差平方和有三个常用的表达式：

2 ( - 2 （丘 ， ） 2

x,－x) ＝I式－ ＝ 2 2 -2 x. -nx .
n ' 

它们都可用来计算样本方差．
在分组样本场合，样本方差的近似计算公式为

l s = 2f,（x, － i尸＝ l
n - l,= I n - l (；店 － n";2)'

(5.3.5) 

(5.3.6) 

其中 x,J， 分别为第L个区间的组中值和频数，X为 (5.3.2) 式给出的样本均值近似值．
例 5.3.4 考察例 5.3.1 的样本，我们已经算得云＝ 994，其样本方差与样本标准差

分别为
I s2 =�[ (790-994) 2 +(840-994) 2 +…+ （1250-994) 2 ] = 13 393.68,

20-1 

s = ✓13393.68 = 115.731,

对表 5.3. l的分组样本，我们可以如表 5.3.2 计算（样本均值也由分组样本计算）：
表5.3.2 分组样本方差的计算表

组中值x 频数f 无f 父 －x

820 

920 

I 020 

3

5

7

2 460 

4 600 

7 140 

-180

~ 80

20

(x-x) 2/ 
97 200 

32 000 

2 800 
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组中值x 频数f 寸 x-x

I 120 

I 220 

3

2

 

3 360 

2 440 

120 

220 

续表

(x元）汀
43 200 

96 800 

和 20 20 000 272 000 

20 000 . 272 000 
于是 云 ＝ ＝1OOO ,s2=�=14316,s=✓百飞飞＝11 9.6.

20 . 20-1 

下面的定理给出样本均值的数学期望和方差以及样本方差的数学期望，它不依赖
于总体的分布形式

定理5.3.2 设总体 X具有二阶矩，即 E(X) =µ,,Var(X)＝矿 <OO ，无 1 ，x2,…, xn 为

从该总体得到的样本五和s2 分别是样本均值和样本方差，则
E（云） ＝µ,, Var（句＝矿／n, (5.3.7)

E(s2 ) = a-2. (5.3.8)

此定理表明，样本均值的期望与总体均值相同，而样本均值的方差是总体方差的1/n.
证明由于

车） ＝－E(�
nµ X,) ＝—=µ,

l_,;, \ n矿 矿
Var(云)＝ �Var （贮）＝了勹

故(5.3.7)式成立．下证(5.3.8)式，注意到
n n 

; （x, － i)2 = ； x,2 -n;，

而 E（式） ＝ （E(x.)) 2+Var(x,）＝矿＋矿，E(x2) = (E (x))2 +Var（云）＝矿＋矿／n，于是

E(言丘－云） z ) = n（矿 ＋ 矿） － n（矿＋矿／n) =(n-1)矿，

两边各除以n-l，即得(5.3.8)式．

5.3.4 样本矩及其函数
样本均值和样本方差的更一般的推广是样本矩，这是一类常见的统计量．
定义5.3.4 设丸，X2 ,…，xn 是样本，k为正整数，则统计量

l n 

ak = -2 式
n, ＝ 1 

(5.3.9)

称为样本K阶原点矩，特别，样本一阶原点矩就是样本均值．统计蜇

bk ＝言� (x, - x) • (5.3.10)

称为样本 k阶中心矩．特别，样本二阶中心矩就是样本方差．
当总体关于分布中心对称时，我们用；和s刻画样本特征很有代表性，而当其不对

称时，只用x,s就显得很不够．为此，需要一些刻画分布形状的统计量（参见§ 2.7.5 和
§ 2.7.6)这里我们介绍样本偏度和样本峰度，它们都是样本中心矩的函数．
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定义 5.3.5 设凡， X2' …，xn 是样本，则称统计量

瓦＝ b3 /b:／2

为样本偏度

(5.3.11) 

样本偏度瓦反映了样本数据与对称性的偏离程度和偏离方向．如果数据完全对称，
则不难看出 b 3 =O．对不对称的数据则 b3 ,fa 0．这里用扒除以 b尸是为了消除量纲的影响，

Ps 是个相对数，它很好地刻画了数据分布的偏斜方向和程度．如果瓦＝0，表示样本对称

（见图 5.3.4(a) ）；如果瓦明显大于 0，表示样本的右尾长，即样本中有几个较大的数，这

反映总体分布是正偏的或右偏的（见图 5.3.4(b) ）；如果瓦明显小于 0，表示分布的左尾
长，即样本中有几个特小的数，这反映总体分布是负偏的或左偏的（见图 5.3.4(c)).

/ -....
I ， 

I ＼ 

I ＼ 

／ 
＼ 

/ 
， .,, _.,. .... 

. . .

4 7 8 9 12 
(a)样本(4, 7, 8, 9, 12)的偏度

杰＝0

厂＼
/I

、 ..._--
7 8 9 12 15 

(b)样本(7,8,9, 12, 15)的偏度
/3s=O．5692 

一、＇， 
／伊 ＼

__.,..,..,,"'
\, 

4 7 8 9 

(c)样本(I, 4, 7, 8, 9)的偏度
杰＝屯5692

图5.3.4 样本偏度队的例子（样本童n = 5)

定义 5.3.6 设凡，X2, …，凡是样本，则称统计昼
b4 团＝ － －3
b! 

为样本峰度．

(5.3.12) 

样本峰度 pk 是反映总体分布密度曲线在其峰值附近的陡峭程度和尾部粗细的统

计量当瓦明显大于0时，分布密度曲线在其峰值附近比正态分布来得陡，尾部更细，

称为尖顶型；当瓦明显小于0时，分布密度曲线在其峰值附近比正态分布来得平坦，尾
部更粗，称为平顶型

例 5.3.5 表 5.3.3 是两个班（每班 50 名同学）的英语课程的考试成绩．
表5.3.3 两个班级的英语成绩

成绩 组中值 甲班人数f甲 乙班人数 f乙

90- 100 95 5 4 

80-89 85 10 14 

70~79 75 22 16 

60-69 65 II 14 

50~59 55 2 

40-49 45 。
下面我们分别计算两个班级的平均成绩、标准差、样本偏度及样本峰度．表 5.3.4 和表
5.3.5 分别给出甲班和乙班的计算过程．



兀 f甲

95 
85 
75 
65 
55 
45 
和 50

5 10 
22 
II 
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表5.3.4 甲班成绩的计算过程

无 · I甲 （ x-x 甲 ） 2f甲 (x －石） 3f甲 (x －云甲 ) 4f甲

475 I 843.20 35 389.440 679 477.248 0 
850 846.40 7 786.880 71 639.296 0 

I 650 14.08 -11.264 9.011 2 
715 I 283.04 -13 856.832 149 653. 785 6 
55 432.64 -8 998.912 187 177.369 6 
45 948.64 -29 218.112 899 917.849 6 

3 790 5 368 -8 908.8 I 987 874.56 
表5.3.S 乙班成绩的计算过程

X f乙 X • f乙 (x －豆） 2f乙 (x－豆） 3f乙 （元一五） 4f乙

95 4 380 I 474.56 28 311.552 543 581.798 4 
85 14 I 190 I 184.96 10 901.632 100 295.014 4 
75 16 I 200 10.24 -8.192 6.553 6 
65 14 910 I 632.96 -17 635.968 190 468.454 4 
55 2 110 865.28 -17 997.824 374 354. 739 2 
和 50 3 790 5 168 3 571.2 I 208 706.56 

可算得两个班的平均成绩、标准差、偏度、峰度分别为：
_ 3 790 _ 3 790 X =-=75.8 X =-=75.8 甲 50 ' 乙 50 '

s,� =flt!= 10.47, s乙 = /勹厂＝ 10.27,
A - 8 908, 8/50 A 3 571. 2/50 /3汪 ＝ ＝ －0. 16, /3s

l. 
=�=0.068, (5 368/50产 (5 168/50) 3/2 

• I 987 874.56/50 l 208 706. 56/50/3压 ＝ －3 = 0.4 5, /3" l. = � - 3 = - 0. 7 4.(5 368/50) 2 , /3忆 ＝ (5 168/50) 2 
由此可见，两个班级的平均成绩相同，标准差也几乎相同，样本偏度分别为 － 0.16和
0.068，显示两个班的成绩都是基本对称的．但两个班的样本峰度明显不同乙班的成绩
分布比较平坦，而甲班则稍显尖顶．

5.3.5 次序统计量及其分布
除了样本矩以外，另一类常见的统计量是次序统计量，它在实际和理论中都有广

泛的应用．

一、定义

定义5.3.7 设 x 1 ,x2,"·,Xn 是取自总体 X 的样本， x (i) 称为该样本的第 i 个次序统

计量，它的取值是将样本观测值由小到大排列后得到的第 i 个观测值．其中 X (I)

min 比，Xi '...,x n 1 称为该样本的最小次序统计量，X (n) =max! X 1 ,X2, …，x九 ｝称为该样本
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的最大次序统计量 (X (I) ,X (2〉 ,...，无O ） )称为该样本的次序统计量
我们知道，在一个（简单随机）样本中，x 1 ,x2 , … ,xn 是独立同分布的，而次序统计

量 x ( I ) ,x (2) ，…，无 (n) 则既不独立，分布也不相同，看下例．
例 5.3.6 设总体X的分布为仅取0, 1,2 的离散均匀分布，分布列为

兀 。 2
 

p
 

1/ 3 1/3 I/ 3 

现从中抽取容量为 3 的样本，其一 切可能取值有 3
3 = 27 种，现将它们列在表 5.3.6 左

侧，其右侧是相应的次序统计量观测值．
裹5.3.6 例5.3.6中样本取值及其次序统计量取值

兀 I 朽 兀3 X ( I) .:t (2) 兀()) 无 I 父2 父） 元 ( I) x (2) x (3) 。 。 。 。 。 。 I 2 。 。 I 2 。 。 I 。 。 I 2 I 。 。 I 2 。 I 。 。 。 I 。 2 2 。 2 2 

I 。 。 。 。 I 2 。 2 。 2 2 。 。 2 。 。 2 2 2 。 。 2 2 。 2 。 。 。 2 I 1 2 I I 2 

2 。 。 。 。 2 l 2 I I I 2 。 I I 。 I l 2 1 I I I 2 

I 。 I 。 I I I 2 2 I 2 2 

I I 。 。 I I 2 I 2 I 2 2 。 I 2 。 I 2 2 2 I 1 2 2 。 2 I 。 I 2 I I I I I I 
I 。 2 。 I 2 2 2 2 2 2 2 

2 。 I 。 I 2 

由于样本取上述每 一组观测值的概率相同，都为 1/27，由此可给出 x (I) ,x (2) ，x (3) 的分
布列如下：

父 (I) I 0 2
 x (2) IO 2

 兀 (3) IO 2
 

p
19 7 
27 27 27 p

7-
27

3
7

 

l-
2

 

7-
27 p

9
7

 

l-
2

 

7-
27

-
27

我们可以清楚地看到这三个次序统计量的分布是不相同的．

进 一 步，我们可以给出两个次序统计董的联合分布，如，x （I) 和 x (2 ) 的联合分布列为

%(2) 
X (I) 

2
 。

2
 

7
 

0

0

 

2
 

／
 
7

 
7

7

 。
2

2

／

／

9

4

3/27 

3/27 

1/27 
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19 7 
因为 P(x(l)

= 0)P(x(2)
＝ 0)＝ —x— 

27 27 ，而P( 元 (I )
= O,x<2l = 0)＝ 一 ，两者不等 ， 由此可看出27 

X(I)和x(2) 是不独立的．
接下来我们讨论次序统计量的抽样分布，它们常用在连续总体上，故我们仅就总

体X的分布为连续的情况进行叙述
二、单个次序统计量的分布

定理5.3.3 设总体X的密度函数为p(x)，分布函数为F(x), x1 , x2 , … ,xn 为样
本，则第k个次序统计量x(k) 的密度函数为

n! p,(x)= (k-1)! (n-k)! (F(x))H (I-F(x))"-•p(x). (5.3.13) 

证明 对任意的实数x，考虑次序统计量xO) 取值落在小区间(x,x+�x]内这一事
件，它等价于“ 样本容僵为n 的样本中 有1个观测值落在(x,x+�x]之间（多于一个观
测值落在区间（元，无＋A习的概率是心的高阶无穷小量 ， 后同），而有k-1个观测值小于
等于x，有n－K个观测值大于x+�x"，其直观示意见图5.3.5.-x+D.x 

图 5.3.5 %(4) 取值的示意图

样本的每一个分量小于等于元的概率为F(x)，落人区间(x,x+A兀］的概率为F(x+
Ax)-F(x)，大于x＋心的概率为1-F(x+A元），而将n个分量分成这样的三组，总的分
法有 n! 

(k-1) !1 ! (n-k) ! 种于是，若以F,(X)记X(k) 的分布函数，则由多项分布可得

F,(x + iix) - F,(x) ""�(F(x))H (F(x + iix) -(k - 1)! (n-k)! 
F(x))(l - F(x +iix))"-•, 

两边除以 Ax，并令iix----+0，即有
F, (x + iix) - F 1 (x) p,(x) =lim 

Ax_。 Ax
n! 

(k - 1)! (n - k)! = �(F(x))1 - 1p(x) (l - F(x) r-·,

其中p,(X)的非零区间与总体的非零区间相同特别，令k=l和k=n 即得到最小次序
统计量X(I)和最大次序统计量x(n)的密度函数分别为

p 1 (x) = n • (1 - F(x))'-1p(x),
p,(x) = n. (F(x) r- 1p(x). 

例5.3.7 设总体密度函数为
p(x)=3x2 , 0<兀＜I,

现从该总体抽得一个容量为5的样本，试计算P(x(2)＜l/2)．
解 我们首先应求出x(2) 的分布．由总体密度函数不难求出总体分布函数为

(5.3.14) 
(5.3.15) 
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F(x) － ｛:03 : : : ＜l
由公式(5.3.13)可以得到 x (2)的密度函数为5 ! p 2(x) =�(F(x))2 -1p(x)(l - F(x)) 5-2 

于是

(2-1)! (5 - 2)! = 20 · x3 · 3x2 · (1 - x3) 3 

= 60x5(1 - x3) 3, 0 < x < 1, 
P(x (2 > < l/ 2) = {1260立l-x 3) 3 dx 。= f820y(1 -y) 3dy = (.20(z 3 - z4)dz 。

= 5(1 － 丘） 4) － 4（ l f`） 5 ) ＝ 0 120 7 
例5.3.8 设总体分布为V(O,l)，X I 'X2,…,xn 为样本，则其第k个次序统计量的

密度函数为 n! p,(x) = (k-1)! (n-k)! 无k-1(1-兀） n
－ K, 0 < x < l, 

这就是§ 2.5 中介绍的贝塔分布 Be(k,n-k+l)，从而有 E(元 O))= — —k n+l 
三、多个次序统计量及其函数的分布
下面我们讨论任意两个次序统计蜇的联合分布．对三个或三个以上次序统计量的

分布可参照进行．
定理 5.3.4 在定理 5.3.3的记号下，次序统计量(x ( 1),x O) ) （彴）的联合分布密度

函数为 n! p/y,z) = (i -l) ! (j -i - l) ! (n - j) ! [F(y)f-1[F(z) -F(y)］厂i-1 •
[ l -F(z) ]"-1p(y)p(z), y :!:, z, (5.3.16) 

证明 对增量 Ay,Az以及 y<z，事件 !xc;> E (y,y+Ay],xu> E (z,z+Az] ｝可以表述
为＂容量为n的样本 x i ,x2,…，x九 中有 i -l个观测值小于等于 y ，一个落入区间(y,y+Ay],j-i-1个落入区间(y+Ay,z]，一个落入区间(z,z+Az] ，而余下 n-j个大于 z+Az"
（见图 5.3.6).
于是由多项分布可得P(xc;> E (y,y + Ay),x<i> E (z,z + Az)) n! ｀一1(i -l) ! l ! (j - i - l) ! l ! (n -j) ! [F(y)r'p(y)Ay[F(z) -

F(y + Ay)］'一，一1p(z)Az[l - F(z + Az) r-,,
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-y y+�y z z＋心

图5.3.6 扛 ） 与无U) 取值的示意图

考虑到F（元 ）的连续性，当tiy-o'tiz-o时有F(y+tiy)-F(y),F(z+!1z)-F(z)，于是P(xc,) E (y,y + !1y),xu) E (z,z + !1z)) P,) (y,z) =. I�� 

定理得证．

6r-o ．庄 o !1y • !1z 
n! (i - I) ! (j - i - I) ! (n - j) !=�[F(y)]'-1 [F(z) -

F(y)］＇一 ，一1 [ I - F(z) ]•-ip(y) p(z).
在实际间题中会用到一 些次序统计量的函数，如：R．＝无 (n)

一无0) 称为样本极差，是一个很常用的统计量，要推导这个统计量的分布原则上并不难，我们只要使用定理5.3.4以及第三章讲过的随机变量函数的分布求法即可解决．但它们的分布常用积分表示，只在很少几种场合可用初等函数表示，下面是一个样本极差的分布可用初等函数表示的例子例5.3.9 设总体分布为U(0,1)，凡，无2 '…，x.为其样本，则 (Y,Z)= (x,1),x <•l)的联合密度函数为 p(y,z) = n(n-1) (z-y) •-2, O<y<z< 1. 令R = Z-Y，由R>O,O<Y<Z<l ，可以推出O<Y = Z-R:s;;l-R，则 （Y,R)的联合分布密度为p(y,r)= n(n-1)产， y>O,r>O,y+r< 1, 于是R 的边际密度函数为
PR (r) = t.n(n - l)r"-2dy = n(n - l)产(l - r), O < r < l,

这正是参数为 (n-1,2) 的贝塔分布．
5.3.6 样本分位数与样本中位数

样本中位数mo.5也是一个很常见的统计量，它也是次序统计量的函数，通常如下定义：
乍）， n为奇数，m05 = {;『信） 十元（和））， n为偶数

譬如，若n= 5，则mo.5 = 元 ( 3) ，若几 ＝ 6，则mo.5 = —(元 ( 3) ＋无 (4) ).2 更 一般地，样本 p分位数mP 可如下定义：
兀 ( [np+I]) • mp 

= ｛+(x (np) + x (np+1) ）， 
若np不是整数，
若np是整数
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譬如，若 n= lO,p= 0.35，则 m035= x (4) ，若 n= 20,p = 0.45，则 mo.45 ＝
了（ x (9) +x (10> ) ·

对多数总体而言，要给出 样本p分位数的精确分布通常不是一件容易的事．幸运的
是当 n-+(X) 时样本p分位数的渐近分布有比较简单的表达式，我们这里不加证明地给
出如下定理

定理 5.3.5 设总体密度函数为 p（父），xP 为其 p 分位数，p(x)在斗处连续且 p(xP)>
0，则当 n-+(X) 时样本p分位数 mP 的渐近分布为

mp.....:... N(xP,⇒一（ x勹）
特别，对样本中位数，当n--+oo时近似地有

l 
mo.s ...!.. N(无05,4n. p飞））

例 5.3.10 设总体为柯西分布，密度函数为

其分布函数为

1 p(x;(J） ＝ 
叭1 + (x -(J））2

' 

I I 

-oo <x <oo,

F(x;()） ＝—+—arctan(x -())． 2 1T 

(5.3.17) 

(5.3.18) 

不难看出 0 是该总体的中位数，即 Xo.5= ()．设 X1,X2,…，xn 是来自该总体的样本，当样本
量 n 较大时，样本中位数 m05的渐近分布为

mo.5 ...:...N（心）
通常，样本均值在概括数据方面具有一定的优势．但样本均值也有其不足之处．设

我们有 5 个数 3,5,9,I0,13，则其均值为(3+5+9+10+ 13)/5 = 8．如果我们不小心将 13
错输入为 133 （比如在计算机输入时将 3 连按 2 下），则均值即变为(3+5+9+10+ 133) /5 
= 32这说明均值受极端数值影响较大，与之相对应，中位数则不受极端值的影响，因
此，当数据中含有极端值时，使用中位数比使用均值更好，中位数的这种抗干扰性在统
计中称为具有稳健性．

5.3.7 五数概括与箱线图
次序统计量的应用之一是五数概括与箱线图在得到有序样本后，容易计算如下

五个值：最小观测值丸 ，n =x (I) ，最大观测值 x m喜'=x (n) ，中位数 mo.5，第一 4 分位数 Q l
= 

mo.25和第三 4 分位数 Q3
= m。75．所谓五数概括就是指用这五个数
Xm;n, Q,, mo.5, Q3, Xmu 

来大致描述 一批数据的轮廓．
例 5.3.11 表 5.3.7 是某厂 160 名销售人员某月的销售量数据的有序样本，由该批

数据可计算得到：无m;n = 45,Xmu = 319, m05 = 181, QI= 144, Q3 = 212. 



§ 5.3 统计量及其分布 Ill

表5.3.7 某厂160 名销售员的月销售量的有序样本

45 74 76 80 87 91 92 93 95 96 

98 99 104 106 111 113 117 120 122 122 
124 126 127 127 129 129 130 131 131 133 
134 134 135 136 137 137 139 141 141 143 
145 148 149 149 149 150 150 153 153 153 
153 154 157 160 160 162 163 163 165 165 
167 167 168 170 171 172 173 174 175 175 
176 178 178 178 179 179 179 180 181 181 
181 182 182 185 185 186 186 187 188 188 
188 189 189 191 191 191 192 192 194 194 
194 194 195 196 197 197 198 198 198 199 
200 201 202 204 204 205 205 206 207 210 
214 214 215 215 216 217 218 219 219 221 
221 221 221 221 222 223 223 224 227 227 
228 229 232 234 234 238 240 242 242 242 
244 246 253 253 255 258 282 290 314 319 

五数概括的图形表示称为箱线图，由箱子和线段组成．图 5.3.7 是例 5.3. 11 中样本
数据的箱线图，其作法如下：

(I)画一个箱子，其两侧恰为第一 4分位数和第三 4分位数，在中位数位置上画
一条竖线，它在箱子内这个箱子包含了样本中50％的数据；

(2) 在箱子左右两侧各引出一条水平线，分别至最小值和最大值为止．每条线段包
含了样本中 25％的数据．

45 二I l l 

144 181 212 

图 5.3.7 月销售量数据的箱线图

9

,
I
I
I
I1

31
 

箱线图可用来对样本数据分布的形状进行大致的判断．图 5.3.8 给出三种常见的
箱线图，分别对应左偏分布、对称分布和右偏分布．

厂＼/－、 I I /-、
I \ 

三一二
左偏 对称 右偏

图 S.3.8 三种常见的箱线图及其对应的分布轮廓

如果我们要对几批数据进行比较，则可以在一张纸上同时画出这几批数据的箱线
图．图 5.3.9 是根据某厂 20天生产的某种产品的直径数据画成的箱线图，从图中可以清

楚地看出，第18天的产品出现了异常．
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:00:j [』［』[[ [』\＼ j [[[』[』』[30 卜， I l l l I I I 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 14 16 18 20 
图5.3.9 20天生产的某产品的直径的箱线图

I.在 一本书上我们随机地检查了10页，发现每页上的错误数为
4 5

 
6

 
。 3 4 2 4 

试计算其样本均值 、样本方差和样本标准差．
2.证明对任意常数c,d，有

L(x,-c)(y,-d) = L巨 － 句（y, － 了） ＋n(x -c)（了 － d).
'＝ 1 ,  ＝ l 

3.设丸，X2 ' 心和Y,,Y2 , ···,y,是两组样本观测值，且有如下关系
r,= 3x,-4,i= 1,2,·",n, 

试求样本均值X和了间的关系以及样本方差s：和s:间的关系．
) ” 1 ” 

4.记云n =－ 2 x， 心＝— —-L (X; - x,)', n = l, 2, ，证明n f;, ''" n-lf;, 
_ ＿ 1 _ 凡 ， ＝ x" 十一（无 一x)，n + I ”· l n 

2 n - l 2 s:.. = -s- + .., - x n " n + I (xn令 l -n) 2. 

5.从同 一 总体中抽取两个容量分别为n,m的样本，样本均值分别为云口 X2 ，样本方差分别为s:'
s:，将两组样本合并，其均值、方差分别为x,s2 ，证明

， 
2 

一
无m

m
 

＋
＋

 

l
n
 

-x n ＝
 

-
x

(n - I) s: + (m - I) s� nm（云I -立） 2

s = n+m-1 · (n+m)(n+m+l)0 

6.设有容量为n的样本A，它的样本均值为；A ,样本标准差为SA ，样本极差为RA ，样本中位数为
mA 现对样本中每 一个观测值施行变换

y = ax+b, 
如此得到样本 B ，试写出样本 B 的均值 、 标准差、极差和中位数．

7.证明容量为2的样本x 1 ,x 2的方差为
I s2 ＝了（X 1 - X2) 2 

8.设x 1 ,x2,...,x,是来自U(-1,1)的样本，试求E(x)和Var（云）．
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9.设总体二阶矩存在 ， 丸，x,' ＇无＂是样本，证明X,-X与3元（＂勺）的相关系数为一(n-1)主

10.设丸，x,, ···,x,为一个样本，s'=
I —2 区 － i尸是样本方差，试证

n - I, ＝ 1 

n(n - I) t'; 
2 (x, － X,) 2 =s2. 

11.设总体4阶中心矩"•=E[x-E（兀）尸存在，试证对样本方差s2 =——-2 (x, －云尸， 有n - 1;';, 
n(v厂矿） 2(v.-2矿） v4-3矿

Var(s')= 
(n-1)2 (n-1)2 ·n(n-1)2 1 

其中矿为总体X的方差．
12.设总体X的3阶矩存在，若丸，父2' ，无＂是取自该总体的简单随机样本，云为样本均值，s2 为

113 
样本方差 ，试证Cov(x,s')=—勹其中113 =E[x-E(x)) 3.

13.设云， 与x2 是从同一 正态总体N(µ，矿）独立抽取的容量相同的两个样本均值．试确定样本容
量n，使得两样本均值的差超过c的概率不超过0.01.

14.利用切比雪夫不等式求抛均匀硬币多少次才能使正面朝上的频率落在(0.4,0.6)间的概率

至少为0.9如何才能更精确地计算这个次数？是多少？
15.从指数总体Exp(118)抽取了40个样品，试求；的渐近分布．

16设x ] ，x2, ，x 25 是从均匀分布U(0,5)抽取的样本，试求样本均值i的渐近分布．

17设x 1,x2, · ··,Xio是从二点分布b(1,p)抽取的样本 ，试求样本均值X的渐近分布．

18设x,,x 2, ···,x,是从正态总体N(10,9)中抽取的样本，试求样本均值云的标准差．

19. 切尾均值也是一个常用的反映样本数据的特征量，其想法是将数据的两端的值舍去，而用剩

下的当中的值来计算 样本均值，其计算公式 是

父 （［心J•I) + Xl[oa] ,2 1 +... +义 I ,-［心 ］ 1 
n - 2[ 几a]

其中O<a<1/2 是切尾系数，无 Ill �X l21 �... �X I •!是有序样本现我们在某高校采访了16名大学生， 了

解他们平时的学习情况，以下数据是大学生每周用于看电视的时间（单位h)

。
l
x

15 14 12 9 20 4 17 26 15 I 8 6 10 16 15 5 8 

取a = 1116 ，试 计算其切尾均值．
20. 有 一个分组样本如下

区间 组中值

(145,155 J 150 
(155,165] 160 
(165,175] 170 
(1 75, 1 85 ] 180 

频数

4
8
6
2

 试求该分组样本的样本均值、样本标准差、样本偏度和样本峰度 ．

21.检查四批产品，其批量与不合格品率如下

批号 批量 不合格品率

100 0.05 

2 300 0.06 

3 250 0.04 

4 150 0.03 
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Ill第五章 统计量及其分布试求这四批产品的总不合格品率．22.设总体以等概率取1,2,3,4,5，现从中抽取一 个容量为4的样本，试分别求 X fl I 和父 ，41的分布．23.设总体X服从几何分布，即P(X=k)= pqH ,k= 1,2, ，其中O<p<l,q=1-p，也，父2 '...,x.为该总体的样本．求环 ， x,,1的概率 分布24.设 丸 ，无2, ，尤 16是来自N(8,4)的样本 ， 试求下列概率(I) P(x 1161>10);(2) P(x1 , 1 >5).25.设总体为韦布尔分布，其密度函数为
m- I mxm -, r / X \ m p(x;m,TJ) = 7exp{ －（订｝， X > 0, m > 0, TJ > 0. 现从中得到样本 丸 ，x,, ＇气，证明 X 11， 仍服从 韦布尔分布，并指出其参数．26.设总体 密度函数为p(x) = 6x(1-x) ,O<x< I,x,,x2 , ··· ,工9是来自该总体的样本，试求样本中位数的分布．27.证明公式

忑(:) p'(I - p) ”一 • = rl �J'.x'(I - x)•-,-Jdx,其中0 :s;; p :s;; I( n-r-1)! J,
n ;2(；X:Li)（色：：：1/证：＜：：F：n;1:a/连n/

续2：
的

：

又
<u/：:1:＋2/#）体；欠序统自十量此＃体的欠序统计量设

L a,（n+2a2) a2(n+2a2) l 其中a, ＝ —-,a 2= 」一．n+I · • n+I29.设总体X服从N(O,l) ，从此总体获得 一 组样本观测值x 1 = O,x2 = 0. 2,x1 = 0.25,x4 = -0.3,x5 = －0.l，元6 = 2,x, = 0.15,x, = I,X9 = -0. 7,x,o = -1. (I)计算x= 0.15 (即x<6J )处的El F(x161 ) I, Vari F(x161 ) I;(2)计算F(x161)在 x = 0.15的分布函数值．30在下列密度函数 下分别寻求容量为n的样本中位数mo.s的渐近分布( I) p ( x) = 6x(1-x) ,O<x<I,(2) p(x) = －—- (x-µ) 2平(Texp{ 2(T 2 }(3) p(x)={ 2x, O<x<I,O, 其他，
入(4) p(x) ＝一e一人'''.2 31.设总体X服从双参数指数 分布，其分布函数为



§ 5.4 三大抽样分布 Ill

F(x)＝{1-exp｛于｝，::
0, x�µ, 

其中， 2 -00 <µ<ao,u>0,x 111 �x 口I �.. ·�x l ,J为样本的次序统计量试证明 (n-i-1)—-（X 1;1 -x 任11 )服
从自由度为2的X2 分布(i=2,3, ···,n) . 

32.设总体X的密度函数为
3x 2, O<x< I, p(x) = {。， 其他，

o·

兀 lll �X l21 � X121 <x (5) 为容量为5的取自此总体的次序统计量，试证一－与x (4) 相互独立．
X ( 4) 

33. (I) 设x (l) 和x h1 分别为容量n的样本的最小和最大次序统计量，证明极差R, =x 1,1 -x i ,)的
分布函数

F,.(x) = nf_ [F(y + x) - F(y) r'p(y)dy,
其中F(y)与p(y) 分别为总体的分布函数与密度函数，

(2)利用(I)的结论，求总体 为指数分布Exp（入）时，样本极差凡的分布．
34设丸，X2 1... 1X"是来自U(0,8)的样本 ， X111 :s;x 口I ,s;. :s;x { ,) 为次序统计量，令

丸，IY, =—,i = 1,2, ···,n - I, yn = x 口 ，X (1+ I} 
证明 r门 Y2, ·,Y,相互独立

35.对下列数据构造箱线图
472 425 447 377 341 369 412 419 
400 382 366 425 399 398 423 384 
418 392 372 418 374 385 439 428 
429 428 430 413 405 381 403 479 
381 443 441 433 419 379 386 387 

36根据调查，某集团公司的中层管理人员的年薪数据如下（单位万元）
40.6 39.6 43.8 36.2 40.8 37.3 39.2 42.9 
38.6 39.6 40.0 34.7 41. 7 45.4 36.9 37.8 
44.9 45.4 37.0 35.1 36.7 41.3 38.1 37.9 
37.1 37.7 39.2 36.9 44.5 40.4 38.4 38.9 
39.9 42.2 43.5 44.8 37.7 34.7 36.3 39.7 
42.1 41.5 40.6 38.9 42.2 40.3 35.8 39.2 

试画出箱线图

§ 5.4 三大抽样分布

大家很快会看到，有很多统计推断是基于正态分布的假设，以标准正态变量为基石
而构造的三个著名统计量在实际中有广泛的应用，这是因为这三个统计量不仅有明确背
景，而且其抽样分布的密度函数有显式表达式，它们被称为统计中的“ 三大抽样分布 “ .
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若设无 I ,X2,…，无n 和 y 1 ,y2, …，Ym 是来自标准正态分布的两个相互独立的样本，则此
三个统计量的构造及其抽样分布如表 5.4.1 所示．

表5.4.1 三个著名统计呈的构造及其抽样分布

统计量的构造 抽样分布密度函数 期望 方差

2 l. l x =x +x +… l 
1 2 ＋丸

(y扛讨＋...＋亡）／mF= （式＋寸＋…＋式）／n

rl 
t-

✓（式＋x扣…＋式）／n

I ..'.'..-1 -上p(y)= - y2 e 2 (y>O)
r(宁）2”f2 

m+m, m r -－－ — 
p(y)= (2)(n) mf

2 
2 I 

吁）吁）
y 2 . 

、
丿。＞y（

 

宁`

J

 

y
 

m-
n

＋l
'
，

 叮） ” 1
p(y) ＝

二吁） （叶）
丁

(-00 <y<oo) 

n 

Ìj

2

2

 

n-
－

>
 

n

n

 

(
 

2n 

2n 2(m+n-2) 
m(n-2) 2(n-4) 

(n>4) 

。
(n> I) 

n 
n-2 

(n>2) 

下面我们将对它们逐个进行推导与说明．

5.4.t x2 分布（卡方分布）

定义5. 4. 1 设 Xi 'X2 , …，凡独立同分 布于标 准 正 态 分 布 N ( O, 1)， 则

X2 ＝对＋X扛…＋戏的分布称为自由度为n 的 X2 分布，记为 X2 ~X2(n) ．

在第三章我们已经指出，若随机变量 X~N(O,l) ，则 X2 ~ Ga(1/2, 1/2) ，根据伽马
分布的可加性立有 X2 - Ga (n/2, l /2) = X2 (n) ，由此可见，X2 (n) 分布是伽马分布的特
例，故 X2(n) 分布的密度函数为

(1/2) 2 宁－I -+
p (r) = �r 2 · e 2 f(n/2) r ,  y>O. (5.4. l) 

该密度函数的图像是一个只取非负值的偏态分布，见图5.4. l，其期望等于自由度，
方差等于 2 倍自由度，即 E(X2 )= n, Var(X2)= 2n.

0.18 1 

0.16 
0.14 
0.12 
0.10 
0.08 
0.06 
0.04 
0.02 

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 
图5.4.1 x2 (n)分布的密度函数
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例 5.4.1

数，求统计量
设元 1 ，无2，…，父n 是来自正态分布 N(µ，矿）的一个样本 ，其中µ是已知常

T = L (X; - µ,) 2 
i = I 

(5.4.2) 

的分布
解 令y, ＝ （无厂µ,)lu,i=l,2,…，n，则 Y 1 ,Y2,… ，y”是独立同分布随机变量，其共

同分布为N(0,l)，于是由定义 5.4. l知
T n 屯 一 µ,\ 2 

,;_ ； ＝ ；厂－） ＝ ； y？ ～ X2(n) ，

而T的密度函数为
l ' 几p(t) = － － 

e 互2t 2 I 

(2矿） n/2 r(n/2) ， t>O, (5.4.3) 

这就是伽马分布Ga(；飞�). (5.4.3) 式与 (5.4.1) 式在变量上只相差一个因子矿．
X2 分布有用的一个重要原因即是下面的定理．
定理 5.4.1 设气，环，…，气是来自正态总体 N(µ，矿）的样本，其样本均值和样本

方差分别为
- 1 .;..., -- 2 1 几

x = -2 x和s = ---2 (x - i)2 

n, ＝ 1' n -l, ＝ 1 
则有

(l) x与 s2 相互独立；
(2)正N(µ,，矿／n);

(n- l) s 2 (3) ~X2(n-l)． 
2 o· 

证明 x1 ,x2,…,xn 的联合密度函数为
n 

”(rµ) 2 ,  I 式－2n平＋ n矿
p(X 1 ,X2,…，x.) = (2矿） － n／

2 :了=(2矿） －"12 exp{-�}
记X=（凡，无2 ,…，气尸，取 一个n维正交矩阵 A，其第一行的每一个元素均为l/4; ， 如

1 1 

石 五
l－

五
l

卢
A= 声…

l 
J卢

l 
卢

。
2

 
卢

1 l 1 
✓n(n-l) J;『；二「了 ✓iu}二”

l－
石。
。
n-1

✓几(n-l)
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令Y=(y,,Y2,…,y九 尸＝AX，则该变换的雅可比 (Jacobi)行列式为 l，且注意到

- lx =－－y1, 五
n n 2 yf = Y TY = XTA TAX=2 d 

i = I i = I 

千是 r 1 ,y2, …，yn 的联合密度函数为

2 2 Ir: - 2fnr 1µ, + nµ, p(r 1,Y2, …，rJ = (21r矿） 一n/2 exp{ －＇＝ 1 26 2 } 
2y? ＋ （y 1 一丘µ) 2

= (2矿） － •12 exp{-�} 
由此， f = (r 1 ,Y2 , …，y几 尸的各个分量相互独立，且都服从正态分布，其方差均为

矿，而均值并不完全相同，Y2 , …,yn 的均值为 O,r 1 的均值为扛µ，这就证明了结论
(2). 由于 n n n n (n - l)s2 = 2 (x，－云） 2 =?式－ （五云）

2 ＝ 2y? －片＝ 2y;，
' = 1 ,  = l ,  ＝ 1 , ＝ 2 

这证明了结论 (1)，由于 Y2,…，Y. 独立同分布千 N(O，矿），于是

定理证明完成

(n - l) s 2 n 

2 = 2 广） 2 ～X 2(n - l)．o· ,＝2 O. 

当随机变量 X2 -X2(n)时，对给定 a(O<a<l)，称满足概率等式 P(X2 �x:_J n)) =
1-a 的 X沁(n)是自由度为 n 的 X2 分布的 1-a 分位数．分位数 X伈(n)可以从附表 3 中
查到譬如n = IO,a = 0.05，那么从附表 3 上查得x:_0_05(IO) = X沁(IO)= 18.31. 
5.4.2 F分布

X 1 /m 
定义 5.4.2 设随机变量 X l ~X2(m)，X2 ~X2(n)，凡与凡独立，则称 F = ——－的分X2/n 

布是自由度为 m与 n 的 F 分布，记为 F-F(m,n)，其中 m 称为分子自由度，n 称为分
母自由度．

下面分两步来导出 F 分布的密度函数．
x 1 

第一步，我们导出 Z ＝一的密度函数，若记 p 1 (x) 和 p 2 (x) 分别为 X2(m) 和X 2 

欢n)的密度函数，根据独立随机变量商的分布的密度函数的公式(3.3.22),Z 的

密度函数为

沪）＝『气P压）p凸） dx2
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I
 

m-
lz ° 宁－ I - -子(I+.)

(m) （n ) 土 f x e  d巧，。r - r-- 2 2 

2 / \ 2 

无2
运用变换 u = --::-(l+z)，可得2 

2一1 －宁z2 · (I + z) .. 工 一 1Pz(z) =
吁）吁）

f u 2 e-“du, 

最后的定积分为伽马函数叮
m+n 
寸，从而

r（气） f-1 －宁p z (z) = � z 2 · (1 + z) 2 , z ;;a,, 0.
吁）吓）

n 
第二步，我们导出F=.:.:_z的密度函数，设F的取值为y，对y�O，有

m + n 
(m ) m r 

Pr(y)=pz一YI. —= ( 2 ) m 了 一t /. . m 于 m 
n I n r（号）吁）

(�r) - (1 +了y) n 

r(m 2+ n) （勹 2

吁叶）
这就是自由度为m 与 n的 F分布的密度函数．该密度函数的图像是一个只取非负

值的偏态分布（见图 5.4.2).

＝ 
m令n/-'(l +于） 2 

8

7

6

5

4

3

2

1

 

。

．
．
． 

o
o
o
o

o
o

o
 

0.5 I 1.5 2 2.5 3 3.5 4 
图5.4.2 F分布的密度函数
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当随机变昼 F-F(m,n)时，对给定a (O<a<l)，称满足概率等式 P(F:s;;F 1 _Jm,
n)) = 1-a的 F 1_0(m,n)是自由度为 m 与 n的 F分布的 1-a分位数．

由 F分布的构造知，若 F-F(m,n)，则有 1/F-F(n,m)，故对给定a(O<a<l),
1 

a = P(
7 :s:; F O (n, m)) = P(F � 

1 
F ) （凡(n,m)）·

从而
1 

叶F
:s;;凡（�) = 1 -a,

这说明
1 

凡（n,m)=�. (5.4.4) 
F 1 _0(m,n)

对小的a，分位数 F 1 _0 (m, n)可以从附表 5 中查到，而分位数凡(m,n)则可通过
(5.4.4)式得到

例5.4.2 若取 m= 10, n = 5, a = 0. 05，那么从附表 5 上查得
F i -oos(10,5) = F。95(10,5) = 4.74, 

利用(5.4.4)式可得到
1 1 

F。.05(lO,5) ＝ ＝ －— =0.3. 
F。95(5,10) 3.33

推论 5.4. 1 设凡，气，…，又是来自 N（µ I ,叶）的样本， y I ＇巧，…，yn 是来自

N(µ2 ,u:）的样本，且此两样本相互独立，记

l m 

s 2 
= 2 (元1 - i)

2
,x m -l,＝ l 

其中

，.
I

兀

m
2i

l_
m

＿＿一
无

1 .; 

s 2 = 2 (y，一了）
2

'y n -l, = 1 

，．，
 
y

 

n
2i

l_
n

＿＿＿
 

-y
 

则有
2. 2 s /6 

F=� ~ F(m -l,n - I). 2. 2 s·lu

特别，若矿＝ 6：，则F=s：纣～F(m-l,n-l).

证明 由两样本独立可知， s:与 s：相互独立，由定理 5.4.l知，

(m - l)S: 
~ X

2
(m - l), 

o·

(5.4.5) 

(n - 1)/ 
2 

� ~ x\ n - 1).
o· 

2 

由 F分布定义可知 F~F(m-l,n-1).

5.4.3 t分布

x i 
定义 5.4.3 设随机变量凡与凡独立且 X 1 ~ N(0, 1),X2 ~X2(n) ，则称 t=－－—的

平
分布为自由度为 n的 t分布，记为 t~t(n).
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§ 5.4 三大抽样分布 Ill

下面导出t分布的密度函数．由标准正态密度函数的对称性知，凡与－凡有相同分
布，从而 t 与－t 有相同分布这意味着：对任意正实数y有

P(O < t < y)=P(O <-t < y)=P(-y < t < 0), 
于是

P(O < t < y) = --;:-P(t2 < y2 ).2 
X2 

由 F 变量构造可知，t2 = —上～ F(l,n) ，将上式两边关于 y 求导可得 t 分布的密度X2/n 

函数为

l + n\ I l 

r( 2 ) （了） 导
p,(y) = YP F 矿） ＝ 

叶飞）
(y2 ) +-1 (l ＋扫） Y 

尸2 2 号」

= ） 1+ [ ， - OO < y < OO. 

石r巨） （几）
这就是自由度为n的 t 分布的密度函数．

t分布的密度函数的图像是一个关于纵轴对称的分布（见图 5.4.3) ，与标准正态分
布的密度函数形状类似，只是峰比标准正态分布低一些，尾部的概率比标准正态分布
的大一些．

0.40 

0.35 

0.30 

0.25 

0.20 

0.15 

0.10 

0.05 。-6 -4 -2 。

---- N(O, I)
— 1(4) 

2 4 6 

图 5.4.3 t分布与 N(O, I) 的密度函数

·自由度为l的 t 分布就是标准柯西分布，它的均值不存在．
• n>l 时，t分布的数学期望存在且为 0.
• n>2 时，t分布的方差存在，且为 nl(n-2).

·当自由度较大（如 n::!=30) 时，t分布可以用 N(O, 1)分布近似．
t分布是统计学中的一类重要分布，它与标准正态分布的微小差别是由英国统计
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学家戈塞特(Gosset)发现的在 1908 年以前，统计学的主要用武之地先是社会统计，尤
其是人口统计，后来加入生物统计问题．这些问题的特点是，数据 一 般都是大量的、自
然采集的，所用的方法多以中心极限定理为依据，总是归结到正态 ， k．皮尔逊就是此时
统计界的权威 ，他认为正态分布是上帝赐给人们唯 一 正确的分布．但到了 20 世纪 ， 受人
工控制的试验条件下所得数据的统计分析问题日渐引人注意．此时的数据量一般 不
大，故那种仅依赖于中心极限定理的传统方法开始受到质疑．这个方向的先驱就是戈
塞特和费希尔．

戈塞特年轻时在牛津大学学习数学和化学，1899 年开始在一家酿酒厂担任酿酒化
学技师，从 事试验和数据分析工作．由于戈塞特接触的样本容量都较 小，只有四五个，

通过大量试验数据的积累，戈塞特发现t＝扛飞云－µ,)Is 的分布与传统认为的 N(0, 1)分
布并不同，特别是尾部概率相差较大，表 5.4.2 列出了标准正态分布 N(0, l)和自由度
为4的t分布的一些尾部概率．

X-N(O,I)

x~t(4) 

表 5.4.2 N(0, I) 和 t(4) 的尾部概率 P(IXI;;;::c) 

c = 2 

0.045 5 

0.116 I 

c = 2.5 

0.012 4 

0.066 8 

c = 3 

0.002 7 

0.039 9 

C = 3.5 

0.000 465 

0.024 9 

由此，戈塞特怀疑是否有另 一个分布族存在，但他的统计学功底不足以解决他发
现的问题，于是，戈塞特于 1906 年到1907 年到K．皮尔逊那里学习统计学，并着重研究
少量数据的统计分析问题，1908 年他在 Biometrics 杂志上以笔名 Student （工厂不允许

其发表论文）发表了使他名垂统计史册的论文：均值的或然误差．在 这篇文章中，他提
出了如下结果：设 x 1 ,x2, …，xn 是来自 N(µ，矿）的独立同分布样本，µ,矿均未知，则

✓n (x-µ) 
服从自由度为 n-1 的t 分布．可以说，t 分布的发现在统计学史上具有划时代

的意义，打破了正态分布一统天下的局面，开创了小样本统计推断的新纪元，小样本统
计分析由此引起了广大统计科研工作者的重视．事实上，戈塞特的证明存在着漏洞，费
希尔注意到这个问题并于 1922 年给出了此问题的完整证明，并编制了t分布的分位
数表

推论 5.4.2 设 x 1 ,x2,…，xn 是来自正态分布 N(µ，矿）的一个样本，云与 s
2 分别是

该样本的样本均值与样本方差，则有

五(i-µ)
t=�~t(n -1). 

s 
证明 由定理 5.4.1(2)可以推出

X - µ, 
~ N(0,l)， 

矿石
将(5.4.6)左端改写为

(5.4.6) 



§ 5.4 三大抽样分布 Ill

i -µ
石（云－µ,) ul Jn 

(n - l)s
21(T

2 

n - I 

由于分子是标准正态变量， 分母的根号里是自由度为n-1的X2
变量除以它的自由度，

s
 

且分子与分母相互独立，由t分布 定义可知t-t(n-1)，推论证完．
推论5.4.3 在推论5.4.1的记号下，设矿＝式＝矿，并记

＿＿＿
 

2

3s
 

(m - l)s� + (n - l)s: 

m n 

2 (x, ＿ X)
2 + 2 (yi －了）

2

i = I i = I 

m+n -2 m+n-2 

则
(X - y) - (µ,I - µ,2) 

-t(m+n - 2).

s., ` (5.4. 7) 

证明 由正N(µ, I 矿／m），y~N(µ2'矿／n)五与了独立，故有

x-了 ～ N(µ, 1 - J.1,2, (� + �）叶，
所以

(x -了） － （µ 1 - µ2) 
~ N(O,l). ｀勹

2 
(m-l)s:,. . (n-l)s� 

由定理5.4.l知， 2 ～X
2

(m- l) 
2 

2 ~X (n-l)，且它们相互独立，则由可加
0. (J 

性知

(m + n - 2)s: 
2 o·

(m - l)s: + (n - l)S:, 
= � ~ X

2
(m + n - 2).

o·

由于云分与亡相互独立， 根据t分布的定义即可得到(5.4. 7)式．

当随机变量 t~t(n)时，对给定的a(0 <a<1)，称满足概率公式P (t � t 1 -a (n)) = 

1-a的tI-a (n)是自由度为n的t分布的1-a分位数．分位数t1 -a(n) 可以从附表4中查

到譬如n = 10,a= 0.05，那么从附表4上查得ti -o.05 (10)= t095 (10)= 1.812 5.

由千t分布的密度函数关于0 对称，故其分位数间有如下 关系
t。(n) =- t1 _Jn). (5.4.8) 

譬如，t00/ 10) = -t0 9/ 10) = -1. 812 5. 

当n较大时（如n:::: 30), t 分布的分位数常可用标准正态分布 分位数代替，如

t095 (40) = u0_95 = 1.645. 
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r 习 题 5: -i

I.在总体 N(7.6,4)中抽取容量为 n 的样本，如果要求样本均值落在(5.6,9.6) 内的概率不小千0.95，则 n 至少为多少？2. 设 x1 'X2 I ，气是来自 N(µ,16)的样本，问 n 多大时才能使得 P(|X-µ | ＜ l) >0.95 成立？3. 由正态总体 N(100,4)抽取两个独立样本 ，样本均值分别为云，y，样本容量分别为 15,20，试求P(I ；分 l>o.2).
20 4. 由正态总体 N(µ,(T ）抽取容量为 20 的样本，试求p (10(T2 ,s; � (x - µ) 2 ,s; 30(T 2 l.） 5. 设气， x2 '...,xt6 是来自 N 伍，矿）的样本 ， 经计算 X =9,s2 =5.32 ， 试求 Pt lx-µ l<0.6).

6.设气，气， ，气是 来 自N伍，I)的 样本， 试确定最小的 常 数 c,使 得对任意的 µ ;;;,:0,有P(I i I <c),s; a. 7. 设随机变量 X-F(n,n) ， 证明 P(X<l)=0.5.8. 设随机变量 X~F(n,m)，证明 Z=�x/(I+五-x) 服从贝塔分布，并指出其参数

9. 设气， x2 是来自 N(O,(T2)的样本 ， 试求 Y=（气） 2

的分布．

10. 设总体为 N(0,1) ，气，无2 为样本，试求常数 k ， 使得

P(�>k) =0.05. �>k)
II 设气 ， 环 ， 尤＂是来自 N(µ, I(T2)的样本 ， 凡，Y, I··· 1Ym 是来自 N(µ2 ' 矿）的样本 ， c,d 是任意

两个不为0的常数， 证明

t = c丘 － µ,) + d（了 一
µ2) ~ t(n + m - 2), 

s匐言
2 . .. 2 (n-l)s·+(m-l)s 

其中亡＝ � 
' y n+m-2 12. 设气，:t2 ,

l' l n 
2 ，气， 父n+1 是来自 N(µ,a)的样本， x. =— 2x,s2 = －—-I (x, -x 广 ， 试求常

n , ＝ 1 , n n - l, = 1 , n 

X - X 
n令1

数c使得 t, = c�服从 t 分布， 并指出 分布的自由度．s 13. 设从方差相等的两个独立正态总体中分别抽取容量为 15,20 的样本，其样本方差分别为 s:'s:，试求 P(s�/s>2)14. 设 x, ，环 ， x15 是总体 N(O，矿）的一个样本，求

式＋式＋＋式。
r = 

2(斗＋斗＋＋斗）

的分布．15. 设（ x, ，X2 '...,X,1)是来自正态分布 N 伍 ， 矿）的一个样本 ， ；与 s2 分别是样本均值与样本方
差．求 k，使得 P（云＞µ+ks)=0. 95.



§ 5.5 充分统计量 Ill

16.设总体X服从N(µ，矿），矿＞0，从该总体中抽取样本元 ，，气， ，.x2. (n;;;,, I)，其样本均值为
I 五i =— 2 气，求统计量y = 2 E ＋凡 ， － 2年的数学期望

2n i = l i = l 

17.证明若随机变量t~t(k)，则对r<k有

E(t')= 

并由此写出 E(t)与Var(t).

0, 
叫芍吁）

石r片）

r为奇数，

' r为偶数．

k m 18.证明若随机变量F~ F(k,m)，则当－—－＜r<—-2 2 时有

叫上＋r) r 互一r
E{ F') = 2) （2)

叫勺吁）
由此写出 E(F)与Var(F).

19.设丸，庄 ，无．是来自某连续总体的 一 个样本．该总体的分布函数 F（兀）是连续严增函数，证
明统计量T = - 2 L lnF区）服从X2(2n).'＝ 1 I :. 

20. 设丸 ， 环 ，x.是来自正态总体 N 伍，矿）的 一 个样本．s: =—-2 (x ， 一i尸是样本方差，n - I, · l 
试求满足P(§<1 5) >095 的最小 n值

I :.
21. 设丸，:t2 1 ···,x.独立同分布服从 N 伍，矿）x=—-- I， 心 ，，s2 =——2(x ， 五）2,记€=(x广n,= I n  -l, • 1 

几x) Is试找出§与t分布 的联系，因而定出§的密度函数（提示作正交变换九气店，y2= {厂二压 －n-1 
X) ， y, ＝ 2 句xi,i = 3,...,n).

j• I 

兀 x. +x 
22.设x,凸， ，x.相互独立，无，服从X2(n;), i = I, 2, · · ·, m．令U l = -,U产 ， ，U.,_, = X, +x2 元 ， 飞飞

x 1 +x2+ ＋元m-I 证明u,,u2,...,u 相互独立且U ，服从Be( n1 +n2+· · · +n, n,+l 
元 ， 十平 · +xm 

.. ， m-1 , 2 '寸 ，i= 1,2,...,m -1
（提示令U.. ＝x, +x2+.. ·+x,.，作变换x,=U,u2 从，X2= U2从从－u,u2...u.. ' ，x.. =u.. -u.. _,儿）．

§ 5.5 充分统计量

5.5.1 充分性的概念

构造统计量就是对样本进行加工，去粗取精，简化样本，便于统计推断．但在加工
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过程中是否会丢失样本中关千感兴趣问题的信息？如果某个统计量包含了样本中关
千感兴趣问题的所有信息，则这个统计量对将 来 的统计推断会非常有用，这就 是充分
统计量的直观含义，它是费希尔于1922年正式提出的，而其思想则源于他与天文学家
埃丁顿 (Eddington) 的有关估计标准差的争论中设 X 1 ,X2,…， X" 为来自 N(µ ，矿）的独
立同分布样本， 现要估计 6．费希尔主张用样本标准差s，而埃丁顿则 主张用如下的平均
绝对偏差

d =／惶 l x， 五I . ( 5.5.l) 

费希尔认为“ 在 s 中包含了样本中有关 6 的全部信息，而d则否 ＂ ，换句话说，s 是 充分
统计量，而d不是 ，故应选用s.

在给出充分统计量的严格定义之前，我们先看 一个例子．
例5.5.1 为研究某个运动员 的打靶 命中率0，我们对该运动员进行测试， 观测其

10次打靶结果，发现除第3、6次未命中外，其余8次都命中．这样的观测结果包含了两
种信息：

(I) 打靶10次命中8次；
(2) 2 次不命中分别出现在第3次和第6次打靶上．
第二种信息（序号）对了解 该运动员的命中率是没有什么帮助的：设想我们对该运

动员的观测结果是第l 、2次未命中，其余都命中，虽然样本观测值是不一样的，但它们
提供的关于命中率0 的信息是一样的因此，在大多数实际间题中，试验编号信息常常
对了解总体或其参数是无关紧要的

一 般地 ，设我们 对该运动员 进行n次观测 ，得到气，环，．．． ，气，每个兀，取值非0即
l， 命中为l，不命中为0，令T=x 1 +x2 +···十气，T 为观测 到的命中次数， 在这种场合仅仅
记录使用T不会丢失任何与命中率0 有关的信息，统计上将这种“ 样本加工不损失信
息” 称为＂ 充分性 ” .

上面我们直观地给出了关于“ 充分性 ”的叙述，接下 来我们从概率层面对之进行分
析我们知道， 样本X= （丸，气，…，xn)有一 个样本联合分布F/X)，这个分布包含了样

本中一切有关0的信息统计量T=T（丸，环，...,x.)也有一个抽样分布片(t)，当我们期
望用统计量T代替原始样本X并且不损失任何有关0的信息时，也就是期望抽样分布
F; (t)像F/X)一样概括了有关0的一切信息换言之，我们考察在统计僵T的取值为t
的情况下 样本X的条件分布F/XIT=t)，可能有两种情况：

• F。(XIT=t)依赖于参数0，此条件分布仍含有0的信息．
• F。 (XIT=t)不依赖于参数0，此条件分布已不含0的信息．

后者表明， 条件“T=t"的出现使得从样本联合分布F/X)到 条件分布F9(X I T=t)， 有
关0的信息消失了，这说明有关0的信息都含在统计量T 之中当 已知统计量T的取值
之后，也就知道了样本中关于 0的所有信息，这正是 统计量具有充分性的含义．

例5.5.2 设总体为二点分布b(l,O),XI ,X2 ,…，X九为样本，令T=XI +X2 +…＋x.' 

则 在给定T的取值后，对任意的一 组丸，气，…，气(�xi =t)， 有
i = I 
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P(X1 =丸，x2 =环，…，xn = xn IT =  t) 
n 一 1P(凡 ＝ 丸，x2 =气，…，Xn- 1 = xn - 1,X" = t - ix,)
i = I 

n p (� x, = t) n- 1 n - 1 

门 P(X' ＝ x') ． P （尺 ＝ t － 2 气
, ＝ 1 ＝ ` ＝ 1 )

(:)矿(1 - (J)” 一 1

＂一 1a-1 n- 1 仁 2 飞门矿(I - 8) 曰 ． 0 ，＝1 (l - 0)
l-“2 1 

i = I 

(：) ()＇ （1 -()）.-,
矿(1 -()) n -1 l 

(;)()`（l -0) n-l (:) 

i = I 

该条件分布与0无关若令S=X户＼ （几＞2），由于S只是用了前面两个样本观测值，显然没有包含样本中所有关于0的信息，在给定S的取值S=s后，对任意的一组气，气，…，冗九也飞 ＝ s），有P(X
1 =气，X2 =气,…，x. =元.IS = s)P(X

1 =气， x2 = s -丸，x3 =气，…，x. = x.) P(X
1 

+ X2 
= s) “2 x, n -,-2 z, 2 1 n-2 - 2 怎O, ＝ 3 (1 -()），:;"3()＇＝ l (l-()），＝ 3, 

= (:) ()＇ （l-0) 2, 
＝ 

(:）
， 

这个分布依赖于未知参数(),这说明样本中有关0的信息没有完全包含在统计量S中．从上例可以直观地看出，用条件分布与未知参数无关来表示统计量不损失样本中有价值的信息是妥当的．由此可给出充分统计量的定义．定义5.5.1 设丸，环，…，气是来自某个总体的样本，总体分布函数为F(x ;()），统计量 T=T（丸，巧，…，xn)称为0的充分统计量，如果在给定 T的取值后，丸，环，…，xn的条件分布与0无关．定义5.5.1中的未知参数0可以是一维的，也可以是多维的．应用中条件分布可用条件分布列或条件密度函数来表示．例5.5.3 设X 1,x2,…，xn是来自N(µ,,I)的样本，T=x，则T~N(µ,,1/n)，作变换
兀 1

=X 1, X2 = X2 ,…， xn- 1 =尤n一 1, t=x. 其雅可比行列式为 几，故X I,X2,…，x0_1,t的联合密度函数为
I r :一1

（ 
n- 1 归，X2 '…，无n - 1,t;µ,) = n(2,r) -n/2 exp{ － 了［ ；化 － µ）2 + nt- ； X, － µ) 

2 l} 
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= n(五）"12exp { -+ [ ix� + n矿＋ （nt) 2 + (ix, f -2ntµ, -2nt ix, ] }
＝几(2'TT）"12exp { - + [ n(t -µ,) 2 + ix: + (ix, -nt f - nt2 ] }, 
从而条件密度函数p)x1 ,x … µ 1 , 2 ，心－I I T=t)为

＝ 

pl'(凡，无2 ,"· ,xn -1,t)pl'（ 凡，Xi ,"',Xn -l IT =  t) = pJt) 
n (21r) -n/2 exp{ －归 n(l -µ,) 2 + ix: + (i xi -nl厂－叮｝

(2'TT/n ) 一）／iexp{-f(t-µ,) 2 }
＝五(21T）一（ •-1>12 exp{-+[ i式+ （`父, -nt f - nt2 ]}, 
该分布与µ无关，这说明云是µ的充分统计量．
5.5.2 因子分解定理

在统计学中有一个基本原则：在充分统计储存在的场合，任何统计推断都可以基
于充分统计量进行，这可以简化统计推断的程序， 通常将该原则称为充分性原则．然而
在一般场合直接由定义5.5.1出发验证一个统计量是充分的是困难的， 因为条件分布
的计算通常不那么容易．幸运的是，我们有一个简单的办法判断一个统计蜇是否充分，

这就是下面的因子分解定理，它由统计学家奈曼(Neyman)给出．为简便起见，我们引入
一个在两种分布类型通用的概念一—概率函数．J(x) 称为随机变量X的概率函数 ：在
连续场合，f(x)表示X的概率密度函数；在离散场合，f(x)表示X的概率分布列．

定理5.5.1 设总体概率函数 为f(x;()），X 1'Xz'…，x门 为样本，则T=T(x1 ,x2 ,…,
x.) (T可以是一维的，也可以是多维的 ）为充分统计量的充分必要条件是：存在两个函
数g(t,()）和h（丸，环，…，xn)使得对任意的()和任－ 组观测值丸`，…心,1f

f(丸，环，·· ·,x ; ()) ＝g(T(x1 ,环，... ,x.)'()）h(x1 '环，... ,x.) , (5.5.2) 
其中g(t,()）是通过统计量T 的取值而依赖于样本的．

证明 一般性结果的证明超出本课程范围，此处我们将给出离散随机变量下的证
明，此时 ，f(气，环，…，xn ;())＝P(XI=丸,X2＝气，…，Xn=x n ;()）． 

先证必要性设T 是充分统计量，则在T=t下，P（ Xl＝丸，X2＝气，…，X.=x. I T=t) 
与0无关，记为 h（丸，环，…，xn)或h(X) ，令A(t)= (XIT(X)=tJ，当XE A(t)时有

[ T = t } 3 { Xl ＝ 丸，X2＝ 环，…，Xn= x n l,
故
P(XI =丸，x2=气，…，X.= x.;O)=P(X1 = x1 ,X2 = 环，…，X.= x.,T = t;O) 

=P(XI =丸，X2 ＝环，…，X.=x. I T =t)P(T= t;0) 
= h(丸，x2 ,···,xJg(t,O) ,

其中g(t,O)=P(T=t;O)而h(X)=P(X,＝丸，X产环，…，X0=x. I T=t)与0无关， 必要
性得证．



§ 5.5 充分统计量 Ill

对充分性，由于

P(T = t;() ） ＝ 2 P(X , =无 X =无 … ，X = x ;8) I I ' 2 2' n n' 
!(工

I
' 义2' ，工.),T(, 1,,2,···,••) =,J 

= L,,.. .., �,.. .., _., g (t, 0) h （气，气，…，元n)，\(• 1 .•2•"••••),T(•,.•2 .··••••) at\ 
对任给 X= （丸，气，…，xn) 和 t，满足 XeA(t)，有

＝ 

＝ 

P(X
I ＝丸，x2 ＝气，…，X. =x. I T=t)

P(X
I
＝丸，X

2
＝气，…，x. ＝气，T=t;())
P(T=t;(j ） 

P(X
I 气，x2 =x 2'…，Xn =xn ;(j） 

P(T=t;() ） 

g(t,0)h(无 I 'x 2 '...，气）

g(t,() ） 2 h(y,，y2 '·· ·,yn) 
1 (y,,yl ' ，yn) · T(y,,y2'．y.) ＝ tl 

h(无 I' 今，...,x.)
2 ， 

I (r 1,r2,·..,r.>,T(r 1 .r2 ,.. ·,r.> ••I h(九，y2'···,yn) 
该分布与0无关，这证明了充分性．

例 5.5.4 设丸，环，…，x. 是取自总体 U(O,()) 的样本，即总体的密度函数为

p(x;()) ＝ ｛ 
千是样本的联合密度函数为

l/()，0 < x < ()，
0, 其他

p(x,;())p(元';()）…p(xn;())＝{
（ 1/()) n, 0 < mm{x, I<max{ x, I

0, 其他
由于诸尤'>0，所以我们可将上式改写为

p(x l ;())p (x2 ; ())···p(无n;()） ＝ （l/()) nIh(n) < OI'

< 0, 

取 T=x 并令 g(t'()）＝ （l/())nI伈Bl 'h(X)= 1，由因子分解定理知 T=元 (n ) 是 0 的充分(n), 

统计量．
例 5.5.5 设丸，环，…，气 是取自总体 N(µ，矿）的样本，()= (µ,,矿）是未知的，则联

合密度函数为
2 -n/2 l n p （气，环，…，气； 0)= (2'TTU 2) -n/2 exp{ 一正 �(x i -µ,) 2}

= (2'TT矿）
n/2 exp｛一纠 exp{-卢（ 2元2 - 2µ言 x i )},

取 t i = I 气， t2 = L X了，并令
i = I i = I 

叫 lg(t 1 ,t2,(}): (2,r矿）
－n/2 exp｛一习叶 �(t2 - 2µ,t l )},h(X) = 1,
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n n 

则由因子分解定理，T=(t
l ,t)= (�气，；x，2 )是充分统计量进 一 步，我们指出这个

统计量与（元s 2)是一一对应的，所以，正态总体下常用的(X,s 2)是()=(µ，矿）的 充分统
计量事实上，本例中不难看出有如下分解：

p(x1,X 2,…，xn ; ()） ＝ （2矿） －n／2 exp{ － n（五）；；：n－ l) s 2

} 

更 一 般地，有如下命题．
定理 5.5.2 若统计量 T是充分统计蜇，存在某个函数 h(. ），使得 T 可以表示为t

=h(s)，则统计量S也是充分统计量
证明 由于T是充分统计量，由因子分解定理，有如下分解

p(x 1,X2,•··，气；8)=g(T(x 1,x2,···,x.),()）h(x 1,巧，...'无n)．
由于 t =h(s)，于是上式变为

p(无 I ,X2 •... •丸;()） ＝g • (S(X 1,Xi,...,x.),())h(无 1,X2,···,X•),
其中g(·,9> = g(h(.;()）），这说明统计械S也是充分统计量．

r习题5 5 l 
I. 设元 I'2 ,x.'...,x是来自几何分布

几

P(X =x)=O(l-8)', x=0,1,2, 
" 

的样本，证明T= Ix 是充分统计量， , ＝ 1 
n 

2.设x，工I• 2 , ···,x 是来自泊松分布P（入）的— 个样本，证明T= " 2x 是充分统计量．, ＝ 1 
3.设总体为如下离散分布

兀 a a 2 a k 

p P, P2 P, 

气，环， ， 又＂是来自该总体的样本，
(I)证明次序统计置(x1 ,1'兀 121'...,x1 ,1)是充分统计量 ，

(2 )以n,表示凡，环， ，x"中等千a，的个数，证明（见，几2 1...,nl )是充分统计量
" 

4.设x，又I'2 '...,x是来自正态分布N( µ,, I)的样本，证明T= n 2x 是充分统计量' = 1 

5.设x,,x,, ·· I'2 ,x是来自
p(x;0)=0•x护 1, O<x<l,0>0 

的样本，试给出一个充分统计量
6.设气 ，环， ，xn是来自韦布尔分布

p (x ; 0) = mx m - 1广 e
- (,/Bl m I X > 0, 0 > 0 

的样本(m >O已知），试给出 一 个充分统计量
7. 设丸，环， ，xn是来自帕雷托 (Pareto) 分布

p ( X ; 0) = 0. a 8 X -I B+ I) I X > a'0 > 0 
的样本(a>O已知） ，试给出 一 个充分统计量．
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8设丸 ， 气， ， x"是来自拉普拉斯(Laplace)分布
p(x;0) = —e - I, I/6 , 0 > 020 

的样本，试给出一个充分统计量9设x,,x2,...,x"独立同分布，X ， 服从以下分布，求相应的充分统计量父 ， ＋r-1(I)负二项分布 x 1 ~p(x,;())＝ ( ） ()＇(1-())•1,x, = 0,1,2,···,r已知 ，r-1
(2)离散均匀分布 Ix, -p(x, ;m)=—,x, = 1,2,·..,m,m未知 ，m
(3)对数正态分布 l x, -p(x, ;µ,,u)＝平�exp{－沪(In x 1 -µ,)2 },x,>0
(4)瑞利(Rayleigh)分布 x, -p(x,，入）＝2Ax 1 e对． / I ,1 ;,,O[ 

IO设气，环 ， ， x"是来自正态分布N伍，矿）的样本
(I)在 µ 已知时给出CT2的一个充分统计量(2)在矿已知时给出 µ 的一个充分统计量．
11设丸，环， ，x"是来自均匀分布U(()口()2)的样本，试给出一个充分统计量
12设气，牙 ，x"是来自均匀分布U((),2())，()>0 的样本 ， 试给出充分统计量13.设x,，气 ， x"是来自伽马分布族l Ga(o:，入）lo:> 0，入＞01的一个样本，寻求(0:，入）的充分统

计量14.设x,，环 ，x”是来自贝塔分布族 l Be (a, b) I a> 0, b > 0 I 的一 个样本，寻求(a,b)的充分统
计量

k 15.若x = （丸，X2 1...,x,)为从分布族/(x,O)=C(O)exp { �Q,(O)T,(x)} h(x)中抽取的简单样
，二1

本，试证T（兀）＝ （ 2 九(xi), I 兀(x;), -- , I 兀因）为充分统计量
I = 1 1•\ 16.设丸，气， 心是来自正态总体N(µ，叶）的样本，Y 1 ,Y2,...,Ym是来自另 一 正态总体N(µ,

0; ）的样本，这两个样本相互独立 ， 试给出伍 ， 矿，6：）的充分统计量
无17.主） ， i=1,2,...,n是来自正态分布族

｛忙）（二2
p
了）），－oo ＜仇，年 OO ，仇，u2>0, l p l ,s;;l}

的一个二维样本，寻求(0 口 们，仇，q2,p)的充分统计量
x i 18设二维随机变量X＝仁）服从二元正态分布，其均值向量为零向置，协方差阵为

（：勹 :::::),u>O,r>O

证明二维统计量T=((x 1 +x2 尸 ， 压－无2 尸）是该二元正态分布族的充分统计量．
19.设X,,X2 '...,x是来自两参数指数分布" 

I -I 广µ)/8p (X; 8,µ,) =—e , x > J-':,0 >0 。
的样本 ， 证明(X,X {I) )是充分统计量．
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20.设随机变量Y, ～N(/3 + 2 
0 /3,x,, u·), i= I, 2 ， ), i= I, 2, ···, n，诸Y独立 ，x ， 父, 1 2 

(t. 兀也 ， y' ，； y:）是充分统计量
，二I i a I i a I 

本章小结

'...,x是已知常数，证明



参数估计

第六章 1
在上 一 章中，我们主要讲述了几个常用统计量的抽样分布及充分统计量．我们回

想一下，引进统计量的目的在于对感兴趣的问题进行统计推断，而在实际中，我们感兴
趣的间题多是与分布族中的未知参数有关的．从本章开始，我们 将讨论参数的估计和
检验问题本章将介绍参数的估计问题

这里参数是指如下三类未知参数：
·分布中所含的未知参数().如：二点分布b (I,p)中的概率p，正态分布N( µ,，矿）

中的µ 和矿．
·分布中所含的未知参数0的函数．如：服从正态分布N(µ，矿 ）的变量X不超过

某给定值 a 的概率 P(X=::;a) ＝叫勹E) 是未知参数µ,6的函数；单位产品的缺陷数 X

通常服从泊松分布 P（入），则单位产品合格（无缺陷）的概率P(X=O) = e 一人是未知参数
入的函数．

·分布的各种特征数也都是未知参数．如：均值 E(X) ，方差 Var(X) ，分布中位
数等．

一 般场合，常用0表示参数， 参数0所有可能取值组成的集合称为参数空间，常
用0表示参数估计问题就是根据样本构造适当的统计量对上述各种未知参数作出
估计．

参数估计的形式有两种：点 估计与区间估计．这里我们从点估计开始．

§ 6.1 点估计的概念与无偏性

6.1.1 点估计及无偏性

定义6.1.1 设X 1 ,X2 ,·••,Xn 是来自总体的一 个样本，用于估计未知参数0的统计
^ ^ 

量0=0(X 1 ,X2 ,…，xn )称为0的估计量，或称为0的点估计，简称估计．

在这里如何构造统计量0并没有明确的规定，只要它满足 一定的合理性即可．最

常见的合理性要求是所谓的无偏性．

定义6.1.2 设0=0亿，X2 ,…,xn )是0的一 个估计，0的参数空间为＠，若对任意
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的咋0，有
E。(()） ＝ ()， 

则称0是0的无偏估计，否则称为有偏估计．
(6. I. I)

无偏性要求可以改写为队(()-()） =0，这表示无偏估计没有系统偏差．当我们使用
()估计0 时，由于样本的随机性， 0 与 0 总是有偏差的，这种偏差时而（对某些样本观测
值）为正，时而（对另 一些样本观测值）为负，时而大，时而小．无偏性表示，把这些偏差
平均起来其值为0，这就是无偏估计的含义．而若估计不具有无偏性，则无论使用多少
次，其平均也会与参数真值有一定的距离，这个距离就是系统误差．

例6.1.1 对任一总体而言，样本均值是总体均值的无偏估计．当总体k阶矩存在
时，样本 K阶原点矩ak 是总体k阶原点矩 µk 的无偏估计．但对K阶中心矩则不一样，譬
如，样本方差 s:就不是总体方差矿的无偏估计，因由定理5.3.2可得

E(s!) = n - 1 
n 矿．

对此，有如下两点说明：
(I)当样本童趋于无穷时，有E(s:）一矿，我们称 s!为矿的渐近无偏估计，这表

明当样本量较大时忒可近似看作矿的无偏估计Ā
(2) 若 对s：作如下修正：

2 
2 ns: l ;' s =—=——-2 亿 － 云）2

'n - 1  n-1;工 1
(6. l. 2) 

则 s2 是总体方差的无偏估计．这种简单的修正方法在一些场合常被采用．（6.1.2)式定
义的 s2 也称为样本方差，它比s：更常用．这是因为在n�2时，s!<s2，因此用 s：估计矿
有偏小的倾向，特别在小样本场合要使用 s2估计矿．

无偏性不具有不变性．即若 0 是 0 的无偏估计，一 般而言，其函数 g(0) 不是 g(0)

的无偏估计，除非 g(0) 是 0 的线性函数譬如，s2 是矿的无偏估计，但 s不是o的无偏
估计下面我们以正态分布为例加以说明．

例6.1.2 设总体为N(µ，矿），x 1 ，无2，…,xn 是样本，我们已经指出s2 是矿的无偏
(n-1 ) s2 估计下面来考察 s 是否是 6 的无偏估计由定理5.4. I知，Y＝ ~X2

(n-l) ，其密矿
度函数为

从而

l 宁ÿ 1 号p(y)=�y' e', y > 0. 2飞宁）
E(y112 ) = f y112p(y)dy = �f y今 le令 dy。 尸r(T) Jo



§ 6.1 点估计的概念与无偏性 Ill

= ：了吓） ＝迈飞）
2 2 r(几; l)叮n; l) 

由此，我们有

E(s) = (J'E(YI/2) ＝厂· r(n/2) ． (J'＝ ?
五 n-l r((n-1)/2) - c. 

这说明s不是 6 的无偏估计，利用修正技术可得c.. s是 6 的无偏估计，其中c.= 尸 r(（n-l)／2)＿． 是修偏系数，表 6.1.l给出了g的部分取值．可以证明，当n-+oo2 r(n /2) 
时有c.-+l，这说明s是 6 的渐近无偏估计，从而在样本容量较大时，不经修正的s也是
6 的一个很好的估计．

表6.1.1 正态标准差的修偏系数表
n C ． n C ', n C ＂ n C 几 几 C n 

7 1.042 4 13 1.021 0 19 1.014 0 25 1.010 5 
2 I. 253 3 8 1.036 2 14 1.019 4 20 1.013 2 26 l.010 0
3 I. 128 4 9 I. 031 7 15 1.018 0 21 1.012 6 27 1.009 7 
4 1.085 4 10 1.028 I 16 1.016 8 22 1.012 0 28 1.009 3 
5 1.063 8 11 1.025 3 17 1.015 7 23 I.Oil 4 29 1.009 0 
6 1.050 9 12 1.023 0 18 1.014 8 24 1.010 9 30 1.008 7 

大偏差通常被视为估计的一种不足，有人提出了多种缩小偏差的方法．下面的刀
切法就是由 Quenouille 于 1949 年和 l956 年提出的，而正式命名则由图基(Tukey)于

1958 年给出．
例 6.1.3( 刀切法，jackknife) 设T(x)是基于样本 x = (x 1 ,x2 , …，x几）的关于参数

g(0)的估计量，且满足E。(T(x))= g(0)+0尺）如以 x （ 一 1）表示从样本中删去 X，后的

向量，则 T(x)的刀切统计呈定义为
n - 1 ...". 

兀(x) = nT(x) - � L T(x（ 一，））．
n ,  = 1 

可以证明：由(6.1. 3) 式定义的刀切统计量具有如下性质：
1 

矶(x))= g(0) +0仁），

并且其方差不会增大．

(6.1. 3) 

譬如，设总体为 b(l,8) ，X I 'Xz, …，xn 是其样本，又设g((J）＝矿，则 T(x)＝元2 是
g(0)的一个估计，且

0(l -0) 1 
E(T(x)）＝矿＋ �=g(0)+0仁）
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下面应用刀切法，注意到
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于是
n 

2刁 2 -n 

T/x) = n x2 -—2 = － n - 1 ;, n 2 x2 + x: - 2nx, x n x2 �又
n � (n-1) 2 n-1 n (n-1)

可以验证ET丿 (x)=g((J）．关于刀切法的详细介绍， 有兴趣的读者可参考Efron的专著
[ 20]. 

并不是所有的参数都存在无偏估计，当参数存在无偏估计时，我们称该参数是可
估的，否则称它是不可估的．下面是一个参数 不可估的例子．

例6.1.4 设总体为二点分布b(l,p),0<p<l,x1 ,x2,…，xn 是样本，我们说明参数
(J＝1/p是不可估的．

首先，T＝无产元2+…+元n 是充分统计重，T动（n ,p) ．若有一个o = 0(t)是0的尤偏估
计，则有

n n ^ 
凡(0) = � [) 0(i)p'(l -p)"-'= il 

p 
或

� C) 0(i)p' ♦ 1(l -p) n-＇－l = 0, 
这是p 的n+l次方程，最多有n+l个实根，要使它对(0,1) 中所有的p都成立是不可能
的，故参数()=1/p是不可估的．

O< p < l.

其次，若有某个h(x1,x2,…，xn )是0的无偏估计，则令O=E(h（X 1,X2 ,…,x.)IT),
由重期望公式知 E ( 初＝E.(E(h(x,,x …1 ,x2,...,xJ IT) )= E.(h( 凡，无2'…，xJ)=0，这 说明

0( T)是0的无偏估计，由前述，这是不可能的．
6.1.2 有效性

当参数 可估时，其无偏估计可以有很多，如何在无偏估计中进行选择？直观的想
法是希望该估计围绕参数真值的波动越小越好， 波动大小可以用方差来衡量，因此人
们常用无偏估计的方差的大小作为度量无偏估计优劣的标准，这就是有效性．

设仇，02 是0的两个无偏估计，如果对任意的(}E0有
Var((} 1 ) � Var（02 )' 

且至少有一个(}E0使得上述不等号严格成立 ，则称 i ) 比也有效
例6.1.5 设 X I ,X2 ,…，xn 是取自某总体的样本，记总体均值为µ，总体方差为矿，

定义6.1.3
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§ 6.1 点估计的概念与无偏性 Ill

则凡＝丘JJ-2 式都是µ,的无偏估计，但
Var位）＝矿，Var也） ＝矿／n.

显然，只要n>l护比JL 1 有效．这表明，用全部数据的平均估计总体均值要比只使用部
分数据更有效．

例6.1.6 设X 1 ,x2 ,…，xn 是来自均匀总体U(0,0)的样本，人们常用最大观测值
n 环 ） 来估计() (参见例6.3.5)，由于E(x (n) )＝ —-()，所以x (n) 不是0的无偏估计，但它是n+l 

^ n+ l ()的渐近无偏估计．经过修偏后可以得到们彴 一个无偏估计()l= —-x (n) ．且n 

Var(0 1 ）＝尸）
2

Var厂）＝尸）
2 n (}2 =(}2 

n n (n+1) 2(n+2) n(n+2).

另 一 方面，由于总体均值为0/2，人们也可以使用样本均值估计总体均值（见6.2
节），于是可得到0的另一个无偏估计02 = 2云，且

4 4 矿矿Var (0 2 ) = 4 Var（云）＝ —Var(X) = — · — =－
n''n 12 3n 

两项比较知道，当n>l时，仇比02 有效．

r习贮61 7 
I. 设 丸 ，X2,元3 是取自某总体容量为3 的样本 ，试证下列统计量都是该总体均值µ的无偏估计，

在方差存在时指出哪 一 个估计的有效性最差．
I I I (I)µ, =—x 1 +—平一X3 ,2 3 6 

I I I(2) µ2 =—X 1＋一平一X3 ;3 ' 3 ' 3 

I I 2 
(3) µ,3= —x 1 +—平—召

6 6 3 

2设 丸 ，X2 1 ···,x,是来自Exp（入）的样本 ， 已知豆为1／入的无偏估计，试说明l／刓是否为入的无偏
估计

3.设0是参数0的无偏估计，且有Var(8) >0，试证(8尸不是矿的无偏估计．
,-1 

4设总体X - N( µ，矿），x,,xz'...,x,是来自该总体的一 个样本试确定常数c使 cI 巨． I -x i ) l 

为矿的无偏估计．
5.设 丸 ，x2 1 ·· ·,x.是来自下列总体的简单样本，

p(x,0)= ｛ l,0－ 长这 0＋十，
0，其他，

，二1

-00 <8<00'
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I 
证明样本均值X及—-（X I II +x ( ,J)都是0的无偏估计， 问何者更有效？2 

4 
6.设x1 ,x1 ,x) 服从均匀分布U(0,0) ， 试证一飞 (JJ 及4xlll 都是0的无偏估计，哪个更有效？3 
7设从均值为 µ，方差为矿＞0的总体中分别抽取容量为n,和n2 的两独立样本， x' 和立分别是

这两个样本的均值．试证，对千任意常数a,b (a+b =l) ,Y=a云 I +bx,都是 µ 的无偏估计，并确定常数
a,b使Var(Y)达到最小．

8设总体X的均值为 µ，方差为矿，x,，x,, ···,x,是来自该总体的一个样本，T(x,,X2 1...,x,)为µ

的任一线性无偏估计量．证明豆与T的相关系数为 ✓Var(X)/Var(T)．
9设有K台仪器 ， 已知用第L台仪器测量的标准差为u;(i = 1,2, ···,k)．用这些仪器独立地对某

一 物理量0各观察一次，分别得到x,,x,'...,x,，设仪器都没有系统偏差问a口a2 , ···,a,应取何值，方

能使(J = 2 吓 ， 成为0的无偏估计， 且方差达到最小？

10.设x,，巧，
(J＝0处不可导）．

,x”是来自N(0, I)的样本，证明g(0) = I 01没有无偏估计（提示利用g(0)在

11.设总体X服从正态分布N伍，矿），x1，x,, ···,x,为来自总体X的样本， 为了得到标准差o的
估计量，考虑统计量

l ” 1 几

Y, = --=- L I x, －云 I, X = － 2 气， 几 ;;,, 2 
n ,  = I n ,  ＝ 1 

Y2 = 
l n n 

L L Ix, -xi I,n � 2, 
n(n - I) i = I j= I 

求常数c,与c2 ，使得C,y,与C2 r2 都是6的无偏估计．

§ 6.2 矩估计及相合性

6.2.1 替换原理和矩法估计
1900年K皮尔逊提出了一个替换原理，后来人们称此方法为矩法．
替换原理常指如下两句话：
·用样本矩去替换总体矩，这里的矩可以是原点矩也可以是中心矩．
·用样本矩的函数去替换相应的总体矩的函数．
根据这个替换原理，在总体分布形式未知场合也可对各种参数作出估计，譬如：
·用样本均值X估计总体均值E(X).
·用样本方差 s

2 估计总体方差 Var(X).

·用事件A出现的频率估计事件A发生的概率．
·用样本的p分位数估计总体的p分位数，特别，用样本中位数估计总体中位数．

例6.2.1 对某型号的20辆汽车记录其每 5 L 汽油的行驶里程（单位： km) ，观测
数据如下：

29.8 
28.4 

27.6 
27.2 

28.3 
29.5 

27.9 
28.5 

30.1 
28.0 

28. 7
30.0 

29.9 
29.1 

28.0 
29.8 

27.9 
29.6 

28.7 
26.9 



§ 6.2 矩估计及相合性 Ill

这是一 个容昼为20的样本观测值，对应总体是该型号汽车每 5 L 汽油的行驶里
程，其分布形式尚不清楚，可用矩法估计其均值、方差和中位数等．本例中经计算有

x= 28.695, s2 = 0.966 8, mo.5 = 28.6, 
由此给出总体均值、方差和中位数的估计分别为 28.695,0.966 8 和 28.6.

矩法估计的统计思想（替换原理）十分简单明确，众人都能接受，使用场合甚广．它
的实质是用经验分布函数去替换总体分布，其理论基础是格利文科定理．

6.2.2 概率函数已知时未知参数的矩估计
设总体具有已知的概率函数p(x；仇，02 '...，队），（仇，02,…，队） E 0是未知参数

或参数向量，X 1 ，无2 '…，x.是样本，假定总体的K阶原点矩µK 存在，则对所有的），
O<j<k,µ,i 都存在，若假设。 1 , 02, …，队 能够表示成 µ, 1 ,µ,2, …,µk 的函数 0)

= 0) (µ 1 , 
µ,2,…，µk)，则可给出诸0)的矩估计：

01 =8/a 1 ,a2 ,.. ·,a,), j= l,2,·..,k, 
l n 

其中 a 1 'a2 '…，ak 是前 k 阶样本 原点矩 a丿
＝— 2f, ．进 一 步，如 果我 们要估 计

n, = 1 

0,,02 ,…，队的函数 ,,., =g(0,,02,···，队），则可直接得到n的矩估计

1J =g(0 1 ,02,"',队），
当 k = l 时，我们通常可以由样本均值出发对未知参数进行估计；如果k=2，我们可以由
一 阶、二阶原点矩（或二阶中心矩）出发估计未知参数．

例 6.2.2 设总体为指数分布，其密度函数为
p(x； 入） ＝ 入e"', x�O, 

X I ,X2,…，xn 是样本，此处 k=l，由于 E(X)= 1／入，亦即入＝ 1/E(X)，故入的矩估计为

入 ＝ 1/五

另外，由于 Var(X)= l/A 2，其反函数为入 ＝ l／✓Var(X)，因此，从替换原理来看，入
的矩估计也可取为

入 I : 1/s, 

s 为样本标准差．这说明矩估计可能是不唯 一的，此时通常应该尽量采用低阶矩给出未
知参数的估计．

例 6.2.3 设 X 1 ,X2 ,…，xn 是来自均匀分布 U(a,b)的样本，a 与 b 均是未知参数，

这里 k = 2，由于

不难推出

a + b (b-a)2 

E(X) = �. Var(X) = 
2 1 2 

a = E(X) - ✓3Var(X) ， b = E(X) ＋ ✓3Var(X) ，

由此即可得到 a,b 的矩估计：

a = 5一厄， ＄ = x+/Ss, 

若从均匀分布总体 U(a,b)获得如下 一 个容量为 5的样本：
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4.5 5.0 4.7 4.0 4.2 

经计算，有正 4.48,s = 0.396 2，千是可得 a,b的矩估计为

� = 4.48 - 0.396 2/f = 3. 793 8, 

b = 4.48 + o.396 2/3 = s.166 2. 

6.2.3 相合性

我们知道，点估计是一个统计量，因此它是一个随机变量，在样本量一定的条件
下，我们不可能要求它完全等同于参数的真实取值．但如果我们有足够的观测值，根据
格利文科定理，随着样本量的不断增大，经验分布函数逼近真实分布函数，因此完全可
以要求估计量随着样本量的不断增大而逼近参数真值，这就是相合性，其定义如下．

^ ^ 

定义 6.2.1 设昨0为未知参数，0产仇(x 1 ,x2,···,x.)是 0的一个估计量，n是样
本容量，若对任何一个e>O，有

limP(10. - 01� e) = 0, (6. 2. 1) 

则称队为参数 0的相合估计．
相合性被认为是对估计的一个最基本要求 ，如果一个估计量，在样本量不断增大

时，它都不能把被估参数估计到任意指定的精度，那么这个估计是很值得怀疑的．通
常，不满足相合性要求的估计不予考虑．

若把依赖于样本量n的估计量队看作一个随机变量序列， 相合性就是队依概率
收敛于0，所以证明估计的相合性可应用依概率收敛的性质及各种大数定律．

例 6.2.4 设X 1 ,X2,…是来自正态总体N(µ，矿）的样本序列，则由辛钦大数定律
及依概率收敛的性质知：

．云是µ的相合估计．
• s：是矿的相合估计．
• s 2 也是矿的相合估计．

由此可见参数的相合估计不止一个．
在判断估计的相合性时下述两个定理是很有用的．

＾ ＾ 
定理 6.2.1 设() n =() 几 （ X 1,X2,…，xn )是 0的一个估计量，若

^ ^ 
limE(O.) = 0, limVar(0.) = 0, 
九一分., ·-., 

(6.2.2) 

则队是0的相合估计．
证明 对任意的e>O，由切比雪夫不等式有

4 叶 I8 n - E (8 J I � f) :S. -;z Var位）
e 

另一方面，由 limE （队）＝ 0可知，当 n 充分大时有
n-哱 .. 

I E(队) － 0 | 8_
2

＜
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注意到此时如果 1 队－E（队） 1 
e ＜一，就有2 

Io. -(J|:s: I 0. - E(0.) I + IE(OJ -() | <8 , 
故

{ 10. -E(o.>, < +} c {lo. -(J| ＜e}'2 
等价地

{ Io. -E 位） I �f}=>{lo.-()| > e}
由此即有

4 P(Io. -(J|� 8) :!:: p(I O. -E (8.) I � f) :!:: —Var((Jn) --+0 (n--+00)' 8 2 

定理得证．
例6.2.S 设X 1 ,X 2,…，xn是来自均匀总体U(O,fJ)的样本，证明x(n) 是0的相合

估计．

故有

证明 由次序统计量的分布，我们知道()=x(n)的分布密度函数为
p(y) = ny•-';()n'Y <().

＾ 。 几E(0) = J: ny"dy／矿＝ 0-+0(n-+oo) ,o n + 1
E(妒）＝ J: ny•• 1 dy／矿＝ n 矿，o n + 2

Var(O) = i() 2 -（二()) 2 = n () 2 -on+2- \n+l-/ (n+l) 2(n+2) (n--+oo). 
由定理6.2.l可知，尤 (n)是0的相合估计．

定理6.2.2 若6nl，凡，…，0nk 分别是() 1 ,() 2 '…，队的相合估计，11=g(() 1 ,() 2'…，()k)
是() 1 ,() 2,…，() k的连续函数，则1'/.=g(0.1,()n2,…，() nk )是n的相合估计．

证明 由函数g的连续性，对任意给定的e>O，存在一个8>0，当16n1-()丿 I <8,i= 1, 
2, ···,k时，有

I g(0.1,()n2 • • • • •() nk) -g(仇，82 '...，队）I < e. (6.2.3) 
又由0 .1'()n2,…，()nk的相合性，对给定的8>0，对任意给定的v>O，存在正整数N，使得
n�N时，

从而有
P (I 0 •i -(Ji I � 8) < vi k, j = 1, 2,…，k.

k ^ k 

P(1门｛ 1队 － oj 1 < 8}) = 1 -P(\� { 10 •i -oj 1 ?; 8})
j = I 
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� I - IP(I(J•j - oj I � 8) 
j = I 

> I - k • vlk = I - v.

根据 (6.2.3)'n { 10.j-oj \<�} C{ I�厂TJl<e} ，故有
j= I 

p (I ;n - 1/ I < 8} >) - V, 

由v的任意性，定理得证．
由大数定律及定理 6.2.2，我们可以看到，矩估计一般都具有相合性．比如：
·样本均值是总体均值的相合估计．
·样本标准差是总体标准差的相合估计．
·样本变异系数s几是总体变异系数的相合估计．

例 6.2.6 设一个试验有三种可能结果，其发生概率分别为

p l ＝矿， P 2 = 20(1 - 0), p3 = (I - 0) 2 . 

现做了 n次试验，观测到三种结果发生的次数分别为 n 1 ,n2 ,n3，可以采用频率替换方
法估计 0由千可以有三个不同的 0的表达式

0= 石 , 0 = 1 － 石， 0 = P i + P 2I 2. 

从而可以给出0的三种不同的频率替换估计，它们分别是

0 1 =石万 ， 0
2 = 1 -石万 ， 03 = (n 1 + n2 12)/n. 

由大数定律，n/n,n2 /n,n3 /n 分别是 P 1 ,Pi ,p 3 的相合估计，由定理 6.2.2 知，上述三个
估计都是 0的相合估计．

r习贮62 l 
I.从一批电子元件 中抽取8个进行寿命测试，得到如下数据（单位h)

I 050 I 100 I 130 I 040 I 250 I 300 I 200 I 080 
试对这批元件的平均寿命以及寿命分布的标准差给出矩估计

2.设总体X-U(0,8) ， 现从该总体中抽取容量为10的样本，样本值为
0.5 1.3 0.6 1.7 2.2 1.2 0.8 1.5 2.0 1.6 

试对参数0给出矩估计．
3.设总体分布列如下，x口 气 ， ，x"是样本 ，试求未知参数的矩估计

(I) P(X=k)= -:-:-N ,k=O,l,2,.. ·,N-1,N（正整数）是未知参数 ，

(2) P(X=k)= (k-1)矿(I-8) 1-2, k = 2, 3,.. ·, 0<8< I.
4设总体密度函数如下，丸，X2 1 '又＂是样本，试求未知参数的矩估计

2(I) p(x;8) =—(8-x),O<x<8,8>0,矿
(2) p(x;8)= (8+1)x6,0<x<l,8>0, 
(3) p(x;8)＝沁µ-,,O<x<I,8>0,



l －立
(4) p (X ; 0,µ,) = -:-e 8 ,  X >µ, 1 0> 0。
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5.设总体为N伍，I)， 现对该总体 观测n次，发现 有K次观测值为正，使用频率替换方法求 µ 的

估计

6.甲、乙两个校对员彼此独立对同 一 本书的样稿进行校对 ， 校完后，甲发现a个错字，乙发现b
个错字，其中共同发现的错字有c个，试用矩估计给出如下两个未知参数的估计

(I) 该书样稿的总错字个数 ，

(2)未被发现的错字数

7.设总体X服从二项分布b(m,p)，其中m,p为未知参数 ，丸，气 ， ，x”为X的 一 个样本，求m与
p的矩估计

§ 6.3 最大似然估计与EM算法

最大似然估计(MLE)最早是由德国数学家高斯(Gauss)在1821年针对正态分布
提出的，但一般将之归功于费希尔，因为费希尔在1922年再次提出了这种想法并证明
了它的一些性质而使得最大似然法得到了广泛的应用．本节将给出最大似然估计的定
义与计算及求取某些复杂情况下MLE的一种有效算法－－EM算法，并介绍最大似然
估计的渐近正态性．

6.3.1 最大似然估计

为了叙述最大似然原理的直观想法，先看两个例子．
例6.3.1 设有外形完全相同的两个箱子，甲箱中有99个白球和1个黑球，乙箱中

有99个黑球和1个白球，今随机地抽取一箱，并从中随机抽取一球，结果取得白球，问
这球是从哪一个箱子中取出？

解 不管是哪一个箱子，从箱子中任取一球都有两个可能的结果：A表示“ 取出白
球” ,B表示“ 取出黑球” ．如果我们取出的是甲箱，则A发生的概率为0.99 ，而如果取出
的是乙箱，则A发生的概率为0.01 ．现在一次试验中结果A发生了，人们的第一印象就
是： “ 此白球(A)最像从甲箱取出的＂，或者说，应该认为试验条件对结果A出现有利，
从而可以推断这球是从甲箱中取出的．这个推断很符合人们的经验事实，这里 “最像“

就是“最大似然 ”之意．这种想法常称为 “最大似然原理” .
本例中假设的数据很极端．一般地，我们可以这 样设想：有两个箱子中各有JOO只

球，甲箱中白球的比例是p 1 ，乙箱中白球的比例是P2，已知P 1 >P2，现随机地抽取一个箱
子并从中抽取一球，假定取到的是白球，如果我们要在两个箱子中进行选择，由于甲箱
中白球的比例高于乙箱，根据最大似然原理，我们应该 推断该球来自甲箱．

例6.3.2 设产品分为合格品与不合格品两类，我们用一个随机变昼X来表示某
个产品经检查后的不合格品数，则X=O表示合格品，X=1 表示不合格品，则 X服从二
点分布b(l,p)，其中p是未知的不合格品率．现抽取n个产品看其是否合格，得到样本
X 1 ,X广',xn，这批观测值发生的概率为

2 7 7 
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P(X, = x1,Xi =xi,...，凡＝丸；p) = n矿'(l-p) 1-x'=p上:=1x'（l -p) n-2 := lx', (6. 3. I)
由千p是未知的，根据最大似然原理，我们应选择p使得(6.3.1)表示的概率尽可能大．
将(6.3.1) 看作未知参数 p的函数，用L(p)表示，称作似然函数，亦即

L(p)=/:=,''(l-p)"-L:=,••, (6.3.2) 
要求(6.3.2)的最大值点不是难事，将(6.3.2)两端取对数并关 于p 求导令其 为0，即得
如下方程，又称似然方程：

n n 

aln l(p) � 2 x, n - 2x, 
'= 1 = － ＝ 0.ap p l - p 

解之即得 p的最大似然估计，为
^ ^ p = p(x 1,X2,…，xn ) ＝ 2 x,／n ＝五

i = I 

(6.3.3) 

由例6.3.2 我们可以看到求最大似然估计的基本思路．对离散总体，设有样本观测
值凡，x2,···,xn ，我们写出该观测值出现的概率，它一般依赖千某个或某些参数，用0表
示，将该概率看成0的函数，用L(O)表示，又称似然函数，即

L(0) = P(x 1 = x 1,x 2 = x2,…，Xn = xn ;0) ， 
求最大似然估计就是找0的估计 值0=0(x 1,x2,…，xn ) 使得上式的l(0)达到最大．

对连续总体 ，样本观测值X I,X2,…，xn 出现的概率总是为0的，但我们可用 联合概
率密度函数来表示随机变量在观测值附近出现的可能性大小，也将其称为似然函数，
由此，我们给出如下定义．

定义 6.3.1 设总体的概率函数为 p(x;0),0e 0，其中 0是一个未知参数或几个未
知参数组成的参数向量，0是参数空间，X 1,X 2,"',X n 是来自该总体的样本 ，将样本的
联合概率函数看成0的函数，用l(0;x 1,x2,...,x.)表示 ，简记为L(0),

l(0) = L(0 ;x 1, x2,.. ·, x.) = p (x 1 ; 0) p (x2 ; 0) .. · p (x.; 0), (6.3.4) 
l(0)称为样本的似然函数．如果某统计量 0=0(x 1,X2,…，xn)满足

L(0) = max L(0), (6.3.5) 
6e 6 

则称 0是 0的最大似然估计，简记为MLE(maximum likelihood estimate) .
由于ln x是无的单调增函数，因此，使对数似然函数 lnL(0)达到最大与使L(O)达

到最大是等价的．人们通常更习惯于由ln L(0) 出发寻找0的最大似然估计当L(O)是
可微函数时，求导是求最大似然估计 最常 用的方法，此时对对数似然函数求导更加简
单些，

注意，从最大似然估计的定义可以看出，若L(O) 与联合概率函数相差一个与0无
关的比例因子，不会影响最大似然估计 ，因此，可以在 L(O)中剔去与0无关的因子，

例6.3.3（续例6.2.6) 在例6.2.6中我们给出了0的三个矩估计 ，这里考虑0的最
大似然估计，似然函数为



§ 6.3最大似然估计与EM算法 Ill

l(O) = (02)"1[20(l - 0) ]"2[ (I - 0) 2 ]"'= 2"2e2"1•"2(I - 0) 2"3••2,
其对数似然函数为

In l(O) = (2n 1 + n2)1n O + (2几3 + n2)ln(l - 0) + n2 ln 2. 

将之关于0求导并令其为0得到似然方程
2n 1 + n2 2n3 + n2 - ___:____::_ = 0.O l - 0 

解之，得
,.. 2n 1 + n2 2n 1 + n2 () ＝ ＝ 

2(n,+n2 +n3) 2n · 

由千

扩ln L(O) 2n, + n2 2n3 + n2 

ao2 = － 
02 -

(1 - ()）2 < 0,

所以0是极大值点．
例6.3.4 对正态总体N(µ，矿 ），0= (µ,，矿 ）是二维参数，设有样本凡，x2,…，凡，

则似然函数及其对数分别为

L(µ,，矿 ） ＝ n ( l (尤, － µ) 2 1 n 

，心exp{- ¥,}) = (2,r矿 ）n/2exp{ - 幻 笘 (x - µ) 2 }，

l n n n In L(µ,，矿 ） ＝ － —－ x, - µ) 2 -—In 矿 － －In (2,r),2u 心（
1 = 1 2 2 

将 ln l(µ,，矿 ）分别关于两个分量求偏导并令其为0 即得到似然方程组
2 aln L(µ,, <r') 1 n 

=,)(x,- µ,)=O
如

22 (T i = I 
(6.3.6) 

2 Oln L(µ,o) l n n 
2 ＝一心(x; - µ) 2 -— =0.

识了 26 ,= l 26 
(6. 3. 7) 

解此方程组，由(6.3.6)式可得µ的最大似然估计为

， 
一
无

＿＿
 

.
I父

n
2Ia
 

l-
n

＿＿
 

^
µ
 

将之代入(6.3.7)式给出 矿的最大似然估计

^ 2 l n 
6 =— L (X; - x) 2 = s!,n, ＝ 1 

利用二阶导函数矩阵的非正定性可以说明上述估计使得似然函数取极大值．
虽然求导函数是求最大似然估计最常用的方法，但并不是在所有场合求导都是有

效的，下面的例子说明了这个问题．
例 6.3.5 设 x 1 ,x2,••·,X• 是来自均匀总体 U(0, 8)的样本，试求 0的最大似然

估计．
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解似然函数
l 'i L(8)＝一门I =—l 

矿 i =1 
I O < X,< 61 1 x ( n) < 61, 

矿

要使 L(0) 达到最大，首先一点是示性函数取值应该为 l ，其次是 l ／矿尽可能大．由于
l ／矿是 0 的单调减函数，所以 0 的取值应尽可能小，但示性函数为 1 决定了 0 不能小
于 x(n) ，由此给出 0 的最大似然估计 0 =x(n). 

最大似然估计有一 个简单而有用的性质：如果 0 是 0 的最大似然估计，则对任 一

函数 g(0),g(0)是其最大似然估计．该性质称为最大似然估计的不变性，从而使一 些
复杂结构的参数的最大似然估计的获得变得容易了．

例 6.3.6 设 X 1 ,X2, … ,xn 是来自正态总体 N( µ，矿）的样本，在例 6.3.4 中已求得µ
和 矿的最大似然估计为

2
ns＝2

 
^
6
 

， 
-
x＿＿ µ̂ 于是由最大似然估计的不变性可得如下参数的最大似然估计，它们是

·标准差 6 的MLE是(T = s矿

3-µ 3-; ·概率P(X<3) ＝中(�)的MLE是中（了）·
·总体 0.90 分位数 Xo.90 =µ,切Uo.9o的MLE是正s.uo.90，其中 u。90为标准正态分布的

0.90 分位数
6.3.2 EM算法

MLE是一 种非常有效的参数估计方法，但当分布中有多余参数或数据为截尾或缺
失时，其MLE的求取是比较困难的．Dempster等人于 1977 年提出了EM算法，其出发
点是把求MLE的过程分两步走，第一步求期望，以便把多余的部分去掉，第二步求极
大值．本小节将简单介绍这种非常有用的方法．

例 6.3.7 设一次试验可能有四个结果，其发生的概率分别为一－一，一－，—－，一，1 0 1-0 I +0 0 
2 4 4 4 4 

其中昨 (0,1)，现进行了 197 次试验，四种结果的发生次数分别为 75,18,70,34．试求
0的MLE.

解 以Y,,Y2 ,y3 ,y4 表示四种结果发生的次数，此时总体分布为多项分布，故其似
然函数

l ()r, 1 I -()r2 / 1 +()r) ()八L(()；y)oc甘习片） （丁）片）oc(2-()）r , (I -())“(1+() ）”()九 ．
要由此式求解0的MLE是比较麻烦的，由于其对数似然方程是一 个三次多项式．

我们可以通过引入 2 个变蜇 Z 1 ,Z2 后，使得求解变得比较容易．现假设第一 种结果
1-() l 可以分成两部分，其发生概率分别为—－和一，令z ) 和Y1 -z 1 分别表示落入这两部分的4 4 
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O l 次数 ；再假设第三种结果分成两部分，其发生概率分别为—和一，令Z2 和y,-z2 分别表4 .  4 

示落入这两 部分的次数．显然，Z1,Z2 是我们人为引入的，它是不可观测 的（ 在文献中称
之为 laten tvariable，即潜变量）．也称数据(y,z)为完全数据(comple te data)，而观测到
的数据y称为不完全数据．此时， 完全数据的似然函数

l \ r,-,, t l -0\ •,•ri t 1”一•21 0 \ •2•r,
L(O;y,z ) 士） （门（习片）汀气1-0) ＇气

其对数似然为
l(()；y,z ) =  (z2+y 4 )ln (}+(z,+y i )ln (1-()) ． 

如果(y,z)均已知，则由上式很容易求得0的MLE，但遗憾的是，我们仅知道y，而不知
道z的值但是我们注意到，当y 及0已知时，z1~b (兀仁勹

。
S), z2- b(y3，心，于是，

Dempster等人建议分如下两步 进行迭代求解：
E步：在已有观测数据y及第i步估计值()=()（ '）的条件下， 求基于完全数据的对数

似然函数的期望（即把其中与z有关 的部分积分掉）：
Q(01y,矿）＝EJ(0;y,z). 

M步：求Q(Oly，矿）关于0的最大值0口1)，即找矿 ＇＋1） 使得
Q(0(i+I) ly，矿） ＝max Q(01y,矿） ．

(6.3.8) 

(6.3.9) 

这样就完成了由 矿 ＇） 到 矿'+ l)的一次迭代．重复（6.3.8)和(6.3.9)式，直至收敛即可得到
0的MLE.

对千本例其E步为：
Q(01y，矿）＝（£(Z2 I Y，矿）＋y 4 )ln 0+(£(z 1 ly，矿） ＋y2 ) In (1-0) 

忙； ）y产r4) In 0+(�r1 + r2) In(1-0) 

其M步即为上式关于0求导，并令其等于0，即
矿') 1 －矿 ＇）

l＋矿 ＇）y 3 +y 4 2－矿 ＇）Y 1 +y 2 

矿'+ 1) － l －矿 ＇＋ 1） ＝ 0,
解之，得如下迭代公式：

矿＇）

1 +0( i) Yi +y4
矿＇+I)=

矿 l-0( 1)
(i)Yl +y4 +�yl +y 2 1 +0( i)",. 2-0(i) 

开始时可取任意一个初值进行迭代．如取0<0) = 0.5，则13 次迭代后可求得0的MLE 为
0.606 747，迭代过程如下表：
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序号t

。

0123 
ll -l 
23456789 

矿 ｀） 矿 ＇ ） l-0('） 。（，令 I)l＋矿＇） yJ +y. 2－矿＇） y, +y,
0.5 57.333 333 43.000 000 0.571 429 

0.571 429 59.454 545 40.500 000 0.594 816 
0.594 816 60.107 784 39.626 214 0.602 681 
0.602 681 60.323 186 39.325 786 0.605 357 
0.605 357 60.395 987 39.222 803 0.606 271 
0.606 271 60.420 804 39.187 529 0.606 584 
0.606 584 60.429 289 39.175 449 0.606 691 
0.606 691 60.432 193 39.171 312 0.606 728 
0.606 728 60.433 187 39. 169 896 0.606 740 
0.606 740 60.433 527 39.169 411 0.606 744 
0.606 744 60.433 644 39. 169 245 0.606 746 
0.606 746 60.433 684 39.169 188 0.606 746 
0.606 746 60.433 697 39.169 168 0.606 747 
0.606 747 60.433 702 39.169 162 0.606 747 

说明：（ 1) 我们以 Z 1 为例说明它的分布．以 A 1 表示第一种结果出现，B 1 ，凡分别表

示我们所定义的两个事件，A 1 =B 1 UB2 ．由定义知它们是独立的，且 P(A 1 ) ＝一－一，
l () 
2 4 

1-(J l P(B l ) l-0 P(B I ) ＝一， p (B2 ) =—， 故 P (B 1 IA 1 ) = �= －—，从而在 Yl
= y 1 的条件下，4 4 P(A l) 2-0 

1-(J 气Y1，习
(2) (6.3.8) 式右边的期望是关于 Z在 0= (J(i) 的条件下求取的，而其余的参数不

变，故左边与矿 ＇）有关
(3)在很 一般的条件下，EM算法是收敛的，参见文献[ 22].

6.3.3 渐近正态性

最大似然估计有一个良好的性质：它通常具有渐近正态性．

定义 6.3.2 参数 0 的相合估计队称为渐近正态的，若存在趋于 0 的非负常数序

()n-() 

列<Tn(())，使得 一 依分布收敛于标准正态分布．这时也称队服从渐近正态分布d ()) 

N(()，式(()）），记为[4AN(()，式(())）忒(())称为6n 的渐近方差．

上述定义中趋于0的数列6n(())表示着估计量6几 依概率收敛于们彴速度．因为只
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有当飞((J)趋千0的速度 ” 与 “ 队依概率收敛于0的速度 ” 相当（即同阶），其比值
(0n -0)／(T”(0)的分布才可能稳定地收敛于标准正态分布N(O, 1) ．倘若 (Tn(0)趋于0的
速度过快，则其比值会趋于 00 ；倘若 (T n (0)趋千 0的速度过慢，则其比值会趋于 0 ；只有
当 (Tn(0)趋于 0 的速度不快不慢时，其比值才可能按分布收敛于 N(0, 1) ．所以 (Tn (0) 
趋于 0 的速度就是6几 依概率收敛于 0 的速度．故把式（0）称为渐近方差是适当的．

例6.3.8 设总体为泊松分布P（入），无论是矩估计还是最大似然估计，我们都得
到一样的 入 的估计：样本均值，即

^ _ l n 

入 n = xn = - 2 x,． 
n , ＝ 1 

由中心极限定理，（入－入）／J厂了依分布收敛于 N(O,1)，因此，入是渐近正态的，且
入～AN( 入，入／几），

这里常数序列u.(,\) = ;v-;; -+O．它表示入依概率收敛于 入的速度为1/石：，以后会看
到，大多数渐近正态估计都是以1／丘速度依概率收敛于被估参数

关于渐近正态性的详细的讨论超出本课程范围，我们主要指出两点：其一是不加
证明地给出关千最大似然估计的渐近正态性的结论，其二说明渐近正态性常被用来对
不同的相合估计进行比较，主要比较其渐近方差大小．

定理6.3.1 设总体X有密度函数 p(x;IJ),OEe,e为非退化区间，假定
(1)对任意的 元，偏导数坐矿 lnp扩lnp

ao ' ae2 ··· ao3 和 对所有肛0都存在；
(2) V 8 盯9，有

产 <F 心）， 立 I< 凡（兀）， I矿lnp ＜凡（X)'ao I · · 1'··''I ao2 I · · 1'··''I a矿
其中函数F1(x),F上），凡(x)满足

f_F心）d兀< 00 ,  f厂。凡(%)d冗< 00 ，
supf 凡(x)p（元； O)d 冗 < 00 j 
8 e 8J -z 

z / aln p\ 2 

(3) V8E8,0<1(8)= rz(�) p(x;O)dx < 00 . 

若 X 1 ,X2, …，xn 是来自该总体的样本，则存在未知参数 0 的最大似然估计 仇＝
队( X I, X2, …，xn)，且队具有相合性和渐近正态性，仇～AN(0,nI(10)）·

定理6.3. l表明，最大似然估计通常是渐近正态的， 且其渐近方差吐(8) = 
(n/(8) 尸有一个统一的形式，其中 /(8)称为费希尔信息量．它的具体定义在下节给出．
这里只要求按总体分布 p(x;0) 去计算费希尔信息量和渐近方差即可．

例 6.3.9 设 X 1,X2, …，凡是来自N(µ,，矿）的样本，可以验证该总体分布在矿己
知或µ已知时均满足定理6.3.1的三个条件．
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(1)在矿已知时，µ的MLE为µ气^，由定理6.3.1知，µ服̂从渐近正态分布，下面
求/(µ,)'

1 
lnp(x)=-ln迈元－了In矿 － (x-µ,)2 

2矿 '

aln p - X - µ, 

如 2 ' 
o· 

/(µ,) = E( 
x -µ l 

6 2 ) ＝了

从而有µ～̂AN(µ，矿／n)这与µ的精确分布相同
l n 

(2)在µ已知时，矿的MLE为护＝了；丘 － µ)2 , 下求I（矿），
aln p =- — + —(x-µ)2 =

(x-µ)2-(T
2 

a矿 2矿 2矿 2(T4

I（矿）＝ E[(x-µ) 2-(T
2 尸 Var((x-µ尸） l 

4(T
8 4(T

8 2(T 

从而有妒～AN（矿，2矿／n).
在有多个相合估计时，常用其渐近正态分布的方差比较好坏．
例6.3.10（续例6.2.6) 在那里我们给出0的三种不同的相合估计，它们分别是：

队＝卢， 02 = 1－五万，
可以证明它们都是渐近正态估计，即

石(0,－O)
~AN(0,1), 6,(0) 

诸矿(0)分别为（见[ 15]) 
2 1-0 

矿(0)＝ 2 1-(1-0)2 

4 , (T;(0) = 4 

队＝（ n 1 +n2/2)/n,

i=l,2,3. 

u扣(O)=
O(I-O)

2 ， 

比较三个渐近方差可以知道（见图6.3. l)，前两个估计各有优劣，而第三个估计一致好
于前两个估计，而第三个估计正是最大似然估计．

叶 (0)0. 2 5 -－ － － --O 2Or -－－－一、、、0.15 
0.10 
0.05 ＼

、f
、、

、 \[
、
｀二响＿

 
-

/
 

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 LO(J 
图6.3.1 三个相合估计的渐近方差的比较
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§ 6.3 最大似然估计与EM算法Ill

r 三 j厂 /
I.设总体概率函数如下， x,,x,,···,x,是样本，试求未知参数的最大似然估计．
(I) p(x;fJ)＝屈产，O＜x<l,0>0,
(2) p(x;8)=8c兮吐11 ,x>c,c>O已知，0＞l.
2设总体概率函数如下 ， 丘 %2 I"' 1X, 是样本，试求未知参数的最大似然估计
(I) p (x ; fJ) = c8'欠一 1"11,x>fJ,8>0,c>O已知，

l 上土

(2) p(x;8，叫＝—－e •,x>µ,,8>0,。
(3) p (x ; 8) = (kB) 一 ',8<x<(k+I) 8,8>0,k>O已知
3.设总体概率函数如下，丸，%2 1 "" I 兀＂是样本，试求未知参数的最大似然估计
(I) p (x; 8) = -:::-::e _,zlI, 

2() 
,8>0 

(2) p(x;8)= l,8-112<x<8+112,
(3) p(x;仇，82 ) =－—,81 勺＜伤。2-8 1

4.一地质学家为研究密歇根湖的湖滩地区的岩石成分，随机地 自该地区 取100个样品，每个样
品有10块石子，记录了每个样品中属石灰石的石子数假设 这100次观察柜互独立，求这地区 石子中
石灰石的比例p的最大似然估计．该地质学家所得的数据如下

样本中的石子数 。 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
样品个数 。 6 7 23 26 21 12 3 。

5. 在遗传学研究中经常要从数尾二项分布中抽样，其总体概率函数为
(:) p'(I - p) "' -,

P(X =k;p) =— I - (I - p)"'
,x"是样本， 试求p的最大似然估计若已知 m = 2，丸 ， X21

k = 1,2,···,m. 

6.已知在文学家萧伯纳的"The Intelligent Woma儿 's Guide to Social囚m and Capitalism"一书中 ，一
个句子的单词数 X近似地服从对数正态分布，即Z=In X-N伍 ， 矿）．今从该书中随机地取20个句
子，这些句子中的单词数分别为

52 24 IS 67 IS 22 63 26 16 32 
7 33 28 14 7 29 10 6 59 30 

求该书中一个句子单词数 均值£(X)=e户，2
／ 2的最大似然估计．

7.设总体 X-U((j，2(j） ， 其中 (j>0是 未知参数 ， 父 ，， 环 ， 无＂为取自该总体的样本，云为样本均值．
^ 2 (I)证明0=－云是参数 0的无偏估计和相合估计 ，3 

(2)求0的最大似然估计，它是无偏估计吗？是相合估计吗？
8设元 ， ，X21 ·· ·,x,是来自密度函数为 p(x;0)=e一 1,-BJ,x>0的总体的样本

(I)求0的最大似然估计仇，它是否是相合估计？是否是无偏估计？
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(2)求0的矩估计(J l，它是否是相合估计？是否是无偏估计？

9 为了估计湖中有多少条鱼，从中捞出 I 000 条，标上记号后放回湖中，然后再捞出 150条鱼
发现其中有 10条鱼有记号．问湖中有多少条鱼，才能使 150条鱼中出现 10条带记号的鱼的概率
最大？

10. 证明对正态分布 N伍，矿），若只有一个观测值，则 µ，矿的最大似然估计不存在．

§ 6.4 最小方差无偏估计

我们已经看到 ，寻求点估计有各种不同的方法，为了在不同的点估计间进行
比较选择，就必须对各种点估计的好坏给出 评价标准．统计学中给出了众多的估
计蜇评价标准，对同一估计量使用不同的评价标准可能会得到完全不同的结论 ，
因此，在评价某 一个估计好坏 时首先要说明是在哪 一 个标准下 ，否则所论好坏 则
毫无意义

6.4.1 均方误差

相合性和渐近正态性 是在大样本场合下评价估计好坏的两个重要标准，在样本昼
不是很大 时，人们更加倾向于使用 一些基于小样本的评价标准，此时，对无偏估计常使
用方差 ，对有偏估计常使用均方误差．

一般而言，在样本量一 定时，评价一个点估计的好坏使用的度量指标总是点估计

值0与参数真值0的距离的函数，最常 用的函数是距离的平方．由于0具有随机性 ，可
以对该函数求期望，这就是下式给出的均方误差

^ ^ 
MSE(()） ＝E(() － ()）2 . (6.4. I) 

均方误差是评价点估计的最 一般的标准．自然 ，我们希望估计的均方误差越小越好．注
意到

MSE(O) = E[ (0 -E(O)) + (E(O) -()) ］ 2 

= E(O -E(O))2 + (E(O) -())2 + 2£ [ (0 - E (0)) (E (0) -()) ］ 

= Var(O) + (E(O) -()） 2 

因此，均方误差由点估计的方差与偏差IE(()） －()I的平方两部分组成．如果0是们彴无

偏估计 ，则MSE((J）＝Var((J），此时用均方误差评价点估计与用方差是完全一样的 ，这

也说明了用方差考察无偏估计有效性是合理的.当(J不是0的无偏估计 时，就要看其均

方误差MSE(0)，即不仅要看其方差大小 ，还要看其偏差大小．下面的例子说明在均方
误差的含义下有些有偏估计优千无偏估计．

例6.4.1 在例6.1.6中我们曾指出：对均匀总体U(0,0)，由0的最大似然估计得
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到的无偏估计是(}=(n+1)x (n) /n ， 它的均方误差
＾ ＾ 矿

MSE(0) = Var(0) = n(n + 2) ° 

现我们考虑0的形如仇＝a· 无 (n) 的估计， 其均方误差为
＾

MSE(仇） ＝ Var(a. x (n) ） + （aEx (n) -0) 2 

＝矿Var(x (n) ） + (a n : ］() －())
=a 

2 
2 矿＋ （n ． ”-l) 。2 .

(n +l) 2(n + 2f \n +l 

n+2 用求导的方法不难求出当a。 ＝ 石I 时上述均方 误差达到最小 ， 且MSE（三：义 (n)) = 

()2 n+2 ＂这表明，向＝—－x (n) 虽是0的有偏估计，但在n�2 时其均方误差MSE(0。 )＝(n+l) n+l 
()

2
()

2 ^ 
(n+l) 2 n(n+2) <�=MSE(()）．所以在均方误差的标准下， 有偏估计0。优于无偏估计().

定义6. 4. 1 设有样本 X1, X2, … ， 气，对待估参 数 (),设有 一 个 估 计 类，称
()(X I ,X2, …，x n )是该估计类中0的一 致最小均方误差估计，如果对该估计类中另外任

意一个0的估计 6 ， 在参数空间0上都有
＾ 

MSE。(0) �MSE。(0). (6.4.2) 

一 致最小均方误差估计通常是在一 个确定的估计类中进行的，正如例6.4.1 所示，
在例 6.4.1 中我们把估计限制在x (n) 的倍数中．若不对估计加以限制（ 即考虑所有可能
的估计），则 一 致最小均方误差估计是不存在的，从而没有意义．事实上， 若0是0的所

有估计中的一 致最小均方误差估计，取定任一个0。E@，令扒动。， 它是0的一个有特别

倾向的估计 ， 且MSE"初＝0,于是要 求 一 致 最 小 均 方 误 差 估 计6在 0。 处也有
MSES。(()）＝0， 由仇的任意性，这意味着MSE。(()）处处为0，这显然是做不到的

既然 一致最小均方误差估计一般都不存在，人们通常 就对估计提 一 些合理性要
求，前述无偏性就 是一个最常见的合理性要求
6.4.2 一致最小方差无偏估计

我们已经指出，均方误差由点估计的方差与偏差的平方两部分组成．当要求0是()
的无偏估计时，均方误差就简化为 估计的方差，此时一 致最小均方误差估计即为 一 致
最小 方差无偏估计．它的一般定义如下：

2 8 7 
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定义 6.4.2 对参数估计问题，设 0是 0的一个无偏估计，如果对另外任意一个 (J

的无偏估计 9，在参数空间 0 上都有

Var。(0) :e::: Var。((J)'

则称 0 是 0的一致最小方差无偏估计，简记为 UMVUE.
关于 UMVUE，有如下一个判断准则．

^ ^ 

定理 6.4.1 设X =(x 1 , x 2 ,…，x n)是来自某总体的一个样本，0 =0(X)是 0的一个

无偏估计，Var(0)<00 ．则 0是 0的 UMVUE的充要条件是，对任意一个满足E(q;(X))
=O 和 Var(中(X))<oo的叭X)，都有

Cov。（8,<p)=O, 'v0E'9.

这个定理表明： 0的 UMVUE必与任一零的无偏估计不相关，反之亦然，这是
UMVUE的重要特征

于是

＾ ～ ～
证明 先证充分性．对0的任意一个无偏估计(),令中 ＝0－()，则

E('P) = E(0) - E（初＝ 0.

～ ～ ～ ^ ＾ ^ ^ ＾ 
Var(0) = E(ii-O) 2 =E[ (ii-()） ＋（0-0)] 2 =E(中

2)+Var(0)+2Cov(<p ,O) �Var(O). 

这表明0在0的无偏估计类中方差一致最小．

采用反证法证必要性．设 6 是 0 的 UMVUE, 中 （X)满足队 (<p ( X ))= O,
A

Var心(X))<oo ，倘若在参数空间 0中有一个 0。使得 Cov6。(()，中 (X))�a =i'0，取
a 

b=- Var8。位(X))'i'O，则

a2 

矿Var (cp(X))+2ab =b(-a+2a)= -o。 Var6。( 中(X))<0

令()=()＋如(X)，则队（0)= E。(0)+b队（中(X))= 0，这说明 0也是 0的无偏估计，但其
方差

Var6。(0)＝ E0。(()＋bcp(X)-0)2 =£6。(0-0)2+b2E6。(cp(X)2)+2bE6。((0-())中(X))

= Var6。(O)+b2 Var6。(cp(X))+2ab<Var6。(()），

这与 0 是 0的 UMVUE 矛盾，这就证明了对参数空间 0中任意的 0 都有 Cov。 (0'
中(X))= 0定理得证．
例 6.4.2 设凡，元2 ,…，x n是来自指数分布 Exp(110)的样本，则根据因子分解定理

可知，T=x 1 +无 2+…＋x n 是 0的充分统计量，由千 E(T)= n0，所以x=Tln 是 0的无偏估
计设 p = 中化，尤2 '… ,x n )是 0的任一无偏估计，则
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E （叭丸，心））＝［ I: 中(X 1 ' 心）门廿. e -z;/8} 归归＝ 0,

即

两端对(}求导汛｝

“f···『 q;(x1,···,x.) • e一(x, + •.. +x,) /8 dxl
...也＝0,

0 J 0 

f ···f。 琴rp(x1,· · ·,x.) · e一(x, + ··· +x, >iodx, ···dx. = 0
0 JO 0 

这说明 E（云． cp)= 0，从而
Cov （云，cp)=E(x· cp) -E(云）． E(cp) = 0.

由定理 6.4. l 五是 0的 UMVUE.
6.4.3 充分性原则

^ n+1 
我们在例 6.1.6中比较了均匀分布 U(O,()）的两个无偏估计())=—-x(n)与() 2= 2 xn 

的优劣，注意到较好的那个无偏估计是充分统计量的函数，这不是偶然的，事实上，若
充分统计量和 UMVUE 存在，则 UMVUE一定可以表示为充分统计量的函数．下面我们
介绍这方面的有关结论．

定理 6.4.2 设总体概率函数是 p(x;()）， X 1,X2,…， xn 是其样本， T=T(x,'Xi'…，

x)是 0的充分统计量，则对 0的任一无偏估计()=()( x1,x2,.. ·,x.)，令 () =E(() |T)，则 6
也是 0的无偏估计，且

Var(8) � Var(() ）．

证明 由于 T=T(x1,x2,…， xn)是充分统计量，故而 O =E(OIT)与0 无关，因此它
也是 0的一个估计（统计量），根据重期望公式，有

E（初＝E[E(OIT)] =E(O)= ()， 

故 B是 0的无偏估计．再考察其方差

Var(O)= E[ (0-0)+(8-())］ 2 =E(0-8) 2+E(8-()) 2+2£[ (0-0) (0-()) ］， 
由于

E[(0-0)(0-()) ］ ＝El E[ (0-8) (8-8) IT] l =El (0-())E[ (0-0) IT] l =O, 
由此即有

Var((})= £(8-0) 2+Var(O), 
由于上式右端第一项非负，这就证明了第二个结论．
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定理6.4.2说明，如果无偏估计不是充分统计量的函数，则将之对充分统计量求条件期望可以得到一个新的无偏估计，该估计的方差比原来的估计的方差要小，从而降低了无偏估计的方差换言之，考虑0的估计问题只需要在基于充分统计量的函数中进行即可，该说法对所有的统计推断问题都是成立的，这便是所谓的充分性原则．
例 6.4.3 设X 1 ,X2 ,…，xn 是来自b(I,p)的样本，则X （或T=n x)是p的充分统计量为估计0=p2，可令

由于
I, x1 =1,x2 = 1, 趴 ＝ ｛。， 其他

E(0 1 ) = P(x1 = l,x2 = l ) =p · p =(}， 
所以01 是0的无偏估计．这个估计并不好，它只使用了两个观测值，但便于我们用定理
6.4.2对之加以改进：求01 关于充分统计量T= I 冗，的条件期望，过程如下．

^ ^ ＾ P( 父 I = 1' X2 = 1' T = t ) () ＝E((). I I T = t ) = P(() 1 = llT= t )= P( T = t) 
n - 2 平＝1,X2 = 1, t Xi = t - 2) p • p • [ _- :) p'-2 (1 -p)"＝ ＝ P(T = t) 

(] p'(l _ p).-,
＝ （言）／（ tn) ＝ :: tn --1 1)）＇

2 其中 t = x,．可以验证， 0 是0 的无偏估计，且 Var(0) <Var（仇）．
i = I 

6.4.4 克拉默－拉奥不等式

我们在定理6.3.1中巳指出，最大似然估计的渐近方差主要由费希尔信息量/(0)决定本节先介绍 I(0) ，然后讲述克拉默－拉奥 (Cramer-Rao) 不等式，有时它可用来判
断 UMVUE.定义6.4.3 设总体的概率函数p(x;0),0EfJ满足下列条件：

(1) 参数空间 0 是直线上的一个开区间；(2) 支撑 S = lx:p(x;0)>0]与0无关；
a (3) 导数－p(x;0)对一切0E fJ都存在；a0 (4) 对p(x;0)，积分与微分运算可交换次序，即a 中 中 a—J p(x ;0) dx = -p(x;0) dx;

(5)期望E[�Inp(：厂0)i2存在， f o 
a
o 

则称
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a 2 /(fJ) = E[面In p（元； (J)] (6.4.3) 

为总体分布的费希尔信息量
费希尔信息量是统计学中一个基本概念，很多的 统计结果都与费希尔信息量有

关如最大似然估计的渐近方差，无偏估计的方差的下界等都与费希尔信息量I(0)有
关I(0)的种种性质显示，“I(0)越大 ” 可被解释为总体分布中包含未知参数0 的信息
越多．

例 6.4.4 设总体为泊松分布 P （入），其分布列为
入 一入p( x ;入） ＝—e·, x = O,I,.. ·, 
x! 

可以验证定义 6.4.3 的条件满足，且
ln p( x ；入） ＝兀In入 一 入 － In( x!), 

a —ln p( x ；入） ＝ － －I.
O入 入

于是
l（入） ＝ E(x-入）

2 =』
入 入

例 6.4.5 设总体为指数分布，其密度函数为
p( x ;0) =—exp{- —},X > 0 ,(} > 0.0 .  I 0 

可以验证定义 6.4.3 的条件满足，且
O l x x - 0

—ln p (x; ()) = - -:: + — = 
oo o o2 02 ' 

于是
I(0) = E(T) 2 = 7 = i

()2) 。4 =［ 
定理 6.4.3 （克拉默－拉奥不等式） 设总体分布p(x;())满足定义 6.4.3 的条件，凡，

尤2' …，无n 是来自该总体的样本，T=T（ X I ,X2' …，无n )是g(()）的任一个无偏估计，g'(()）＝
ag(()） 存在，且对0中一切(),对。() .. ..g((}） ＝ f.．．fT( x1 , · · ·, xn ) 门p( x;;(}）dx1 ···dx.

-.. －.. i • I 

的微商可在积分号下进行，即
。g'(0) = r �.. · r � T( x 1 ,.. ·, x.) �(D p ( x; ; 0)) dx 1.. · dx. 

『『 �In( = ～．．．~ T( x 1 , ·· ·, xn ) ［动In且p(xi ;()）］且p(xd()）dx 1 ···dx.. (6.4.4) 

对离散总体，则将上述积分改为求和符号后，等式仍然成立．则有
Var(T) ;;:i: [g'(0)] 2/(n/(O)). (6.4.5)

(6.4.5) 称为克拉默－拉奥 (C-R) 不等式，［g'(()）］ 21(nl(())）称为g(()）的无偏估计的
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方差的C-R下界，简称 g (O)的 C-R 下界．特别，对 0 的无偏估计 0， 有Var(O) � 
(nl (0)) -'. 

., 以连续总体为例加以证明．由J p(x,;()）dx, = I, i = l, 2,…,n，两边对0求-., 证明
导，由于积分与微分可交换次序，于是有

0 = r中 fop (x,; 0) dx, =『。［ fotnp(x,;0)] p(x,;O)dx, = E[fotnp(x,;0)],
a ” “ a ” a 记Z =茹In J] p (x; ; 0) = �茹Inp(x;;O)，则E(Z) = � E[面lnp(x,;o)]=o,从而

E(Z2) = Var(Z) = t Var(�ln p(x,;fJ)) ＝言叶�Inp(x,;fJ)]
2 

= n/(fJ), 
又由(6.4.4),g'(fJ)= E(TZ) = E((T-g(fJ)) Z)，据施瓦茨不等式，有

[g'(fJ)J 2 � E[(T - g(fJ))2 ]E(Z2) = Var(T)Var(Z), 
由此，（6.4.5)得证关于离散总体可类似证明．

注意 ，如果(6.4.5)中等号成立，则称T=T(x 1 ,x 2,…，x n )是g(f))的有效估计，有效
估计一定是UMVUE.

例6.4.6 设总体分布列为p(x;fJ)＝矿(1-f)) 卜',x = O,l，它满足定义6.4.3的所有
条件，可以算得该分布的费希尔信息量为/(fJ)=

1 

f)(l-f)) ，若X 1 ,X 2,…，x n 是该总体的 样

本，则0的 C-R 下界为(n/(0)）一 ' = 0(1-0)/n．大家知道X=-2兀，是0的无偏估计 ，且n, ＝ 1 
其方差等千0(1-0)/n，故x的方差 达到了 C-R 下界，所以五是0的有效估计，它也是0

的UMVUE.
例6.4.7 设总体为指数分布 Exp(l/0)，它满足定义6.4.3的所有条件，例6.4.5中

已经算出 该分布的费希尔信息量为 /(0)＝矿，若X 1 ,X 2,…，x n 是样本，则0的 C-R 下界
为(nl(0)) _,＝矿／n而X= － 2X，是0的无偏估计且其方差等千矿／n，达到了 C-R 下

n 17"1 

界，所以，X是0的有效估计，它也是0的UMVUE.
应该指出，能达到 C-R 下界的无偏估计（如上两例）并不多．大多数场合无偏估计

都达不到其 C-R 下界，下面是一个这样的例子．
例6.4.8 设总体为正态分布N(O，矿），它满足定义6.4.3的所有条件，下面计算它

的费希尔信息量．由于 （ 2, -1/ 2 p(x;(T）＝ （2'11"(T） exp｛已，注意到x 21(T守（l），故

l（矿） ＝E[ �In p(x；矿）］
2

= E（f. -卢）
2 :节）＝卢

2(T
4 ^ l n 

若X 1 ,X 2,…，x n 是样本，则矿的无偏估计的 C-R 下界为一－，而矿＝—2式是(T2

n n ;7j 

的无偏估计，其方差达到了 C-R 下界，故;2 是矿的UMVUE另一方面，令u = g（矿）＝



§ 6.4 最小方差无偏估计 Ill

左，则c的C-R下界为

[g' （矿） ］
2 

[ 1/(2(T） ］ 2 矿
nl（矿） n/(2矿） 2n

(T的无偏估计（参见例 6.1.2) 为

; = l· 八（n － l)／2) 
2 f(n/2) 

可以证明j$是(T的 UMVUE ，且其方差大于 C-R 下界．这表明所有6的无偏估计的方

差都大于其 C-R 下界．

r--－ －－－ 

习 腔 64 、
I设总体概率函数是p(x;O)， 丸 ，气， ， 工＂是其样本 ，T =T（丸 ，x,, '兀＂）是0的充分统计量 ，则

^ ^ ＾ 
对g(O)的任 一 估计g ， 令t=E(g IT) ， 证明MSE(?),,;;MSE(g)这说明， 在均方误差准则下，人们只

需要考虑基于充分统计量的估计．
2.设T,,T,分别是0, ， o2 的UMVUE，证明 对任意的 （非零）常数a,b ,aT,+bT,是a0+b02 的

UMVUE. 

3.设T 是g(O)的UMVUE,g 是g(O)的无偏估计，证明，若Var(g)<00 ，则Cov(T,g);;;i:O. 
I ;. 

4设总体X-N( µ ，矿），元 ， 心 ，x” 为样本 ，证明，正－ 2 X,,s 2 =—一－ 2 丘 － 云尸分别为
n - l, ＝ 1 

µ ，矿的UMVUE.
扩

5.设总体p(x;O)的费希尔信息量存在，若二阶导数—-p(x;O)对 一 切的OEO存在，证明费希尔
矿

信息量

/(8) = - E(�lnp(x;O)). 

6.设总体密度函数为p(x;8) = 8xe-,, O<x<l,8>0，丸 ， X2 t...,x"是样本．
(I)求g(8)= 118 的最大似然估计 ，

(2)求g(8)的有效估计

7.设总体密度函数为p(x;(J)＝—e
2(} _6/，2 

3 ,x>0,8>0，求0的费希尔信息量I(8).

8.设总体密度函数为p(x;8)= f}c•x-1 小 11,x>c, c>O已知 ，8>0，求0的费希尔信息量/(8).
9.设总体分布列为P(X=x)= ( 父 - 1)矿（1-8),-i,x=2,3, ···, 0<8< I，求0的费希尔信息量/(8)
10.设x1 ， 环 ，xn 是来自Ga(a，入）的样本，a>O已知 ， 试证明， xla是g(A)= I／入的有效估计，

从而也是UMVUE.
11.设 丸 ，x2， 心i.i.d.-N(a, (J'2),y 1 ,y2,···,Y. i.i.d. -N(a,2(J'2)，求a和(J' 2 的UMVUE.

12.设 丸 ，斤 ，丸口d.-N( µ ,I)，求矿的UMVUE证明此UMVUE达不到C-R不等式的下界，

即它不是有效估计．
13.对泊松分布P(8).

(I) 求行），
(2)找一个函数g(.)，使g(8)的费希尔信息量与0无关．
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14.设X 1 ,x2 ,...,x"为独立同分布变量，0<8<1,
1-(J ... .. I (J 

P(x, = -1)= �, P(x, = O)= -;;- , P(x, = l)= -;;-2 
^ ^ 

(I)求0的MLE 0,并问0,是否是无偏的 ，

(2)求0的矩估计仇 ，

(3)计算0的无偏估计的方差的C-R下界．

2' . ' . 2 

15设总体X ~Exp(118)，丸 ， 巧 ， ，x"是样本 ，0的矩估计和最大似然估计都是云，它也是0的相

合估计和无偏估计，试证明在均方误差准则下存在优千丑的估计（提示考虑队＝ ax ， 找均方误差最
小者）．

§ 6.5 贝叶斯估计

在统计学中有两个大的学派：频率学派（也称经典学派）和贝叶斯学派．本书主要
介绍频率学派的理论和方法 ，此一小节将对贝叶斯学派做些介绍．

6.5.1 统计推断的基础

我们在前面已经讲过，统计推断是根据样本信息对总体分布或总体的特征数进行
推断，事实上，这是经典学派对统计推断的规定，这里的统计推断使用到两种信息：总
体信息和样本信息；而贝叶斯学派认为，除了上述两种信息以外，统计推断还应该使用
第三种信息：先验信息下面我们先把三种信息加以说明
1. 总体信息
总体信息即总体分布或总体所属分布族提供的信息譬如，若已知 “总体是正态分

布＂，则我们就知道很多信息．譬如：总体的一切阶矩都存在，总体密度函数关千均值对
称，总体的所有性质由其一、二阶矩决定，有许多成熟的统计推断方法可供我们选用
等总体信息是很重要的信息，为了获取此种信息往往耗资巨大．比如，我国为确认国产
轴承寿命分布为韦布尔分布前后花了五年时间，处理了几千个数据后才定下的．
2. 样本信息
样本信息即抽取样本所得观测值提供的信息譬如，在有了样本观测值后，我们可

以根据它大概知道总体的一些特征数，如总体均值、总体方差等在一个什么范围内．这
是最 “新鲜 ＂的信息，并且越多越好，希望通过样本对总体分布或总体的某些特征作出
较精确的统计推断没有样本就没有统计学可言．
3. 先验信息
如果我们把抽取样本看作做一次试验，则样本信息就是试验中得到的信息．实际

中，人们在试验之前对要做的间题在经验上和资料上总是有所了解的，这些信息对统
计推断是有益的先验信息即是抽样（试验）之前有关统计问题的一些信息一般说来，
先验信息来源于经验和历史资料先验信息在日常生活和工作中是很重要的先看一个
例子．
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例6.5.1 在某工厂的产品中 每天 要抽检n件以确定该厂 产品的质星是否满足要
求产品质量 可用不合格品 率 p来度董，也可以用n件抽查产品中的不合格品件数0表
示由于生产过程有连续性，可以认为每天的产品质量是有关联的，即是说，在估计现
在的 p 时，以前所积累的资料应该是可供使用的，这些积累的历史资料就是先验信息 ．
为了能使用这些先验信息 ，需要对它进行加工．譬如，在经过一段时间后，就 可根据历
史资料对过去n件产品中的不合格品件数0构造一个分布

P(O=i)=1r;, i=l,2,···,n. (6.5.1) 
这种对先验信息进行加工获得的分布今 后称为先验分布．这种先验分布是对该厂 过去
产品的不合格品率的一 个全面看法 ．

基于上述三种信息进行统计推断的统计学 称为贝叶斯统计学 ．它与经典统计学的
差别就 在千是否利用先验信息．贝叶斯统计在重视使用总体信息和样本信息的同 时，
还注意先验信息的收集、挖掘和加工，使它 数量化，形成先验分布，参加到 统计推断 中
来忽视先验信息的利用，有时是一种浪费，有时还会导出不合理的结论

贝叶斯学派的基本观点是：任 一 未知量0都可看作随机变量，可用 一个概率分布
去描述，这个分布称为先验分布；在获得 样本之后，总体分布、样本与先验分布通过贝
叶斯公式 结合起来得 到 一个关千未知量 0的新分布—— 后验分布；任何关于 0的统计
推断都应该基于0的后验分布进行．

关于未知量是否可看作随机变量 在经典学派与贝叶斯学派 间争论了很长时间．因
为任 一 未知量都有不确定性，而在表述不确定性的程度时，概率与概率 分布是最好的
语言，因此把它 看成随机变量是合理的．如今经典学派已不反对这一观点 ：著名的美国

经典统计学家莱曼 (Lehmann, E.L. ）在他的《点估计理论》一书中写道：＂把统计问题 中
的参数看作随机变量的实现要比看作未知参数更合理 一 些“ ．如今两派的争论焦点是：
如何利用各种先验信息合理地确定先验分布．这在 有些场合是容易解决的，但在很多
场合是相当困难的，关千这方面问题的讨论可参阅文献[11 ]. 

6.5.2 贝叶斯公式的密度函数形式

贝叶斯公式的事件形式已在§1.4节中叙述．这里用随机变量的概率函数再一次
叙述贝叶斯公式 ，并从中介绍贝叶斯学派的一些具体想法．

(I) 总体依赖于参数 0的概率函数在经典统计中 记为p（元；0 ），它表示参数空间0
中 不同的0 对应不同的分布．在 贝叶斯统计中 应记为p(xl0) ，它表示在 随机变量 0取
某个给定值时总体的条件概率函数．

(2) 根据参数0的先验信息 确定先验分布叭0) .
(3) 从贝叶斯观点 看，样本X=（X 1 ,Xz,…，xn )的产生要分两步进行．首先设想从先

验分布叭0) 产生一个个体0。．这一步是“ 老天爷 “ 做的，人们是看不到的，故用“ 设想”

二字第二步从p(Xl0。) 中 产生一组样本．这时样本X=（X 1 ,Xz,…,xn )的联合条件概率
函数为

n 

p(X I 0。) ＝p(xl ,X2 '…,xn I O。) ＝门p(xi I 0。) ，
i = I 

这个分布综合了总体信息和样本信息．
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(4) 由于 0。 是设想出来的，仍然是未知的，它是按先验分布 1T ((})产生的．为把先
验信息综合进去，不能只考虑 0。，对 0 的其他值发生的可能性也要加以考虑，故要用

叭0)进行综合这样一来，样本X和参数0的联合分布为
h(X,O) =p(XI 0)1r((}）．

这个 联合分布把总体信息、样本信息和先验信息三种可用信息都综合进去了．
(5) 我们的目的是要对未知参数 0 作统计推断．在没有样本信息时，我们只能依据

先验分布对0 作出推断．在有了样本观测值 X= (x1 ,x2 ,…，xn ) 之后，我们应依据 h(X,
0)对 0 作出推断．若把 h(X,O)作如下分解：

h(X,0)=1T(O I X)m(X), 
其中 m(X)是 X 的边际概率函数

m (X) = th (X, 0) dO = t p (X I 0厅(O)dO, (6.5.2) 
它与 0无关，或者说 m(X)中不含 0 的任何信息．因此能用来对 0 作出推断的仅是条件
分布叭 OIX)，它的计算公式是

h(X,O) p(X I 0)1T(O)叭OIX)=�=m(X) Lp(XI 0) 1r(O)d(} e 

(6.5.3) 

这个条件分布称为0的后验分布，它集中了总体、样本和先验中有关0的一 切信息．
(6.5.3)式就是用密度函数表示的贝叶斯公式，它也是用总体和样本对先验分布 1T(0) 
作调整的结果，它要比叭0)更接近0的实际情况．

6.5.3 贝叶斯估计

由后验分布叭 OIX)估计 0 有三种常用的方法：
·使用后验分布的密度函数最大值点作为0的点估计的最大后验估计．
·使用后验分布的中位数作为0的点估计的后验中位数估计．
·使用后验分布的均值作为0的点估计的后验期望估计．

用得最多的是后验期望估计，它一 般也简称为贝叶斯估计，记为() }

例 6.5.2 设某事件 A 在一次试验中发生的概率为 0，为估计(),对试验进行了n次
独立观测，其中事件 A 发生了 X 次，显然 Xl8-b(n,()），即

P(X=xl8) =(』矿(1 - 0) n-x, X = Q, J,…，n. 
假若我们在试验前对事件A没有什么了解，从而对其发生的概率0也没有任何信息．在
这种场合，贝叶斯本人建议采用 “ 同等无知 ” 的原则使用区间(0, 1)上的均匀分布
U(O, I)作为 0 的先验分布，因为它取(0,1)上的每一点的机会均等．贝叶斯的这个建议
被后人称为贝叶斯假设由此即可利用贝叶斯公式求出0的后验分布具体如下：先写
出X和0的联合分布

h(x,0)=( 』矿(l - 0) n-z, x = 0, l,…，几， 0<8<1,
然后求X的边际分布
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m(x)=(:)J矿(l -())"-, d() ＝n l n r(x + l W(n - x + l) X 。 (x) r(n+ 2) ＇ 

最后求出0的后验分布

1r(olx) = h(x,0) f(n+2) = 0”t l ) － l (l - 0) （n-x+ 1) － 1,0 < 0 < l.m(x) r釭＋l)f(n-x+l)
最后的结果说明 0 I x-Be(x+l,n-x+l)，其后验期望估计为

X + 1 
仇＝E (0 Ix) = �- (6.5.4) n + 2.

假如不用先验信息，只用总体信息与样本信息，那么事件A发生的概率的最大似
然估计为

，
 

X_
n
 

＿＿
 M

 

^
o

它与贝叶斯估计是不同的两个估计．某些场合，贝叶斯估计要比最大似然估计更合理
一点．比如，在产品抽样检验中只区分合格品和不合格品,(J表示不合格品率，对质量好
的产品批，抽检的产品常为合格品，但 “ 抽检 3 个全是合格品 ”与“ 抽检 10个全是合格
品 ” 这两个事件在人们心目中留下的印象是不同的，后者的质量比前者更信得过这种

差别在不合格品率0的最大似然估计OM 中反映不出来（两者都为0)，而用贝叶斯估

计仇则有所反映，两者分别是 1/(3+2)= 0. 20 和 1/(10+2)=0.08 3．类似地，对质量差
的产品批，抽检的产品常为不合格品，这时 “ 抽检3个全是不合格品 ”与“ 抽检 10个全

是不合格品” 也是有差别的两个事件，前者质量很差，后者则不可救药．这种差别用肛

也反映不出（两者都是 I) ，而仇则分别是 (3+ I) I (3 + 2) = 0. 80 和 (10+I)/(10+2) = 0.917由此可以看到，在这些极端情况下，贝叶斯估计比最大似然估计更符合人们的
理念

例 6.5.3 设丸心2 , …， xn 是来自正态分布 N(µ，式）的一个样本，其中 式已知，µ

未知，假设µ的先验分布亦为正态分布 N(0, T
2 ) ，其中先验均值 0 和先验方差 T

2 均已
知，试求 µ的贝叶斯估计．

解 样本 X 的分布和 µ的先验分布分别为
l n p(Xl µ, )=(2式） －n/2 exp{-—

2式，＝ 1 
2 (x, － µ) 2 }，

叭 µ,)=(2五） 112 exp{ － t(µ, -0) 2 },
2T 

由此可以写出X与µ的联合分布
n 

h(X,µ) =k, • e,p(-+［
叩－ 2n:: + 2 X2

十 矿－

T
2 µ + (}2 ]) 

其中 x=+ 言 X;,k 1 ＝（ 2,r ) 一 (n+l)/2 T 切
。
－n 若记
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则有

n l _ nx 0 A=------:-+--c-. B =—+ -2 2' 2 O。 T 6。 T
2'

" 

2 式, = 1 矿C = + -
6; T2'

h(X,µ,) = k1 exp{- +[A矿 － 2Bµ, + C]} = k,exp{- �- +(C -B 2 /A)} 
注意到A,B ,C均与 µ无关，由此容易算得样本的边际密度函数

m(X ) = r� h(X,µ,)如＝k 1exp{- +(C - B 2 /A)} (2,r/A) 112 , ｝ 
应用贝叶斯公式即可得到后验分布

h(X,µ,) 叩IX) = �= (2,r/A)-112exp{ －卢伍－B lA) 2}m(X) 
这说明在样本给定后，µ的后验分布为N(BIA, l/A)，即

µ | X~ N『动。 2 + ()T 

2 
2' 2 

l 
2 'n(T。+ T n(T。＋ T) 

后验均值即为其贝叶斯估计

µ ^ = n/d i + l/T2 

2
0 nlu� + 1/r2 ·· n／式＋1／T

它是样本均值云与先验均值0的加权平均．当总体方差式较小或样本量n较大时，样本
均值孙的权重较大；当先验方差 T

2 较小时，先验均值0的权重较大，这一综合很符合人
们的经验
6.5.4 共枙先验分布

从贝叶斯公式可以看出，整个贝叶斯统计推断只要先验分布确定后就没有理论上
的困难关于先验分布的确定有多种途径， 此处我们介绍一类最常用 的先验分布
类一共辄先验分布．

定义6.5.1 设0是总体分布p(x;0)中的参数，1T'(0)是其先验分布，若对任意来
自p(x;0)的样本观测值得到的后验分布叭叭X)与叭0)属于同一个分布族，则称该
分布族是0的共耟先验分布（族）．

例6.5.4 在例6.5.2 中，我们知道(0, l)上的均匀分布就是贝塔分布的一个特例
Be(I, l)，其对应的后验分布则是贝塔分布Be(x+I,n-x+I )．更一般地，设0的先验分
布是Be(a,b) ,a >O,b>O,a,b均已知，则由贝叶斯公式可以求出后验分布为Be(x+a,
n-x+b)，这说明贝塔分布是伯努利试验中成功概率的共枙先验分布．

类似地，由例6.5.3可以看出，在方差已知时正态总体均值的共辄先验分布是正态
分布



§ 6.5 贝叶斯估计 Ill

r 勹 �0---
�
�5 --7 

I.设一 页书上的错别字个数服从泊松分布P（入），人有两个可能取值 1.5和1.8，且先验分布为
P(入 ＝1.5) = 0.45, P（入＝1.8} = 0.55, 

现检查了 一 页 ， 发现有3个错别字，试求入的后验分布 ．

2.设总体为均匀分布U(0,0+1),0的先验分布是均匀分布U(10,16)．现有三个观测值11.7,
12.1, 12.0求0的后验分布

3设x,＇巧， ，x"是来自几何分布的样本，总体分布列为
P(X = kl 0) = 0(1-0)', k = 0,1,2,.. , 

()的先验分布是均匀分布U(0,1).
(I)求0的后验分布 ，

(2)若4次观测值为4,3,1,6，求0的贝叶斯估计．

4.验证泊松分布的 均值入的共呃先验分布是伽马分布．
5.验证正态总体方差（均值已知）的共枙先验分布是倒伽马分布 （称X服从倒伽马分布 ， 如果

1/X服从伽马分布） ．

6.设丸 ，X2 1 ··· 1X,是来自如下总体的一 个样本
2x 

p(xl 0) =—0 < X < (}. 。
(1)若0的先验分布为均匀分布U(O,l)，求0的后验分布 ，

(2)若0的先验分布为7T(())＝ 3矿， 0<0<1，求0的后验分布 ．

7.设丸 ，X2 1 ··· 1X"是来自如下总体的一 个样本

p(x I 0) = (}x9 一 1, O < x< I. 
若取0的先验分布为伽马分布 ，即()~Ga(a， 入） ，求0的后验期望估计．

8.设丸 ，父心 ，x" 是来自均匀分布U(O,())的样本，0的先验分布是帕雷托分布 ，其密度函数为

= B的
叭()) —,()>0。，其中B,0。是两个已知的常数

沪
I

(1)验证帕雷托分布是0的共扼先验分布 ，

(2)求0的贝叶斯估计．
9.设指数分布Exp(0)中未知参数 0的先验分布为伽马分布Ga(a，入），现从先验信息得知 先验

均值为0.000 2，先验标准差为0.01，试确定先验分布．
10.设外x2 1 ··· 1X九 为来自如下幕级数分布的样本，总体分布 密度为

p(x1 ;c,())=cx尸矿I/ O:s;;x1 :s;;()I (c>0,0>0), 

证明（1)若c已知，则0的共辄先验分布为帕雷托分布 ，

(2)若0已知，则c的共扼先验分布为伽马分布．

11.某人每天早上在汽车站等公共汽车的时间 （单位 min)服从均匀分布U(O,())，其中0 未知，

假设0的先验分布为

1T(0) ＝ { 
192／矿眨4,
0, 0<4. 

假 如此人在三个早上等车的时间分别为5,3,8 min ，求0的后验分布．

12.从正态总体N(0,22 )中随机抽取容量为100的样本，又设0的先验分布为正态分布 ，证明不

管先验分布的标准差为多少， 后验分布的标准差 一 定小于115.
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13设随机变量X服从负二项分布，其概率分布为

f(xlp)= （昙）们 1-p),-l I 

证明其成功概率p的共枙先验分布族为贝塔分布族．

x = k,k+l, ···. 

14.从一批产品中抽检100个，发现3个不合格，假定该产品不合格率0的先验分布为贝塔分布
Be(2,200) ，求 0 的后验分布．

§ 6.6 区问估计

参数的点估计给出了一个具体的数值，便于计算和使用，但其精度如何， 点估计本
身不能回答，需要由其分布来反映．实际中，度量一 个点估计的精度的最直观的方法就
是给出未知参数的一个区间，这便产生区间估计的概念．

6.6.1 区间估计的概念

设0是总体的一个参数，X 1 ,X2 ,…，x.是样本，所谓区间估计就是要找两个统计量
＾ ＾ ＾ ＾ ＾ ＾ 

O L =O L(x 1 ，无2 '…，无 n )和0尸仇(X 1 ,X2 '…,x n )， 使得仇＜仇 ，在得到样本观测值之后，就

把()估计在如司[趴，』内由于样本的随机性上q司扭尸 {)u]盖住未知参数0的可能

性并不确定，人们通常要求区间[()l '()u]盖住0的概率P(()L <()<仇 ）尽可能大，但这
^ ^ 

必然导致区间长度增大， 为解决此矛盾，把区间[()l '()u]盖住0的概率（以后称为置信
水平）事先给定，这就引入如下置信区间的概念．

定义6.6.1 设0是总体的一 个参数，其参数空间为0,x 1 ,x 2 ,…，x n 是来自该总体

的样本，对给定的一 个a(O<a<l)，假设有两个统计量仇＝仇(x 1 ,x 2 ,…，x n )和向＝

仇(X 1 ,X2 ,…，x n )，若对任意的0E 8， 有

凡（OL :!:i: 0 :!:i: 向)� 1 - a, (6. 6.1) 

则称随机区间[()i ,()u]为0的置信水平为1-a的置信区间，或简称[()L '()u]是0的1-a

置信区间，O L 和仇 分别称为0的（双侧）置信下限和置信上限．

置信水平1-a有一 个频率解释：在大量重复使用0的置信区间[0 L ，仇 ］时，每次得
到的样本观测值是不同的，从而每次得到的区间也是不 一样的．对一次 具体的观测值

而言，0可能在[(Jl '(Ju]内， 也可能 不在 ．平均而言，在这大量的区间估计观测值中，至少
有10 0(1-a)％包含(J.下例中的图6.6.1和图6.6.2直观地显示了该种频率意义．

例6.6.1 设X 1 ,Xz,…，X 10是来自N(µ，矿）的样本，则µ 的置信水平为1-a的置信

区间为

巨 － t 1 _a1 2(9)s／顶， 云＋t 1 -a1 2(9)s／顶］，



§ 6.6 区间估计Ill

其中x,s分别为样本均值和样本标准差这个置信区间的由来将在6.6.3节中说明，这
里用它来说明 置信区间与置信水平的含义．

若取a=0.10，则t09/ 9) = I. 833 I，上式化为
[x - 0.579 1s, x + 0.519 1s]. 

现假定µ,=15，矿＝ 4，则我们 可以用随机模拟方法由N(15, 4)产生 一个容量为10
的样本，如下即是这样 一个样本：

14.85 13.01 13.50 14.93 16.97 
13.80 17.95 13.37 16.29 12.38 

由该样本可以算得
x= 14.705, s =l.843. 

从而得到 µ的一个区间估计为
[ 1 4. 705干0.579 7 X J.843] = [13.637,15.773], 

该区间 包含µ的真值一15 ．现重复这样的方法100次，可以得到100个样本，也就得
到100个区间，我们将这100个区间画在图6.6.1上．由图6.6.1可以看出，这100个区
间中有91个包含参数真值15，另外9个不包含参数真值．这是置信水平 1-a= 0. 90的
一个合理解释

若取a=0.50，则t075(9)= 0. 702 7，于是 µ的置信水平为0.50的置信区间 为
[ x - 0. 222 2s, x + 0. 222 2s]. 

18 

17 

16 

15 

14 

13 

12 � - 40 50 60 70 80 90 I 00 
图6.6.1 µ的置信水平为0.90的置信区间

对上述样本，µ的区间估计为
[ 14. 705干0.222 2 X l.843] = [14.295,15.115], 

该区间也 包含了 参数真值，类似地，我们也可以给出 100个这样的区间 ，见图6.6.2．由
图6.6.2 可以看出，这100个区间中有50个包含参数真值15，另外50个不包含参数真
值这是置信水平l-a= 0.50的一个合理解释当然，若换100个样本，也 不一定正好
50％包含真值，但应差不多，譬如，49个或51个都是合理的．

在定义 6.6. l中使用 不等式给出 了区间估计的定义，主要是照顾到总体为离散分
布场合而当总体为连续分布场合，为了用足置信水平，实际中常用的都是等式，这便
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图6.6.2 µ的置信水平为 0.50 的置信区间

给出如下一个定义．
定义 6.6.2 沿用定义 6.6.l 的记号，如对给定的 a (O<a<l )，对任意的OE0，有

P。(6L < 0 <向)＝I - a, (6.6.2) 

则称[0 L ，仇］为0的 1-a 同等置信区间．
在一些实际问题中，人们感兴趣的有时仅仅是未知参数的一个下限或一个上限．

譬如，对某种产品的平均寿命来说，我们希望它越大越好，因此人们关心的是它的0.90
置信下限是多少，此下限标志了该产品的质量，它的一般定义如下．

定义 6.6.3 设仇＝仇(X 1 'X2' …，xn )是统计量，对给定的 cxe(O,l) 和任意的
OEO，有

P。(0L �0);:J?:l-a, 'r/0e0, (6.6.3) 

则称仇为 0 的置信水平为 1-a 的（单侧）置信下限．假如等号对一切 0E@ 成立，则称

仇为0的 1-a 同等置信下限
类似地，对某些指标人们希望它越小越好．比如，某种药品的毒性．这引出了置信上

限的概念

定义 6.6.4 设仇＝仇 (X I 'Xi' …,xn )是统计量，对给定的 <XE (O,l)和任意的
0E@ ，有

凡(0u;,?:0);,?:l- a, (6.6.4) 

则称仇为0的置信水平为 l-a 的（单侧）置信上限．若等号对一切 ()E0 成立，则称() U

为0的 l-a 同等置信上限
不难看出，单侧置信下限和单侧置信上限都是置信区间的特殊情形．因此，寻求置

信区间的方法可以用来寻找置信限．接下来我们主要介绍寻找置信区间的方法．
6.6.2 枢轴量法

构造未知参数0的置信区间的最常用的方法是枢轴量法，其步骤可以概括为如下
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三步：
(I) 设法构造一个样本和0的函数G=G（X I ,X2 ,…，无n ,0)使得G 的分布不依赖于

未知参数．一般称具有这种性质的G 为枢轴昌．
(2 ) 适当地选择两个常数c,d，使对给定的a (O<a< I)，有

P(c � G � d) = I - a. (6.6.5) 
在离散场合，上式等号改为大于等于(�).

(3) 假如能将c�G �d进行不等式等价变形化为()L �()<()U ，则有
几（向�0� 向) ＝I - a, (6.6.6) 

这表明[ (} L，仇］是 0的1-a同等置信区间．
上述构造置信区间的关键在于构造枢轴量G，故把这种方法称为枢轴呈法．枢轴量

的寻找一般从 0的点估计出发．而满足 (6.6.5) 的c,d可以有很多，选择的目的是希望
^ ^ 

(6.6.6) 中的平均长度E。(0厂 仇）尽可能短．
假如可以找到这样的c,d 使队(0厂仇）达到 最短当然是最好的，不过在不少场合

很难做到这一点．故常这样选择e和d，使得两个尾部概率各为a/ 2，即
P。(G < c) = P。(G > d) = al 2, (6. 6. 7) 

这样得到的置信区间称为等尾置信区间实用的置信区间大都是等尾置信区间．
例 6.6.2 设X 1 ,X2 ,…，xn 是来自均匀总体U(0,0)的一个样本，试对设定的a (0<

a<l)给出0的1-a同等置信区间．
解 我们采用 枢轴量法分三步进行 ．
(I) 我们已知 0的最大似然估计为样本的最大次序统计量元 (n) ，而 x (n)／0的密度

函数为
p(y;()） ＝nyn-1' O < y < l ,

它与参数0无关，故可取 x (n) 1()作为枢轴量G.
(2) 由于x (n) 1()的分布函数为F(y)= y",O<y<l，故P(C:!:::X (n/():!:::d )＝扩 －c几 ，因此

我们可以选择适当的c和d满足
矿 －c" = I - a. 

(3) 利用不等式变形可容易地给出0的1-a同等置信区间 为[x (n)／d,x (n) /c]，该
区间的平均长度为（上＿+)E( x (n)）不难看出，在 0:s.c<d:s.1及dn -cn=l-a的条件下，

C d 
I I 当d= I,c ＝ 数时，一－－取最小值，这说明[x (n) ，环 ）／汃句是 0的此类区间估计中 置信
C d 

水平为1-a最短置信区间
6.6.3 单个正态总体参数的置信区间

正态总体N( µ,，矿）是最常见的分布，本 小节中我们讨论它的两个参数的置信
区间
一、 o 已知时µ的置信区间

在这种情况下，由于µ的点估计为元其分布为N(µ,，矿／n），因此枢轴量可选为
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x-µG= ～N(0, l)，e和d应满足P(C,;;; G,;;; 
ul石

d) ＝中(d) －中(C) = 1-a，经过不等式变形可得
P,,.(x -如／石:,;:; µ. :,;:; x - cu／丘）＝I - a,

0.40 
0.35 

0.30 
0.25 

0.20 

该区间长度为(d-c)(T／扛
．
．由于标准正态分布 0.15 

为单峰对 称的，从图6. 6. 3上不难看出在 0.10

0.05 。中(d)－中(c)= l -a的条件下，当d = -c = u l -a/2
时，d-c达到最小，由此给出了µ的l-a同等置
信区间为

-4 -3 -2 -I O I 2 3 4 
-ul-a/2 拓－a/2

[X-u1 -a/ 2o／.r,;,' 正U 1 -a12ul✓n]. (6.6.8) 图6.6.3 标准正态分布示意图

这是一个以X为中心，半径为u 1 -o/2o／石的对称区间，常将之表示为正u 1 -a/2(T1,;.
例6.6.3 用 天平称扯某物体的质量 9次， 得平均值为x = 15.4 (g)，已知天平称量

结果为正态分布，其标准差为0.1 (g)．试求该物体质量的0.95置信区间．
解 此处1-a = 0.95,a = 0.05，查表知uo.915 = 1. 96，千是该物体质量 µ的0.95置信区

间为
i 土 U 1 -a/2 (TIJ = 15 4 土 l.96 X 0. 1/ J9 = 15.4 士 0.065 3, 

从而该物体质量的 0.95 置信区间为[15.334 7, 15.465 3]. 
例6.6.4 设总体 为正态分布N(µ,l)，为得到µ的置信水平为0.95的置信区间且

长度不超过1.2，样本容量应为多大？
解 由题设条件知µ的 0.95 置信区间为

[x-u l -a/ 2/石， X + u l -a/2/石］，

其区间长度为2u曰／ 2／石， 它仅依赖于样本容量 n 而与样本具体取值无关．现要求
2u l -a/ 2/五:::; 1.2，立即有n� (2/1. 2) 2式＿a／ 2现I -a = 0. 95,故u 1 -a/2 = 1.96，从而n�
(5/ 3)2 xl.962 = 10.67""'11．即样本容量至少为11时才能使得µ的置信水平为0.95的
置信区间长度不超过1.2.

二、o未知时µ的置信区间

石 (X-µ)
这时可用t统计量 ，因为t= ～ t(n-l)，因此t可以 用来作为枢轴量．完全

类似于上 一小节，可得到µ的 1-a 置信区间为
;土 t 1 -a/ 2 (n - l)s/J 

此处s2 = 2 (x, －云尸是矿的无偏估计
n -l ， 二1

(6.6.9) 

例6.6.5 假设轮胎的寿命服从正态分布．为估计某种轮胎的平均寿命，现随机地
抽12只轮胎 试用，测得它们的寿命（单位：万千米）如下：

4.68 4.85 4.32 4.85 4.61 5.02 
5.20 4.60 4.58 4.72 4.38 4.70 
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试求平均寿命的 0.95置信区间．解 此处正态总体标准差未知，可使用t分布求 均值的置信区间．本例中经计算有x= 4.709 2,/=0.061 s取a=0.05，查表知t0975(11)= 2.201 0，千是平均寿命的 0.95置
信区间为

4. 709 2 士 2.201 0 · Jo飞记丁亏／J百＝ ［4.551 6,4.866 8].
在实际问题中，由于轮胎的寿命越长越好，因此可以只求平均寿命的置信下限，也即构造单侧的置信下限．由于

叶石（云 － !!l_ < t 1 -• (n - I)) = I -a.
） 由不等式变形 可知 µ 的I-a置信下限为x- t1 _0(n-l)s/[；将t0 95 (11) = I. 795 9 代入计算可得平均寿命µ 的 0.95置信下限为 4.580 6（万千米）．

三、矿的置信区间

此时虽然也可以就 µ是否已知分两种情况讨论矿的置信区间，在实际中矿未知时 µ 已知的情形是极为罕见的 ，所以我们只在 µ,
0.14 

未知的条件下讨论矿的置信区间． 0.12 
枢轴量不难给出．大家知道，矿可用样本方 0.10 

(n-I)/ 0.08 差s2 估计．在§ 5.4中我们已经证明 2 ~ o·

欢n-1)，由千 x2 分布是偏态分布 ，寻找平均长 0.04 度最短区间很难实现，一般都改为寻找等尾置信 0.02 区间：把a平分为两部分，在x2 分布两侧各截面积为al 2 的 部 分，即采用X2 的 两个 分位数x:12(n-l)和�_012(n-l)（见图6.6.4)，它们满足
Oo 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 X2 2 a/2 X I-a/2 

图6.6.4 x2 分布置信区间示意图
叶X < 

2 (n - I)/.. 2 :s:X 
1 -o/2) 

＝ 1 -a. o/ 2 o·

由此给出 矿的I-a置信区间为[ (n - 1) / / X� _012 (n - l), (n - l) / / X:12 (n - I) ]. (6. 6. l O) 1 -o/ 2 将(6.6.10)的两端开方即得到标准差(T 的 1-a置信区间•例6.6.6 某厂生产的零件重量服从正态分布N(µ，矿），现从该厂生产的零件中抽取9个，测得其质董（单位：g）为45. 3 45.4 45. I 45. 3 45. 5 45. 7 45.4 45. 3 45. 6 试 求 总体标准差6的 0.95置信区间解 由数据可算得 s2 = 0.032 5,(n-l)s2= 8x0.032 5= 0.26，这里a=0.05，查表知x:_02/ 8) = 2. 179 7, x: 97/ 8) = I 7. 5 34 5，代入(6.6.10)式可得矿的 0.95置信区间为
[ �. �] = [ 0.014 8,0.119 3].l 7. 5 3 4 5'2. l 7 9 7 ] 

从而o的 0.95置信区间为[0.121 8, 0. 345 4]. 
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6.6.4 大样本置信区间

在有些场合，寻找枢轴量及其分布比较困难．在样本量充分大时，可用渐近分布来
构造近似的置信区间，一个典型的例子是关于比例p的置信区间．

设x1 ,x2 ,.. ·,x.是来自二点分布b (1,p)的样本，现要求p的1-a置信区间由中心
极限定理知，样本均值云的渐近分布为 N( p(1-p)p, ），因此有

X -p u = ---=========-..!. N (0, l).✓p(l -p)／n
这个u可作为近似枢轴蜇，对给定a，利用标准正态分布的1-a/ 2分位数 U I-all 

可得

叶 �l�u✓p(l -p)／n l -a/2) ＝ 1 - a,
括号里的事件等价千

（ 云－p) 2 � u�_012p(1 -p)ln,
记入＝u1-a/ 2 ，上述不等式可化为

(l + �) p2 - (2 x + �) p + x2 � 0,

左侧p的二次三项式的判别式
入 2 入 4 云(I - 云）入 2

（江＋了） － 4(1 + �) x 2 =� 入十 s > 0,

故此二次三项式的图形是开口向上并与x轴有两个交点的曲线（见图 6.6.5) ．记此两个
交点的横坐标为PL 和Pu，则有

P（人：：：：p ：：：：九）＝l - a. 
这里pl 和Pu是该二次三项式的两个根，它们可表
示为

1 + 
l 

A (X + ； ` 云 (ln 
- i)

入十五）

图6.6.5 二次三项式及其根示意图

由于n比较大，在实用中通常略去入／n项，于是可将置信区间近似为
[x-ul-a/2尸产， 云＋U I -a/ 2尸勹 (6. 6. 11) 

例 6.6. 7 对某事件 A 作 120 次观察，A 发生 36 次．试给出事件 A 发生概率p的
0.95 置信区间
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解 此处 n = 120 ，云＝ 36/120= 0.3 ，而 Uo.975 = 1. 96 ，于是p的 0.95（双侧）置信下限和

上限分别为

0.3 X 0.7 
;l = 0.3 - l.96 X � = 0.218, 

0.3 X 0. 7 
;U = 0.3 + l.96 X � = 0.382 

120 

故所求的近似置信区间为[0.218,0.382].
关于泊松分布中参数入的置信区间亦可用类似方法确定 ，见习题 6.6 第 7 题．

6.6.S 样本量的确定
在统计中，样本噩越大 ， 估计的精度越高，但 大样本量需要的经费高，实施的时间

也长，投入人力也多，所以实用 中人们往往关心如下问题：在 一定要求下，至少需要多
大的样本量？这就是样本量的确定间题．

样本童的确定 有多种方法 ，不同场合使用不同方法 ．这里介绍估计比率p所需样本
董很多实际问题都需要估计比率，如不合格品率、吸烟率、新生儿中男婴出生率、某项
政策支持率等．在这些场合至少需要多大样本蜇才能保证所得估计得到 一定精度呢？
下面通过一个具体例子讨论该问题．

例 6.6.8 某传媒公司欲调查电视台某综艺节目收视率p，为使得p的 1-a 置信区
间长度不超过2d。，问应至少调查多少用户？

这是典型的抽样调查问题， 在抽样调查中，置信水平 1-a也称为保证概率，置信区
间的半径（长度的一半）d。也称为绝对误差．

解 这是关千二点分布比例p的置信区间问题，由(6.6.11) 式知，p的 1-a 近似置

信区间半径为UI-al�，这是一个随机变量 ，但由于;E (0, 1) ，所以对任意的

观测值有云 (1 - x) � 0. 5 2 = 0. 25 ．这也就是说 p 的 1 - a 的置信区间半径不会超过

u 1 -a/2/（2五）现要求 p的 1-a 的置信区间半径不超过 d。，只需要U 1 _012/(2✓n) �d。即
可，从而

叫u』。1 2
)

2

(6.6.12) 

这是在估计比例p场合确定样本量的公式．比如 ，若取 d。= 0.02, a = 0.05 ，则

叫芦）
2

= （昙） 2 = 2 401

这表明，要使综艺节目收视率p的 0.95 置信区间的半径不超过 0.02 ，则至少需要对
2 401 个用户作调查或者说，至少需调查 2 401 个用户，才能以概率0.95 保证调查所得

比例估计值i 与真值p的差异不大于 0.02.

表 6.6.1 给出了部分常见的要求下样本量的结果，可以看到，若要置信区间长度小
而置信水平高，则可能需要很大的样本量 ．
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表 6.6.1 部分 (l-a,d。)组合下的样本量
2d。

I-a
0.005 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.1 0.2 

0.8 65 695 16 424 4 106 I 825 I 027 657 165 42 

0.85 82 891 20 723 5 181 2 303 I 296 829 208 52 

0.9 108 222 27 056 6 764 3 007 I 691 I 083 271 68 

0.95 153 659 38 415 9 604 4 269 2 401 I 537 385 97 

0.99 265 396 66 349 16 588 7 373 4 147 2 654 664 166 

说明：表6.6.1中的结果是使用软件直接计算得到的，其计算使用的正态分布分位数是精确值，故结果与使用
正态分布分位数近似值得到的结果略有差别

譬如，若要求置信水平为 0.99，置信区间长度不超过 0. 01 ， 则要求样本量为
66 349，这是一个很大的样本量有时，若对比率p有所了解，则可以适当减少对样本量
的要求比如，我们知道任意电视节目的收视率都不会很大，若已知p不会达到 0.2，则
由大数定律，我们可近似认为:x�o.2，于是认 l-云 )�0.16，从而p的 I-a 的置信区间半
径 U I－卢在(1-X)／n的上界由u,-a12I c 2拉：）变为0.4u l-a/2／丘现要求p的 l-a 的置信
区间半径不超过d。，只需要0.4u l -a/2飞过。，从而畛(T)

2

即可，这可大大降低d。
样本量，譬如，若要求置信水平为 0.99，置信区间长度不超过 0.01 ，则样本量从 66 349

降为42 463. 

6.6.6 两个正态总体下的置信区间

设 X1 ,Xi '…,xm 是来自N(µ, I ，矿）的样本，Y1,Yi,…,yn 是来自N(µ2,6:)的样本，
且两个样本相互独立．X与y分别是它 们的样本 均 值，s2 = 'm-ll7!2 (x,-i尸和

l n 

n -ls: ＝ 2 (y, － i尸分别是它们的样本方差下面讨论两个均值差和两个方差比的
置信区间．
一、µ 1 -µ2 的置信区间

它的几种特殊情况已获得圆满的解决．下面我们对此间题分几种情况分别叙述，
读者应留意它们之间的差别及其处理方法

1. 矿和 6：已知时
2 2 

此时有曰～N( 0. o·
卢2，三），取枢轴量为

x - y - （µ1 -µ2) u = ~ N(O l
1 2 2 
0. o· 
-+ — n
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沿用前面多次用过的方法可以得到µ广µ2 的1-a置信区间为

2. (T 
2 2 2 
I 
=o. ＝o· 

2 此时有

X - y 土 u, -a/2 

未知时

x - Y - N(µ 1 - µ2, (± + �）叶，
(m - I)S: + (n - I)< y ~X2(m + n -2)，o·

由于环，<,s:相互独立，故可构造如下服从t分布t(m+n-2)的枢轴量
t =尸二勹了 i －了 一 (µ 1 - µ2 ) 

m + n ✓(m - 1)s: + （n -1)s: -t(m + n-2).
(m -1)/+(n-1)/ 

2 义

记s = y，则 µ 卫2 的1-a置信区间为m+n-2 
云 － i 士[百言呫 心 口”-勾mn 

3. u:I矿＝ c已知时
此时的处理方法与2中完全类似，只需注意到

也 气云 － 尸N( µ , - l-'-2 '� +了) ＝N (/J, I - l-'-2 ，矿（；十�))'
(m-l)< + (n - 1)</c (m -1)< (n-1)< 

= + y 

0' o· o· -X2 (m + n -2),
由千环，<,s：相互独立，仍可构造如下服从t分布t(m+n-2)的枢轴量

X - J - (µI - µ2 )
t = 汃＋（n - l)S:lc 

(m-l)/+(n-1)/lc 

mn(m + n - 2) -t(m + n-2),me+ n 
2 戈

记s = y ，则µ严2 的1-a置信区间为m+n-2 拭

曰士［盂言s.,t 1 _01 2(m + n - 2), mn 
4. 当m和n都很大时的近似置信区间
若对矿，o:没有什么信息，当m,n都很大时，由中心极限定理知

x - r - (µ , -µ2 ) 
,.!. N(O,I). 

由此可给出µ厂µ2的1-a近似置信区间为
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x - y士U 1 -a/2

5. 一般情况下的近似置信区间
若对矿，式没有什么信息，m,n也不很大，求µ广 µ2 的精确置信区间是历史上著

名的贝伦斯－费希尔 (Behrens-Fisher)问题，它是贝伦斯在 1929 年从实际中提出的问
题，至今还有学者在做研究这里介绍一种近似方法：令 s: = S:lm+S:/n，取近似枢轴量

T = [x -了一(µ1 - µ2)]/so, 
此时 T不服从 N(0,1)，但近似服从自由度为 l的t分布，其中 l 由公式

l =
4
0

 

s

矿(m - l)矿(n-l) 
决定，l 一般不为整数，可以取与 l 最接近的整数代替之．于是，近似地有 T~t(l)，从而
可得µ广 µ2 的 1-a近似置信区间为

x- 了士S。t l -a/2(l)
例 6.6.9 为比较两个小麦品种的产量，选择 18 块条件相似的试验田，采用相同的

耕作方法做试验，结果播种甲品种的 8 块试验田的单位面积产量和播种乙品种的 10
块试验田的单位面积产量（单位：kg)分别为

甲品种： 628 583 510 554 612 523 530 615 
乙品种： 535 433 398 470 567 480 498 560 503 426

假定每个品种的单位面积产量均服从正态分布，试求这两个品种平均单位面积产量差
的 1-a置信区间（取 a = 0.05). 
解 以凡，尤2,…，尤8 记甲品种的单位面积产量，Y1,Y2 , ···,Y10记乙品种的单位面积

产量，由样本数据可计算得到x = 569.38, S: = 2 140.55, m = 8, 
y = 487.00, S: = 3 256.22, n = 10, 

下面分两种情况讨论．
(I)若已知两个品种单位面积产量的标准差相等，则可采用二样本t区间．此处

s., = ！ (m -l)s: ＋ （n - l)s: =J7 x 2 14055 + 9 x 3 25622 = 52 6l2 9,m+n-2 '\I 16 
t,_01 2(m + n -2) = t0.975(16) = 2.119 9, 
t lo/ 2(m+n-2)s/三 =2.119 9 X 52.612 9 X 厂＝ 52.91,m n 8 10 

故 µ -µ2 的 0.95置信区间为
[ 569.38 -487 土 52.91] = [29.47,135.29]. 

(2)若两个品种单位面积产量的方差不等，则可采用近似t区间．此处
s: = 2 140.55/ 8 + 3 256.22/10 = 593.19, s。 = 24.36,
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593.192 l = � = 15. 99 = 16,2 140.552 3 256.222 

82 X 7 10 2 X 9
S。 t0975(l) = 24.36 X 2.119 9 = 51.64,

于是µ广µ2 的 0.95 近似置信区间为
[ 569. 38-487 土51.64] = [30.74,134.02]. 

一、 0. 位的置信区间

§ 6.6 区间估计 Ill

由于(m-1) s: I u: ~ x2(m -I), (n -I) s /6 ~ 欢 n -1)，且 s又 与s 相互独立，故可仿
照F 变蜇构造如下枢轴量：

s:／气F = � ~ F(m -1, n -1), 2. 2 
s;／织

对给定的置信水平 1-a ，由
平 ,(m -1,n - I),; i-�,; F,_.,,(m-1, n - I)) = I - a,

经不等式变形即给出矿／式的如下的 1-a置信区间：

甘 F i a/2(m: l,n - l) ＇ ：． Fa/2(m -
l 
l,n - l)］

例6.6.10 某车间有两台自动机床加工一类套筒，假设套筒直径服从正态分布．
现在从两个班次的产品中分别检查了 5 个和 6 个套筒，得其直径（单位： cm)数据
如下：

甲班： 5.06 5.08 5.03 5.00 5.07
乙班： 4.98 5.03 4.97 4.99 5.02 4.95 

试求两班加工套筒直径的方差比吐／6; 的 0.95 置信区间
解 此处，m=5, n = 6，若取 1-a = 0.95，则查表知

F。.025(4'5) = � =—, F。975(5,4) 9.36 
F。975(4,5) = 7.39, 

由数据算得 s:甲 ＝ 0.001 07,s�乙 ＝ 0.000 92，故置信区间的两端分别为
s 2甲 I 0.001 07 1 — • - = ...:........:..x- = 0.157 4s 2 F。975(4,5) 0.000 92 7.39 ， 

乙

s
甲 1 0.001 07 

—• _______:______ = � X 9. 36 = 10. 886 1 s 2 F。025(4,5 ) 0.000 92 
乙

由此可知叶／ 62
乙 的 0.95 置信区间为[ 0. 157 4, 10. 886 l ].
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1某厂生产的化纤强度服从正态分布， 长期以来其标准差稳定在u = 0.85 ， 现抽取了 一 个容量为

n = 25的样本 ，测定其强度 ， 算得样本均值为x= 2.25，试求这批化纤平均强度的置信水平为0.95的置

信区间

2总体X~N伍 ， 矿） ， 矿已知 ， 问样本 容量n取多大时才能保证 µ 的置信水平为95％的置信区

间的长度不大于K

3. 0.50, 1.25,0.80,2.00是取自总体X的样本 ，已知Y= In X服从正态分布N伍 ， I).

(I)求 µ的置信水平为95％的置信区1
、
Bl

(2)求X的数学期望的置信水平为95％的置信区间

4用 一 个仪表测霍某一 物理量 9次 ，得样本均值x=56.32，样本标准差s = 0.22

(I)测量标准差o的 大小反映了测量仪表的精度 ，试求6的置信水平为0.95置信区间 ，

(2)求该物理量真值的置信水平为0.99的置信区间
5已知某种材料的抗压强度X~N伍 ， 矿） ， 现随机地抽取10个试件进行抗压试验，测得数据

如下
482 493 457 471 510 446 435 418 394 469 

(I)求平均抗压强度 µ 的置信水平为95％的置信区间 ，

(2)若已知u = 30，求平均杭压强度 µ的置信水平为95％的置信区间，

(3)求6的置信水平为95％的置信区间

6在 一 批货物 中随机抽取80件 ，发现有II件不合格品 ，试求这批货物的不合格品率的置信水
平为0.90的置信区间

7设x,,x 2 ,...,x,是来自泊松分布P（入）的样本 ， 证明入的近似 1-a置信区间为

I 
2 

[�.��] 
8某商店某种商品的月销售量服从泊松分布，为合理进货， 必须了解销售情况现记录了该商店

过去的 一 些销售量 ，数据如下

月销售昼

月份数

9 10 II 12 13 14 15 16 

6 13 12 9 4 2
 

试求平均月销售量的置信水平为0.95的置信区1
、
B l

9设从总体X-N(µ.,，矿）和总体Y-N(µ.2 ,rr:)中分别抽取容曼为n, = 10,n 2 = IS的独立样本 ，

可计算得 x= 82, s '.= 56. s ， y = 76,s'. = 52.4. 

(I)若已知o = 64, rr = 49，求µ., - µ.,的置信水平为95％的置信区间 ，

(2)若已知矿飞 ，求 µ.,-µ.2 的置信水平为95％的置信区fBl

(3)若对
l l 

(T.'(T 
一 无所知 ，求 µ. ,-µ.,的置信水平为95％的近似置信区间 ，

(4)求矿／式的置信水平为95％的置信区间

IO.假设人体身高服从正态分布， 今抽测甲、乙两地区18岁～25岁女青年身离得数据如下甲地

区抽取IO名 ，样本均值 1.64 m ，样本标准差0.2 m;乙地区抽取10名 ，样本均值 1.62 m，样本标准差
0.4 m.求

(I)两正态总体方差比的置信水平为95％的置信区间 ，
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(2)两正态总体均值差的置信水平为95％的置信区间
II.设总体X的密度函数为入e-,, l,,,o, ， 其中A>O为未知参数，丸 ，气 ， ，x"为抽自此总体的简单

随机样本，求A的置信水平为I-a的置信区间
12设某电子产品的寿命服从指数分布， 其密度函数为入e一入戈 f, »OI ， 现从此批产品中抽取容量为9

的样本，测得寿命为（单位千小时）
15 45 50 53 60 65 70 83 90 

求平均寿命 I/A的置信水平为0.9 的置信区间和置信上、下限
13设总体X的密度函数为

p(x,0) ＝ －00 ＜冗＜00 I -00 <8< 00 I 刓l+(x-8)汀
丸，斤 ，x.为抽自此总体的简单随机样本，求位置参数0的置信水平近似为1-a的置信区间．

14.设x1 ,x心 ，又＂为抽自正态总体N(µ ,16 )的简单随机样本，为使得 µ. 的置信水平为1-a的置
信区间的长度不大千给定的L，试问样本容董n至少要多少？

15设x, ，气 ，x"为抽自正态总体N(µ.，矿）的简单随机样本试证
压 － （f.L + k(J'）］／［； （x, -i) l l 1/l 

为枢轴量， 其中k为已知常数
16.设丸， x,,...,x,是来自U(0-112,8+1 / 2)的样本，求0的置信水平为1 -a的置信区间（提示
环 ） ＋X 1 11 证明 －0为枢轴曼，并求出对应的密度函数）．2 
17设x,，气， ，x门 为抽自均匀分布U（队 ， 队）的简单随机样本，记兀 111 :e:;;x121 ,;;;...,;;;x,,)为其次序

统计量求
(I)队 －01 的置信水平为I-a的置信区间，。 ,+8,(2) —一—的置信水平为1-a的置信区间．2
18.设丸，又2， 心i.i.d.-U(0，仇），y,,y,,...,y,i.i.d-U( 0,82 )，仇＞0 ,Ol >0皆未知，且两样本独。 I .. . __.. . _ .. .. _.. _ ·- . __ __ . _ _ •- _ T, 81 立．求—的 一 个置信水平为1-a的置信区间（提示令T, = x,m1 ,T, = y口 ，证明一 一 －的分布与O 1 ,o282 

-. - ·- -.. . - ·- -.... -..',m,.. -'"'. -.. T, 8, 
无关，并求出对应的密度函数）

19.设总体X的密度函数为
p(父，8)= e-lrBI / 1心， －00 <8<00 I 

丸，环 ，无＂为抽自此总体的简单随机样本
(I)证明元 Ill -8的分布与0无关，并求出此分布 ，

(2)求0的置信水平为1-a的置信区间．

/ ， 

，本章小结
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统计推断的另一个主要内容是（统计）假设检验( hypothesis test)．在这一章里我们

将讨论（统计）假设的建立及其各种检验 ．
假设检验是由K．皮尔逊(K.Pearson)于20世纪初提出的，之后由费希尔 进行了细

化，并最终由奈曼(Neyman）和E.皮尔逊(E.Pearson)提出了较完整的假设检验理论．

§ 7.1 假设检验的基本思想与概念

7.1.1 假设检验问题
先从一个实例来考察假设检验的基本思想．
例7.1.1（女士品茶试验） 一种 奶茶 由牛奶与茶按一定比例混合而成，可以先倒

茶后倒奶 （记为TM)，也可以反过来 （记为MT)．某女士声称她可以鉴别是TM还是
MT，周围品茶的人对此产生了议论，“这怎么可能呢？”“她在胡言乱语．”“不可想象．＂
在场的费希尔也在思索这个问题，他提议做一项试验来检验如下假设 （命题）是否可以
接受：

假设H ： 该女士无此种鉴别能力．
他准备了 10杯调制好的奶茶，TM与MT都有．服务员一杯一杯地奉上，让该女士品尝，
说出是TM还是MT，结果那位女士竟然 正确地分辨出 10杯奶茶中的每一杯．这时该如
何对此作出判断呢？

费希尔的想法是：假如假设H是正确的，即该女士无此种鉴别能力，她只能猜，每
次猜对的概率为1/2,10次都猜对的概率为i-10<0.001，这是一个很小的概率，在一次
试验 中几乎不会发生，如今该事件竟然发生了，这只能说明原假设H不当，应予以拒
绝，而认为该女士确有辨别奶茶中 TM与MT的能力 ．费希尔用试验结果对 假设H的对
错进行判断的思维方式可归纳如下：

假如试验结果与假设H发生矛盾就拒绝原假设H，否则就接受原假设．
当然 ，实际操作远非这么简单，假如 该女士说对了9杯（或8杯等），又该如何对H

作出判断呢？判断会发生错误吗？发生错误的概率是多少？ 能被控制吗？这里还有
很多细节需要研究，费希尔对这些细节作了周密的研究，提出 一些新的概念，建立一套
可行的 方法，形成假设检验理论，为进一步发展假设检验理论与方法打下了牢固基础．
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本章将详细讨论其中基础和实用部分，进一步结果可参阅文献[ 15]. 
下面再用一个实例引出假设检验中的一 些基本概念和操作步骤．
例7.1.2 某厂生产的合金强度服从正态分布N(0,16)，其中 0 的设计值为不低千

110 Pa为保证质量，该厂每天都要对生产情况做例行检查，以判断生产是否正常进行，
即该合金的平均强度是否不低于110 Pa．某天从生产的产品中随机抽取25块合金，测
得其强度值为X 1 ,X 2,…，x25，均值为云＝108.2 Pa，间当日生产是否正常？

对这个实际问题可作如下分析：
(1)这不是一 个参数估计问题．
(2)这是在给定总体与样本下，要求对命题“ 合金平均强度不低于110 Pa ” 作出回

答：”是” 还是＂ 否 “ ？这类问题称为统计假设检验问题，简称假设检验问题．
(3) 命题： ＂ 合金平均强度不低于110 Pa"仅涉及参数 0范围，因此该命题是否正

确将涉及如下两个参数集合：
@。 ＝ l O:0 > llOl, el = ｛ ()：0 < 1101.

命题成立对应于“ OEO。"，命题不成立则对应 “ OE0"．在统计学中这两个非空不相交
参数集合都称作统计假设，简称假设．

(4) 我们的任务是利用所给 总体N(0,16)和样本均值云＝108.2 Pa 判断假设
（命题） “ OEe。 ” 是否成立．通过样本对一 个假设作出 “ 对”或 “ 不对＂ 的具体判断规则
就称为该假设的一 个检验或检验法则．检验的结果若是否定该命题，则 称拒绝这个
假设，否则就称接受该假设．

(5) 若假设可用一个参数的集合表示，该假设检验问题 称为参数假设检验问
题，否则称为非参数假设检验问题．例7.1.2 就是一个参数假设检验问题，而对假设
“ 总体为正态分布 ” 作出检验的问题就是一 个非参数假设检验问题．

7.1.2 假设检验的基本步骤

接下来我们来叙述假设检验的基本步骤．

一、建立假设

这里主要叙述参数假设检验问题．设有来自某一 个参数分布族!F(x, 0)10E@)
的样本凡，x2,…，x几，其中0 为参数空间，设8。CE，且O。＃0，则命题H。:OE0。 称
为一 个假设或原假设或零假设(nu l l hypothesis)，若有另一个＠（81 c8,OO。= 0,
常见的一种情况是0l=8-8。)，则命题H 1 :0E8 1 称为凡的对立假设或备择假设

(al ternat ive hypothesis)．于是，我们感兴趣的一对假设就是
H。:0E (HJ。 vs H I :0 Ee l (7.l.l) 

其中“vs” 是versus 的缩写，是“ 对＂ 的意思，即表示凡对儿的假设检验问题．
对于假设(7.1.1)，如果O。只含一个点，则我们称之为简单(si mple)原假设，否则

就称为复杂(composi te)或复合原假设．同样，对千备择假设也有简单与复杂之别．当H。
为简单假设时，其形式可写成H。:0=0。．此时的备择假设通常有如下三种可能：

H; :O'i'O。, H'伈O<0。, H'1; ：0>0。.

我们称H。vsH'1 为双侧假设或双边假设（因备择假设分散在原假设两侧而得名），H。 VS

H'；以及H。vsH";为单侧假设或单边假设（因备择假设位千原假设的一侧而得名）．
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在假设检验中，通常将不宜轻易加以否定的假设作为原假设．在例7.1.2中，我们
可建立如下 一对假设：

Ho :8 E@。= !8:8�1101 vs H1 :8EB 1= !8:0<IIO) 

或简写为

H。 :0�110 VS H,:0<110. 

二、选择检验统计量，给出拒绝域形式
对于假设(7.1.1)的检验就是指这样的一个法则：当有了具体的样本后，按该法则

就可决定是接受凡还是拒绝H。，即检验就等价于把样本空间划分成两个互不相交的

部分W和仇当样本属于W 时，拒绝H。；否则接受H。．于是，我们称 W为该检验的拒绝

域，而而称为接受域
由样本对原假设进行检验总是通过 一个统计量完成的，该统计量称为检验统计

量比如，在例7.1.2中，样本均值X就是一个很好的检验统计量，因为要检验的假设是
正态总体均值在方差已知场合，样本均值X是总体均值的充分统计量在例7.1.2中，
总体均值0越大五取大值的概率越大．亦即五越大越支持原假设，云越小越支持备择
假设，所以拒绝域形如

W= I (X 1 ,x2 ,…，xn ) ：云幻 l = lx�cl
是合理的，其中临界值c待定．

当拒绝域确定了，检验的判断准则跟着也确定了：
· 如果（X 1 ,X2 ,…，xn ) E W，则拒绝H。.

· 如果（X 1 ,X2,…,xJ E W, 接受H。.
由此可见，一个拒绝域W 唯 一 确定一个检验法则，反之，一个检验法则也唯 一 确定

一个拒绝域在两个观测值(n = 2)场合，图7. I. I 
给出拒绝域的示意图

通常我们将注意力放在拒绝域上．正如在数学
上不能用一 个例子去证明 一个结论 一 样，用一个
样本（例子）不能证明 一个命题（假设）是成立的，
但可以用一个例子（样本）推翻一个命题．因此，从
逻辑上看，注重拒绝域是适当的事实上，在“ 拒绝

X2 

原假设“和＂ 拒绝备择假设（从而接受原假设）” 之 图7.1.1 拒绝域示意图

间还有一个模糊域，如今我们把它并入接受域（参

X1 

见图7.1.1)，所以接受域是复杂的，将之称为保留域也许更恰当，但习惯上已把它称为
接受域，没有必要再进行改变，只是应注意它的含义．

三、选择显著性水平

由于样本是随机的，故当我们应用某种检验作 判断时，可能做出正确的判断，也可
能做出错误 的判断，因此，可能犯如下两种错误 ：当0E仇时，样本由于随机性却落人
了拒绝域W，于是我们采取了拒绝凡的错误决策，称这样的错误为第一类错误(type
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I error)；当肛0 1 时，样本却落入了接受域W，千是我们采取了接受凡的错误决策，
称这样的错误为第二类错误(typeII error)．具体的可见表7.1.1.

表7.1.1 检验的两类错误
总体情 况观测数据情况 H。为真 凡为真

(x,，兀2,..·,xJ E W
(x1,x2, ···,xJ E W 

犯第一类错误
正确

正确
犯第二类错误

在实际中，分别称第一类、第二类错误为拒真错误与取伪错误．
由于检验结果受样本的影响，具有随机性，于是 ，可用总体分布定义犯第一类、第

二类错误概率如下：
犯第一类错误概率：a(0) = p。{XEWl,()EO。.
犯第二类错误概率：队())=P。!XEWl,()E @1 . 

事实上，每一个检验都无法避免犯错误的可能，那能否找到一个检验，使其犯两类错误
的概率都尽可能地小呢？实际上，我们也做不到这一点．为了说明其原因，先引进如下
的势函数或功效函数(powerfunction)的概念．

定义7.1.1 设检验间题
H。 :()EB。 vs H I :()E @1 

的拒绝域为W，则样本观测值X落在拒绝域W内的概率称为该检验的势函数，记为
g(()） ＝ P。(XEW)'()E@=@。 ue l . (7.1.2) 

显然，势函数g(()）是定义在参数空间0上的一个函数．当()EB。时，g(()）＝a(()），
当()E@1 时g(()）＝l-{3(()）由此可见，犯两类错误的概率都是 参数0的函数，并可由势
函数得到，即

g(()）= { 
a(()），() E 邑， a(()）＝ g(()）， () E O。,
l-{3(()），()E O l '或{{3(()）＝1-g(()），()E Or

下面通过例7.1.2说明无法使一个检验犯第一类、第二类错误概率同时变小．对例7.1.2,
其拒绝域为W=｛i<c}，由(7.1.2)可以算出该检验的势函数

X-()c-() c-() g(()）＝P。（长c)= p。（言石）＝中臣），
注意到;~N(()，16/25)，这个势函数是() 的减函数（见图7.1.2).

g l r-－－＿＿＿＿＿＿＿＿
g(0) 

。 。
ol o。

图 7.1.2 例7.1.2 的势函数 g(0)
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利用这个势函数容易写出其犯两类错误的概率分别为
c-() 

a(())＝生臣）， 0E@。, (7.1.3)

归）＝ l －吃国）， () E 01. (7.1.4)

由上述两个式子可以看出犯两类错误的概率a(())，{3(())间的关系：
·当 a(())减小时，由(7.l. 3)知，c也随之减小，再由(7.l.4)知，e的减小必导致

{3(()）的增大．
·当{3(0)减小时，由(7.l.4)知，c会增大，再由(7.l. 3)知，c 的增大必导致 a(()）

的增大
这一现象说明：在样本量给定的条件下，a(())与 /3(())中一个减小必导致另一个增

大，这不是偶然的，而具有一般性．这进一步说明：在样本量一定的条件下不可能找到一个
使 a(8),/3(())都小的检验还应注意，犯第二类错误的概率在不少场合不易求出．

既然我们不可能同时控制一个检验的犯第一类、第二类错误的概率，在此背景下，
只能采取折中方案．通常的做法是仅限制犯第一类错误的概率，这就是费希尔的显著
性检验，下面给出正式定义．

定义 7.1.2 对检验问题 H。 :(JE(9。 vs H I :(JEO 1 ，如果一个检验满足对任意的

(JE (9。，都有
g((J）::;;a,

则称该检验是显著性水平为a的显著性检验，简称水平为a的检验．
提出显著性检验的概念就是要控制犯第一类错误的概率a，但也不能使得a过小

(a过小会导致/3过大），在适当控制 a中制约 /3．最常用的选择是 a = 0.05，有时也选择
a = O. IO 或 a = 0.01.

四、给出拒绝域

在确定显著性水平后，我们可以定出检验的拒绝域 W．在例 7.1.2 中，对给定的显
5(c-(J) 

著性水平 a，则要求对任意的眨 ll0 有 g((J)＝中（ 4 )钮，由于g((J)是关于 0 的

单调减函数（见图 7.1.2)，只需要

g(110)＝叶 5(c-110)4) ＝ a 

5(c-110)
成立即可用标准正态分布分位数可把上式改写为 ＝ua，从而 c的值为 C = 110+

4

0.8u0，检验的拒绝域为

W= Ix� 110+0.Sua 1. 
若取 a = 0.05，则 Uo.os = -uo.95，具体 c值为

c = 110+0. 8u0_05 = l 10-0.8x 1.645 = 108.684.

所以，检验的拒绝域为
w = Ix� 108. 684 l.
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x-110 
若令u =——一 ，则拒绝域有另一种表示，即4/5 

W= lu�u 005 ) = lu� -1.645). 
今后主要用检验统计撮u表示拒绝域．

五、做出判断

在有了明确的拒绝域W后 ，根据样本观测值我们 可以作出判断：

· 当u�-l.645时，则拒绝H。，即接受HI .

· 当u>-l.645时，则接受H。.
在例7.1.2中，由于

108 .2-110 
U。 = ＝ － 2.25<-1.645 

415 

因此拒绝原假设，即认为该日生产不正常．
综上，一般情况下，寻找某对假设的显著性检验的步骤如下：
· 根据实际问题，建立统计假设H。 vs H I .
· 选取一个合适的检验统计量 T(X) ，使当凡成立时（或凡中某个具体参数

下），T的分布完全已知，并根据凡及凡的特点，确定拒绝域w的形式．
· 选择合适的显著性水平a，确定具体的拒绝域w.
· 由样本观测值X 1 'X2 ' …, x n ，计算检验统计量的T(x 1 ,x 2 ,···,x.)，由T(x 1 ,

X2 ,…,x n )是否属于W，作出最终判断

7.1.3 检验的p值

假设检验的结论通常是简单的 ．在给定的显著性水平下，不是拒绝原假设就是接
受原假设然而有时也会出现这样的情况：在一个较大的显著性水平（比如a= 0.05)下
得到拒绝原假设的结论，而在一个较小的显著性水平（比如a= 0.01)下却会得到相反
的结论这种情况在理论上很容易解释：因为显著性水平变小后 会导致检验的拒绝域
变小，千是原来落在拒绝域中的观测值 就可能落入接受域 ，但这种情况在应用中会带

来一些麻烦：假如这时一个人主张选择显著性水平a= 0.05，而另一个人主张选a=

0.01，则第一个人的结论是拒绝H。，而后一个人的结论是接受H。，我们该如何处理这
一问题呢？下面用例7.1.2来讨论这个问题．

在上一小节中，我们给出了例7.1.2的检验统计量及拒绝域W= ｛云� 110+0.8u 0l,
或表示为W= { u<uol，其中u。= I.25 (x - 110) = -2. 25．对一些显著性水平，表7.1.2列出
了相应的拒绝域和检验结论．

表7.1.2 例7.1.2 中的拒绝域

显著性水平 拒绝域 对应的结论 (u。 =－ 2.25)

a :::0.1 u�-1.282 拒绝 H。

a = 0.05 u!::: -1.645 拒绝 H。

a = 0.025 u� -1.96 拒绝 H。
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显著性水平

a = 0.01 

a = 0.005 

拒绝域
u,,:;; -2.326 

u,,:;;-2.576 

我们看到，不同的a有不同的结论

对应的结论 (u。 =－2.25)

接受H。
接受H。

续表

现在换一个角度来看，在µ,= 110时，检验统计量 u的分布是N(0,l)．此时由样本
可算得 u 的值 u 。 = － 2.25,据此可算得一个概率 p=P(u =% u。) ＝ P (u =% -2. 25) = 

中（－2.25) = 0.0122，若以此为基准来看上述检验问题，亦可作出判断，具体如下：
· 当 a<0.0122时，U0<-2.25,由于拒绝域为 W= ! u� u0 l ，于是观测值 u 。 = － 2.25

不在拒绝域里，应接受原假设．
· 当 a�0.0122时，U0� -2.25,由于拒绝域为 W=(u=%u0 l ，千是观测值u 。 = －2.25

落在拒绝域里，应拒绝原假设．
由此可以看出，0.0122 是能用观测值 u。= -2.25作出“拒绝H。"的最小的显著性水

平，这就是p值．
定义7.1.3 在一个假设检验问题中，利用样本观测值能够作出拒绝原假设的最小

显著性水平称为检验的p值．
由检验的p值与人们心目中的显著性水平a进行比较可以很容易作出检验的

结论：
· 如果 p=%a，则在显著性水平 a 下拒绝H。.
· 如果 p>a，则在显著性水平 a 下接受H。.

p值在实际中很有用，如今的统计软件中对检验问题一般都会给出检验的p值．
我们后面的检验可从两方面进行，其一是建立拒绝域，考察样本观测值是否落入

拒绝域而加以判断；其二是根据样本观测值计算检验的p值，通过将p值与事先设定
的显著性水平a比较大小而作出判断两者是等价的，哪个方便用哪个．

实际中，p很小时（如 p:%0.001) 即可拒绝原假设，p很大时（如 p>0.5) 即可接受原
假设．只有当p与a接近时才需比较．这样至少可减少部分争论．

r—习题7 1 ` 
I设x,,x户 ，x”是来自N(µ,I)的样本 ，考虑如下假设检验问题

若检验由拒绝域为 W= !x:;;o2.6J 确定
H。 µ=2 vs H,,µ = 3, 

(I)当n = 20 时求检验犯两类错误的概率，
(2) 如果要使得检验犯第二类错误的概率/3�0.01 ，几最小应取多少？
(3)证明当几－OO 时 ， G一0,B一0.
2设x 1 ,x21 ... 1X,。是来自0-1 总体b(I,p)的样本 ，考虑如下检验问题

H。 p=0.2 vs H,,p=0.4, 

取拒绝域为 W= !x:;;o0.5J ，求该检验犯两类错误的概率



§ 7.2 正恋总体参数假设检验 Ill

3设x,,x,'...,x,．是来自正恋总体N(µ,4)的样本 ，考虑检验问题
H 。 µ=6 VS H, :µ于6,

拒绝域 取为w= ! 1x-61 ;;,cl ，试求c使得 检验的显著性水平为0.05，并求该检验在 µ = 6.5处犯第二
类错误的概率

4设总体为均匀分布U(0,0),x,,x 心 ，X"是样本，考虑检验问题
H 。 0;;,3 vs H,妒3'

拒铮域取为W=! x 1 "} :,;;;2.5 I ，求检验犯第 一 类错误的最大值q，若要使得该最大值a不超过0.05In 
至少应取多大？

5.在假设检验问题中 ，若检验结果是接受原假设，则检验可能犯哪 一 类错误？若检验纥果是拒
绝原假设，则又有可能犯呢— 类错误？

6设x,,x 2 , · · ·,x 20是来自0-1 总体b(I,p)的垃本 ，考虑如下检验问题
H 。 p=0.2 vs H, :p于0.2,

取拒绝域为w =｛贮' ;;, 7或贮' :,;;; I }' 
(l) 求p = 0, 0. I, 0. 2, · · ·, 0. 9, I时的势并由此画出势函数的图 ，

(2)求在p=0.05时犯第二类错误的概率
7设一 个单 一 观测的样本x 取自密度函数为p(x)的总体，对p(x)考虑统计假设

H0 :p0 (x)=/ 10 _ 1 1(x) vs H 1 :p 1 (x)=2x/ 10 _ 1 1(x) 
若其拒绝域的形式为W= lx:x;;,cj，试确定一 个c ，使得犯第 一 类、第二类错误的概率满足a+2{3为最
小 ， 并求其最小值

8.设x,，庄 ， X30为取自泊松分布P（入）的随机样本
(I)试给出单侧假设检验问题H。人:e;;;O.I VS H,入＞0.1的显著性水平a= 0.05的检验 ，

(2)求此检验的势函数B队）在入＝0.05, 0, 2, 0. 3, · · ·, 0, 9时的值，并据此画出B队）的图像

§ 7.2 正态总体参数假设检验

本节对正态总体参数µ和矿的各种检验分别进行讨论．

7.2.1 单个正态总体均值的检验

设丸，X2 ,...,X几 是来自 N( µ，矿）的样本，考虑如下三种关于µ的检验问题：

I H 。:µ钮0 vs H 1 :µ,>µ,0 , (7.2.1) 
II H 。:µ汗。 vs H 1 :µ,<µ,0 , (7.2.2) 
ill H 。:µ=µ。 vs H 1 :µ,�µ,0 , (7.2.3) 

其中µ。是已知常数由千正态总体含两个参数，总体方差矿巳知与否对检验有影响
下面我们分o已知和未知两种情况叙述．

-、 (T 节。已知时的u检验

对于(7.2.1)式所示的单侧检验间题 I ，由千µ的点估计是元且 X~N( µ ，式／n),
故选用检验统计量
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x-µ。
u = � (7. 2. 4) 

6。1m
是恰当的直觉告诉我们：当 样本均值X不超过设定均值 µ。时，应倾向于接受原假设；
当样本均值云超过µ。时，应倾向于拒绝原假设．可是，在有随机性存在的场合，如果云
比µ。大一点就拒绝原假设似乎不当，只有当；比µ。大到 一定程度时拒绝原假设才是
恰当的这就存在一个临界值c，拒绝域为

w I = I ( X I' Xi' …，xn) ：畛Cl'
常简记为{u>cl．若要求检验的 显著性水平为a，则c满足

pl'。(u亥）＝a.

由于在µ= µ。时，u -N(0,1)，故 C = Ul-a（见图7.2. I (a)），最后的拒绝域为
W I = I U :;3: U 1-a j • 

(7.2.5) 

(7.2.6) 

4
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该检验用的检验统计量是u统计量，故一般称为u检验．该检验的势函数是µ的函
数，它可用正态分布写出，具体如下：对 µ, e(-00,00),

g(µ,) = Pµ(X E叨） ＝Pµ(u ;;?= u1 _0) 

X - µ,。
= pl'(:。` ;,:ul-a)

=Pµ.(��Ul-a 
U 。̀ )

=Pµ.(���+ u 1 -a 
卢 6 。̀ )

= I -中（五(J.L 。 - µ,)lu0 + u 1 -a)· 
由此可见，势函数是 µ 的增函数，其图形见 图 7. 2. 2 (a)．由增函数性质知， 只要
g(µ,o) = a，就可保证在J.L �J.Lo时有g(µ,) � a．所以上述求出的检验是显著性水平为a
的检验

下面我们讲述用p值进行检验的方法．
类似于7.1.3节的讲述，对给定的 样本观测值，可以计算出相应的检验统计量 u的

Jn (x-µ,o) 
值，记为u。 = ，这里的X是样本观测值．因在J.L = J.Lo时，u是服从标准正态分布

6。
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的随机变董，令
p 1

= P(u;;i::u。)＝ l－中（u。)， （7.2.7)
此即说明 u。= u 1 -p ，于是由正态分布函数的反函数的单调性有如下结论：

· 当 p l <a 时，u 1 -“<u。，千是观测值落在拒绝域里，应拒绝原假设．
· 当 P 1 >a 时，u 卜a>Uo，于是观测值不在拒绝域里，应接受原假设．

由此可以看出，（7.2.7)计算出的值就是该检验的 p 值．
对检验问题(7.2.2)所示的单侧检验问题1l的讨论是完全类似的仍选用 u 作为检

验统计量，考虑到(7.2.2)的备择假设凡在左侧，其拒绝域（见图 7.2.1(b)）为
W I 

= ｛ u<u“1. (7.2.8) 

而检验的p值为
Pu = P(u ：：：：：：叫＝中(u。)， （7.2.9)

U。,u的含义同上，后面还会用到就不再一一指出了．
对检验间题(7.2.3)所示的双侧检验问题圆，也可类似进行讨论，只不过检验的 p

值稍有不同仍选用 u 作为检验统计量，考虑到(7.2.3)的备择假设几分散在两侧，故
其拒绝域亦应在两侧，即拒绝域应有如下形式

w, = {| uI 2cl. 

对给定的显著性水平a (O<a<l)，由P (l ul�c)=a 可定出 C = U l -a/2 (见图

7. 2. l (c))，最后的拒绝域为
W1 = l iul �u 1 _012). (7.2.10) 

下面介绍双侧检验的p值的计算．在检验统计量分布对称场合，双侧检验的p值的
计算与单侧检验是类似的，不对称场合我们在后面介绍．

仿上，令
p1

= P(lul�lu。 1)=2(1动(I u。1)), (7.2.11) 

此即说明 lu。I = U 1 -p•12，这里要用到 Uo 的绝对值是因为对双侧假设检验，观测值可能为

正，也可能为负，二者机会相同，于是有类似的结论：
· 当 p. ：：：：：： a 时，u 压／2 ：：：：：： lu。 1 ，于是观测值落在拒绝域里，应拒绝原假设．
· 当pII >a 时，u 1 _012>1u。1，千是观测值不在拒绝域里，应接受原假设．

由此可以看出，（7.2.11)计算出的值就是该检验的 p 值．

例 7.2.1 从甲地发送一 个信号到乙地．设乙地接收到的信号值是一 个服从正态分

布 N(µ,,0.22)的随机变量，其中µ为甲地发送的真实信号值．现甲地重复发送同 一信号
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5 次，乙地接收到的信号值为
8.05 8.15 8.2 8.1 8.25, 

设接收方有理由猜测甲地发送的信号值为8，间能否接受这 猜测？
解 这是一个假设检验的问题，总体X - N( µ, ,0.22 )，待检验的原假设H。与备择

假设几分别为
H。:µ,= 8 vs H 1 :µ, =I'8. 

这是一个双侧检验间题，检验的拒绝域为(I U I � U l-a/2)取显著性水平a= 0.05，则查表
知 uo.915 = I. 96由该例中观测值可计算得出

云＝8.15, u。 ＝ 乔（8.15 -8) /0. 2 = I. 68, 
U 。值未落入拒绝域1 |uI >1.961内，故不能拒绝原假设，即接受原假设，可认为猜测
成立．

我们也可以采用p值完成此次检验此处u。 = 1.68，根据(7.2.11)式，
p = 2(I－中（1.68))= 0.093 

由千p值大千事先给定的水平 0.05，故不能拒绝原假设，结论是相同的．
进一步，我们从p值还可以看到，只要事先给定的显著性水平不高千0.093，则都不

能拒绝原假设；而若事先给定的显著性水平高于0.093，如事先给定的显著性水平为
0.10，则检验就会作出拒绝原假设的结论．

说明：在实际中也经常会遇到如下两个检验问题：
N H。:µ=µ。 VS HI:µ,冲0'
V H0 :µ,平。 vs HI :µ,伞o·

它仍可用检验统计昼 u 施行检验．检验问题N的拒绝域与检验问题 I的拒绝域相同，即
w IV = I u� ul-a)这是因为检验问题W与I的备择假设相同，而N的原假设是I的原假
设的子集，由于此时u检验的势函数是µ的单调增函数，因此，检验问题W的显著性水
平为a的检验与检验间题 I 的显著性水平为 a的检验是相同的，从而拒绝域也相同，
它们的检验的p值也相同类似地，检验问题V与检验问题11的拒绝域以及p值也是相
同的．这个现象在以后其他检验中也会出现，结论是相似的由此，本文中不再考虑诸如
N,V 的检验问题（若出现此类检验问题，可归结为检验问题 I, II 处理）．

二、6未知时的t检验

对检验问题 I，由于 6 未知，无法使用 (7.2. 4)式作检验．一个自然的想法是将
(7.2.4)式中未知的o替换成样本标准差s，这就形成 t 检验统计量

五(x飞0)
t= (7. 2. 12) 

s 

由推论 5.4.2知，在µ=µ。 时，t-t(n-1)，从而检验问题 I的拒绝域为
W 1 =!t�t,_.(n-1)), (7.2.13) 

检验的p值是类似的，对给定的样本观测值，可以计算出相应的检验统计蜇t的

五(x-µ,。)
值，记为t。 = ，这里的 x,s 可由样本观测值算得．因 t是服从自由度是n-1 的 t

分布的随机变量，则
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p 1 =P(t�t。) ． （7.2.14)
对另两组检验问题的讨论是完全类似于上 一 小节的，罗列结果如下：检验问题II

的拒绝域为
W 。 = !t�t.(n-1)!, (7.2.15) 

p值为

检验问题皿的拒绝域为
Pu =P(t�t。) ． (7.2.16) 

兀＝ ｛I t I � t 1 _012 (n -I) l, (7.2.17) 

p值为
p 1= P(ltl�lt。 I),

同样可证明这三个检验都是显著性水平为a的检验．
例7.2.2 某厂生产的某种铝材的长度服从正态分布 ，其均值设定为240 cm．现从

(7.2.18) 

该厂抽取5件产品，测得其长度（单位：cm)为
239. 7 239.6 239 240 239.2,

试判断该厂此类铝材的长度是否满足设定要求？

这是一个关千正态均值的双侧假设检验问题．原假设是H。:µ, = 240，备择假设是

凡：µ＃240由千6未知，故采用t 检验，其拒绝域为1 |t1 >t 1 -a/2(n-1) ｝，若取a = 0.05, 

则查表得t0975(4)= 2.776 4．现由样本计算得到x= 239.5,s = 0.4，故

t。 ＝ 乔（239.5-240) /0.4 = -2. 795, 

由千\ t。 I= 2. 795 > 2. 776 4，故拒绝原假设，认为该厂生产的铝材的长度不满足设定

要求
下面用p值再作一次检验．此处t。 =－ 2.795，记t 是服从自由度是4的 t 分布的随机

变量，则根据(7.2.18),

p=P(ltl �2.795) = 2P(t�2.795), 

利用统计软件（如 R 或 Excel) 可计算出具体 p值为 0.0491，由于p值小于事先给定的

显著性水平0.05，故拒绝原假设，结论是相同的．

综上，关千单个正态总体的均值的检验问题可汇总成表7.2.1.
表7.2.1 单个正态总体均值的假设检验

检验法 H。 H, 检验统计量 拒绝域 p值

µ<µ。 µ>µ。 I 畛u,_. l I －中（u。)
u检验 x-µ。 I u'5;u 。I µ>µ。 µ,<µ,o u = 中(u。)

(u节。已知） 6。I丘
µ =µ。 µ#µ。 I I U I ;,. U I -a/2 I 2(I -<I>(I u。I))

µ<µ。 µ>µ。 I t>t, ＿0(n- l) } P(t;;,.t。)
t检验 x-µ,。 I t<t.(n- l) } P(t<t。)µ�µ。 µ<µ。 t = 

位未知） s／丘
µ =µ。 µ句:Lo 1 1 t 1 > t压12(n-I)l P(ltl � It。I)

注： U。 ＝石（；飞0 )lu0 ,I。屯（；飞0 )ls,u 是服从 N(O. I)的随机变量 ， t 是服从 t(n- I)的随机变量
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7.2.2 假设检验与置信区间的关系
细心的读者可能会发现，这里用的检验统计昼与6.6.3节中置信区间所用的枢轴

量很相似，这不是偶然的，两者之间存在非常密切的关系，现以标准差未知场合为例叙
述如下．

设 X i ,X2, …，xn 是来自正态总体N(µ，矿）的样本，现讨论在 6 未知场合关于均值
µ的检验间题．分三种情况：

首先考虑双侧检验问题皿，显著性水平为a的检验的接受域为
wm = !压－µ。|冬�t 1 -a/2 (n -1)),

石
它可以改写为

iBl 十言 l-a/2(n-l)钮o 豆＋fe't-a/2(n- I)}'

这里µ。并无限制，若让µ。在(- (X) ， (X) ）内取值，就可得 到 µ 的 1 - a 置 信区间
曰tt-a/2(n-1)］反之，若有一个如上的1-a置信区间，也可获得关千H。:µ节o的显
著性水平为a的显著性检验．所以，“正态均值µ的1-a置信区间”与“ 关千H。:µ=µ。 VS

H卫吓。的双侧检验问题的显著性水平为a的检验 ”是一一对应的．
类似地考虑单侧检验问题I，显著性水平为a的检验的接受域为

叨＝ ｛ x －µ。了 1 a(n - l)}= {µ。 :::!" x -fet1-a(n - 1)},
这就给出了参数µ的1-a置信下限．反之，对上述给定的µ的1-a置信下限，我们也可
以得到关于H。:µ匆.Lo的单侧检验问题的显著性水平为a的检验 ，它们之间也是一一

对应的同样，对单侧检验问题11，其显著性水平为a的检验与参数µ的1-a置信上限
也是一一 对应的．
7.2.3 两个正态总体均值差的检验

设凡，x2,…，xm 是来自正态总体N(µ1 ，矿）的样本，Y 1 ,Y2,…，yn 是来自另 一个正
态总体N(µ,2 ，吐）的样本，两个样本相互独立考虑如下三类检验问题：

I H。礼飞2 �0 vs H,:µ, 1-µ,2 >0.
II H。:µ广/J,2 � 0 vs HI :µ, I -µ,2 <0.

皿H。 :µl -µ2 =0 vs H1 :µ1-µ2 #0.
这里对常用的两种情形进行讨论 ．
一、仇，U2 已知时的两样本u检验

此时µ广µ2的点估计云分的分布完全已知，
2 2 

曰 ～ N 忨－µ2,：十：）．
由此可采用u检验方法，检验统计量为

(7.2.19) 
(7.2.20) 
(7.2.21) 
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在µ,=µ2 时，u-N(O,I)．检验的拒绝域取决于备择假设的具体内容．对 (7.2.19)所示
的检验问题I，检验的拒绝域与 p 值分别为

叨＝ 1畛九－J, P 1 = I －中（u。），
x-y

其中u。 ＝ 是由样本计算得到的检验统计量的值．对 (7.2.20)所示的检验问题
' 2 2 
61 62 － ＋ － 

II，检验的拒绝域与p值分别为
W。 = I u::;;u。)， Pn ＝ 中（u。)．

对(7.2.21)所示的检验问题皿，检验的拒绝域与 p 值分别为
Wm = !lul�u,_012f, Pm = 2(1 －中（ lu。 I)).

二、 q = 6产 6 但未知时的两样本t检验

在矿＝0；＝矿但未知时，首先
I I 曰 ～ N 杻－µ2, （;＋ 了） u

2
)'

其次，由于

� i (xi - x)2 
(T i = I 

2 
l n 

~ X (m - l)， 飞 2 (y ，
－ 了） 2 ～ X 2(n - l)，

(T ，＝ 1 

I 
故—;（I (x，云）2 +I (y，分）2 ） ～ X2(m+n-2) ，记o· 

于是有

l m n 

s:, = [2 (x, - i)2 + I (y， － 了）2
]'m + n - 2,= l ,= 1 

(x－了）－ 伲 －µ2)
t = ----=-------=== -t (m + n - 2). 

s`｀ 
当µ尸µ2 时，检验统计量为

x-yt=

sw`

对检验问题I，检验的拒绝域与p值分别为
叨＝ ｛彦t1 -a(m+n-2)l, p 1

= P(t�t。)，
x-y 

其中 t。 ＝ 是由样本计算得到的检验统计量的值，t 是服从自由度是 n+m-2

sw` 
的t分布的随机变量．对检验问题11，检验的拒绝域与p值分别为
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Wu = I尽t0(m+n-2)), p。 =P(t�t。)．

对检验问题皿，检验的拒绝域与p值分别为
Wm = I ltl �t1 _012(m+n-2)), p四

＝P(ltl�lt。 I).
例7.2.3 某厂铸造车间为提高铸件的耐磨性而试制了一种镁合金铸件以取代铜

合金铸件，为此，从两种铸件中各抽取一个容量分别为8和9 的样本，测得其硬度（一

种耐磨性指标）为
银合金：76.43 76.21 73.58 69.69 65.29 70.83 82.75 72.34, 

铜合金：73.66 64.27 69.34 71.37 69.77 68.12 67.27 68.07 62.61. 

根据专业经验，硬度 服从正态分布，且方差保持不变，试在显著性水平a = 0.05下判断

镌合金的硬度是否有明显提高．

解 用X表示镌合金的硬度，Y表示铜合金的硬度，则由假定，X~N(µ, I ，矿），

Y~N(µ 2，矿），要检验的假设是：从：l-'- 1 = l-'- 2 vs H I :/1, 1 >µ,2 ．由千两者方差未知但相

等，故采用两样本t检验，经计算，
x = 73.39,了＝68.275 6, 

2 (x, － i)2 -= 19l 7958, 2 (y, － y)2 =9ll54 8, 

从而s 山 ＝ ／ （191. 795 8+91. 154 8) = 4.343 2, • I 8+9-2

73.39-68.275 6 
t。 = = 2.423 4, 

4.343 2x� 

查表知t095(15)= I. 753 l，由于t>t095 ( 15)，故拒绝原假设，可判断镌合金硬度有显著

提高
下面用p值再作一次检验．此处t。 = 2.423 4，因t是服从自由度是15 的t分布的随

机变量，则
p=P(t� 2.423 4), 

利用任一款统计软件（如Excel)可计算出具体p值为0.014 2，由于p值小于事先给定

的显著性水平0.05，故拒绝原假设，结论是相同的．

利用假设检验与置信区间的关系对其他情况下的检验问题可仿6.6.6节中两正态

总体均值差的置信区间类似进行，我们下面以表格形式列出（见表7.2.2)，而不作推导．
表7.2.2 两个正态总体均值的假设检验

检验法 H。 H 检验统计量 拒绝域 p值

u检验 µ,,,,;µ,2 µl >µ2 x-y I U�U 1 -. I l － 中（ul )
u = 

(a,,a2 µ 1 >µ2 µ,, <µ,2 2 2 I u:s;; u. l 中(u,)u, 62 

已知） µ, =µ2 µ, ＃µ2 
－－ ＋ 一

m 几 I I U I � U 1 -all j 2(1-<I>(lu, I)) 

t检验 µ,:o;.;; µ2 µ,>µ 1 x-y I 彦 1 1 _.(m+n-2) I P(T, ;;,:1 1 ) 

(<r, ＝ 贮
t= ! 1�1.(m+n-2) Iµ,;,,µ2 µ 1 <µ2 

s山｀ P(T,,;;;t,) 

未知） µ ] =µl µ , ¥-µ2 ! ltl �t,_01,(m+n-2) I P(IT, I� It, I)
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检验法

大样本
u检验
(m，几充
分大）

近似
t检验

(m,n不
很大）

H。
µ,'a:µ2 
µ,�µz 
µI =µ2 

µ1<µ2 
µl>µ2 
µ1：：µ2

H I 

µ,>µ, 
µ,<µ2 
µ,'riµ2 

/J-1 >µ,2 

µ,＜µ2 
µl #µ2 

检验统计量

x-yt= 勹

拒绝域

I U :;a, U1-. I
{ u< u. l 

! lul :;:a:u五Il l

I 彦t,_.(I) I 
I t<t.（l) 1 

I !ti ;;,,t ，飞Il(l) } 

续表

p值

l－中（U2)
中(u2)

2(I－中（IU2 I))

P(T2 ;;.12 ) 
P(T2 ,;;;12) 

P(I T2 I;;. I 121) 

注：u, = 
x-y x-y x-y x-y

I l 2 心＝ ，t ， ＝ ，t2= ，T ， 是服从自由度为n+m-2的t分布

于勹二 s
口�··p

的随机变董 ， 乃是服从自由度为 l 的 t 分布的随机变量 ， l 与 s．的表达式见 6.6.6 节

7.2.4 成对数据检验

在对两个总体均值进行比较时， 有时数据是成对出现的，此时若采用二样本t检验
所得出的结论有可能是不对的，下面看一个例子．

例7.2.4 为了比较两种谷物种子的优劣，特选取10块土质不全相同的土地，并将
每块土地分为面积相同的两部分，分别种植这两种种子，施肥与田间管理在20小块土
地上都是一样，下 面是各小块上的单位产量：

土地

种子一的单位产量x

种子二的单位产蜇y

2
 

3
 

4 5
 

6
 

7
 

8
 

9
 

10 

8

1

 

2

3

5

1

3

4

4

3

3

3

7

6

3

3

9

4

2

3

9

8

3

3

2

0

4

4

9

5

2

3

5

9

3

3

3

0

2

3

差d=x-y -7 -4 -6 2 -5 -6 -3

假定单位产量服从正态分布，试问：两种种子的平均单位产釐在显著性水平a= 0.05上
有无显著差异？

解 假定x~N(µ ! ，矿），y～ N(µ2，式）且x与y独立，这里假定两个总体的方差
相等是合理的我们先用二样本t检验讨论此问题．为此，记两种种子的单位产量的样

本均值分别为元兄样本方差分别为s:，s)2．如今要对如下检验问题：
H。: µ l =µ2 vs H I · µ l #µ2 

作出判断．在假定 矿＝吐＝矿下，采用二样本t检验，检验统计量tI与拒绝域昭分
别是

x-y
tl = 

swl五万
昭＝ ｛It, I >t五／2 (2n-2) I,

其中s! = (s：式）／2,a是给定的显著性水平．由给出的数据可算得
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x = 33. l,了＝35.7, s: = 33.211 I, s�=l4.233 3, < = 23.722 2, 
从而可算得两样本的t检验统计量的值(Sw =✓23.7222 = 4. 870 5) 

33.1 -35. 7 t 10 = � = - I. 193 7. (7. 2. 22) 4. 870 5/ vl0/2 
若给定a=0.05，查表得t0975(18)=2.100 9，由于ltl0 1<2.1009，故不应拒绝原假设，即认

为两种种子的单位产量平均值没有显著差别此处检验的p值为 0.248 0. 
下面我们换一个角度来讨论此问题．在这个问题中出现了成对数据，同一块土地上用

两种种子得两个产量，其差d,＝x,－y,(i= 1,2,…,10)排除了土质差异这个不可控因素的
影响，主要反映两种种子的优劣．对这种信息我们应加以利用．

在正态性假定下，d=x-y- N( µ,,(T｝)，其中µ=µ厂µ2,(T! =(T�+(T归．原先要比较µ与
µ2 的大小，如今则转化为考察µ是否为零，即考察如下检验问题：

H。 :µ= 0 vs H1 :µ#0, 
即把双样本的检验问题转化为单样本t检验问题．这时检验的t统计量为

其中
t2 =dl(sd l..;n), 

d=上 id,，sd = ( l i (d, － J) 2 ) 1/2 
n ,  ＝ I n -l, ＝ 1 

在给定显著性水平a下，该检验问题的拒绝域是

这就是成对数据的t检验．
在本例中可算得

于是

昭＝（It2 I � t 1 _012 (n-1) l,

n= 10 , d= -2.6, sd= 3.502 4, 

-2.6 -2.6 t20 = ------== = � = -2. 34 7 5. 3.502 4／顶l.107 6 (7.2.23) 
对给定的显著性水平a= 0.05，可查表得t0975( 9)= 2.262 2．由千It20 I > 2. 262 2，故应拒绝
原假设H。 :µ, = O，即可认为两种种子的平均单位产量有 显著差异，此处检验的p值为
0.043 5.进 一 步，平均单位产量差的估计量为µ= x－了＝－2.6，可见 种子 y要比种子x的
平均单位产量高．

本问题中两种处理方法得到完全不同的结论，我们指出成对数据t检验方法更加
合理这是因为成对数据的差d,已消除了试验单元（如土质）之间的差别，从而用于检
验的标准差Sd= 3.502 4（见（7.2.23)）已排除土质差异的影响，只保留种子间的差异．
而二样本t检验中用于检验的标准差SW = 4.870 5还含有土质差异，从而使得标准差增
大，导致因子不显著所以成对数据场合化为单样本t检验所作的结论更可信些．假如
上述问题中10块土地的土质完全一 样，即参加比较的试验单元完全一样，则用二样本

t检验会更好 一些，因为它可提供更多的自由度去估计误差．
应注意，成对数据的获得事先要作周密的安排（即试验设计）．在获得成对数据时

不能发生 “ 错位” ，从而准确获得 “ 成对数据＂ 的信息．
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7.2.5 正态总体方差的检验

—、单个正态总体方差的X
2
检验

设X 1 ,xi,…,xn 是来自N(µ，矿）的样本，对方差亦可考虑如下三个检验问题：
I H。:(T2 �(式 vs H I ：矿＞式， （7.2.24)
II H。 :(T2 �(式 VS H I ：矿<(T�, (7.2.25) 
皿 H。：矿＝式 vs H I :u

2 和式， （7.2.26) 
其中式 是已知常数．此处通常假定µ未知，它们采用的检验统计量是相同的，均为

X2 =(n-l)s 21u�. (7.2.27) 
在矿＝式时，X2 -X2(n-l)，于是，若取显著性水平为a，则对应三个检验间题的显著
性水平为a 的检验的拒绝域依次为

叨＝ ｛X2 习江（n- l) l,
wn = ｛X飞戍(n-l)l,

WII ＝矿氢＇：／2(n-1)或X2 习;_012 (n - l) l.
X2 分布是偏态分布，三种拒绝域形式见图7.2.3.

飞0 2 4 6 8 10 12 14 1 618 20 
(a) H1 : a2>at 

0 1 4 

[\ 
0.14 0.1 2 0.12 010 0.10 0.08 0.08 0.06 0.06 

0.04 0.02 u � 0.0� LIi / L 、 ,2。
2 4 6 8 1012 141 61820 ~o 2 4 6 8 1012 141 61820 

0.04 

(b)H1 : a2勺i (c)H1 : a2如5图7. 2.3 三种X2 检验的拒绝域(n-1 = 6,a = 0.05) 
我们亦可给出检验的p值．对单侧检验，想法是类似的，记戏＝（ n-1) s勺式 是由样

本计算得到的检验统计量的值，X2 表示服从自由度为n-1的X2 分布的随机变量，则检
验问题I, II的p值分别为p1

= P(X2 �戏），Pu = P(X2 �戏）．对双侧检验则稍稍复杂一
点，事实上，双侧检验的拒绝域在两侧，用戏可算得两个尾部概率P(X2 �戏)和 P(X2 � 
欢），其 和为 1 ，其中必有一个 �0.5 ．检验的注意力总放在拒绝域上，故应 从中选 一个小
的与a/2比较，从而检验问题旧的p值为

pm = 2min ! P (X2 习戏），P(X2 :::;戏）｝ 
对这样定义的p值，不难发现下述结论仍然是成立的：

· 当p,<a时，应拒绝原假设．
· 当p国 >a时，应接受原假设．

最后说明 一点，由于方差与标准差是一一 对应关系，不等式矿< 6i等价于6<
(J'0 ，故上述讨论一样适用于对标准差的检验问题．

例7.2.5 某类钢板每块的重董X服从正态分布，其一项质量指标是钢板重量（ 单
位：N）的方差不得超过 0.016现从某天生产的钢板中随机抽取25块，得其样本方差

(7.2.28) 
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s 2 = 0.025，问该天生产的钢板重量的方差是否满足要求？
解 这是一个关千正态总体方差的单侧检验间题．原假设为H。:矿:::;;0.016，备择

假设为几：矿＞0.016，此处n = 25，若取a = 0. 05，则查表知x:9/24)= 36.415，现计算
可得

戏＝ (n -1) / 24 X 0. 025 
= - = 37.5 > 36.415. 

o· 0.016 

由此，在显著性水平0.05下，我们拒绝原假设，认为该天生产的钢板重量不符合要求．
下面再用p值作此次检验．此处欢＝37.5，记X2 是自由度为24 的 X2 分布的随机变·

量，则
p=P(X2 ;?::31.5). 

利用任一款统计软件（如Excel)可计算出具体p值为0.039 0，由千p值小千事先给定
的显著性水平0.05，故拒绝原假设，结论自然也是相同的．

二、 两个正态总体方差比的F检验

设 X I ,X2 '...,Xm 是来自N(µ, 1 ，式）的样本，Y 1 ,Y2,…，yn 是来自N(µ,2,u:)的样本．考

虑如下三个假设检验间题：
I H 2 2 2 2 (7.2.29) 0 :U. 1 � U 2 VS H 1 :(T I ) (T2 ' 

II H 2 2 2 2 (7.2.30) O :<I'. l � a-2 VS 凡：6 1 < 6 2 ' 

III 2 2 2 2 (7. 2. 31) H矿U I =气 VS H1:U l ,/,气·

此处µ 1 ,µ2 均未知，记sX
2
,s：分别是由 x 1 ,x 2,…，xm算得的矿的无偏估计和由Y 1 ,Y2,…，yn

算得的式的无偏估计（两个都是样本方差），则可建立如下的检验统计量：
2

S
X

- .
2

S
y

 

＝
 

F
 

(7.2.32) 

当矿＝式时，F-F(m-l,n-l)，由此给出三个检验间题对应的拒绝域依次为
叨 ＝ ｛F �几(m - l,n-l)),
W O = ! F � F0(m - l,n -l) j, 

w眉
＝ ｛F � F012(m-l,n -1)或F � F 1 _012(m - 1,n - 1) j. 

此时检验的p值的讨论与前述X2 是相似的，记F。 = s:/s：是由样本计算得到的检
验统计量的值，F表示服从F(m-l,n-1)分布的随机变量，则检验问题I, II, ill的p
值分别为

P 1 =P(F�凡），

p0= P(F�F。)，

Pm = 2 min!P(F�F。)，P(F�F。)l.

例7.2.6 甲、乙两台机床加工某种零件，零件的直径服从正态分布，总体方差反映
了加工精度，为比较两台机床的加工精度有无差别，现从各自加工的零件中分别抽取7

件产品和 8件产品，测得其直径为
X(机床甲） ：16.2 16.8 15.8 15.5 16. 7 15.6 15.8, 
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Y(机床乙） ：15.9 16.0 16.4 16.1 16.5 15.8 15.7 15.0. 
这就形成了一个双侧假设检验问题，原假设是 H矿矿＝式，备择假设为 H I :(T：子(T:．此

0.272 9 
处 m = 7,n = 8，经计算 s> 0.272 9,s> 0.216 4，于是 F。 = ＝ 1. 261，若取 a = 0.05,0.216 4 

1 1 
查表知 F0975(6,7)= 5.12,F。.025 (6,7)＝ －-

F。975(7,6) 5.70 
= -::-= = 0.175．其拒绝域为

W = IF,:s 0. 175 或 F � 5.l2l.
由此可见，样本未落入拒绝域，即在显著性水平 0.05 下可以认为两台机床的加工精度
无显著差异．
下面再用 p值做此次检验．此处 F。 = 1.261 ，记 F为服从 F(6,7)分布的随机变量，

由于是双侧检验问题，故
p=2 min!P(F�l.261),P(F::sl.261) l = 2 minj0.380 3,0.619 71 = 0.760 6, 

由于 p值大千事先给定的显著性水平 0.05，故不能拒绝原假设．
关于正态总体方差的假设检验汇总列于表 7.2.3中．

检验法

X2 检验

F检验

H 。

2 2 6 <6 。

2 2 6 >6 。

2 2 0.=6 。

2 2(T I <-(T - 2 

2 2 u.l ;;;.u 2

l 2 (T 1 =(T 2 

H l 
2 2 (T ＞(T 。

l 2 6 <0 。

2 2 (T ＃(T 。

2 2 (T 1 ＞(T 2 

2 26 l <6 2 

l l 6 1 #6 2 

表7.2.3 正态总体方差的假设检验

检验统计量

2 (n- I) s l 

X = 
o· 。

2 
F- ｀ 

2 s 

拒绝域

x 2· ;:;ox.. 2 · (n-1),-. 

X 2<X .. 2 
。(n-l)

X2 �X2 (n-l)或.／2 

X 2 >X .. 2 (n-l)I-a几

F�F. ,-. (m-1,n-l) 

F�F 。(m-1,n-l) 

F,;;;F (m-1,n-l)或a/2 
F�F (m-1，几－ I)I-(I/2 

r习题72 l 

p值

P(X2 习戏）

P(X2 �戏）

2mml P(X',;;戏），
P(X2 习戏） ｝ 

P(F;e:F。)

P(F�F。)

2minlP(F,;;;F。)，
P(F�凡） 1 

说明本节习题均采用拒绝域的形式完成 ， 在可以计算检验的p值时要求计算出p值
1有一批枪弹 ， 出厂时 ， 其初速率v -N (950, 100)（单位mis)经过较长时间储存 ， 取9发进行测

试，得样本值（单位mis)如下
914 920 910 934 953 945 912 924 940. 

据经验，枪弹经储存后其初速率仍服从正态分布，且标准差保持不变，间是否可认为这批枪弹的初速
率有显著降低(a = 0.05)? 

2已知某炼铁厂铁水含碳量服从正态分布N(4. 55, 0. I 08勹现在测定了9炉铁水，其平均含碳量
为4.484，如果铁水含碳量的方差没有变化，可否认为现在生产的铁水平均含碳量仍为4. 55 (a = 
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0.05)? 

3由经验知 某零件质量X-N(15,0.052 )（单位g)，技术革新后，抽出6个 零件 ，测得质量为
14.7 15.1 14.8 15.0 15.2 14.6. 

已知 方差不变，间平均质量是否仍为15 g（取a = 0.05)?

4化肥厂用自动包装机包装化肥，每包的质量服从正态分布，其平均质量为100 kg，标准差为

1.2 kg某日开工后，为了确定 这天包装机工作是否正常 ，随机抽取9袋化肥 ， 称得质量（单元kg)

如下·

99.3 98.7 100.5 101.2 98.3 99.7 99.5 102.1 100.5. 

设方差稳定不变 ，问 这 一天包装机的 工作是否正常（取a = 0.05)?

5设需要对某正态总体 的均值进行假设检验
H。µ = 15 VS H, :µ < 15 

已知矿＝2.5 ， 取a = 0.05，若要求当H,中的 µ :!:'; 13时犯第二类错误的概率不超过0.05，求所需的样本

容量

6.从一批钢管中抽取10根 ， 测得其内径（单位 mm)为
100.36 100.31 99.99 100.11 100.64 

100.85 99.42 99.91 99.35 100. 10. 

设这批钢管内径服从正态分布 N 伍 ， 矿），试分别在下列条件下
(I)已知a = 0.5,

(2) <T未知 ，

检验假设(a = 0.05)
H。µ = 100 VS H, :µ > JOO. 

7假定考生成绩服从正态分布 ， 在某地 一次数 学统考中，随机抽取了36位考生的 成绩 ， 算得平

均 成绩为66.5分，标准差为15分，问在显著性水平 0.05下，是否可以认为这次考试全体考生的平均

成绩为70分？

8 一位中学校长在报纸上看到 这样的 报道 ” 这 一 城市的初中学生平均每周看8 h电视．“她认

为她所在学校 的 学生看电视的时间明显小于该数字．为此她在该校随机调查了100个学生，得知平均

每周看电视的时间i= 6.5 h，样本标准差为s = 2 h．问是否可以认为这位校长的 看法是对的（取a =

0.05)? 

9.设在木材中抽出100根， 测其小头直径 ，得 到样本平均数为石＝11.2 cm，样本标准差s = 2.6 cm,

问 能否认为该批木材小头 的平均直径不低千12 cm（取a = 0.05)? 

10.考察 一 鱼塘中鱼的含采量 ，随机地取10条鱼测得各条鱼的含采量（单位mg)为

0.8 1.6 0.9 0.8 1.2 0.4 0.7 1.0 1.2 I. I. 

设鱼的含采量服从正态分布N伍，矿），试检验假设H。µ:!:'; 1.2 VS H, :µ> 1.2（取a = 0.10) .

w I 
11.如果 一个矩形的宽度w与长度l的比 — -＝－- (.j5 - I) ""0. 6 I 8 ， 这样的矩形称为黄金矩形．下

l 2 

面列出从某工艺品工厂随机抽取的 20个矩形宽度与长度的比值

0.693 0.749 0.654 0.670 0.662 0.672 0.615 0.606 0.690 0.628 

0.668 0.611 0.606 0.609 0.553 0.570 0.844 0.576 0. 933 0.630. 

设这 — 工厂生产的矩形的宽度与长度的比值总体服从正态分布，其均值为µ，试检验假设（取a =

0.05) 

H。µ = 0.618 VS H, :µ ¥- 0.618. 

12.下面给出两种型号的计算器充电以后 所能使用的时间（单位h) 的观测值
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型号A: 5.5 5.6 6.3 4.6 5.3 5.0 6.2 5.8 5.1 5.2 5.9, 
型号 B: 3.8 4.3 4.2 4.0 4.9 4.5 5.2 4.8 4.5 3.9 3.7 4.6. 

设两样本独立且数据所属的两总体的密度函数至多差 一个平移量．试问能否认为型号A的计算器平
均使用时间比 型号B来得长（取a = O.Ol)?

13从某锌矿的东、西两支矿脉中， 各抽取样本容量分别为9与8的样本进行测 试，得样本含锌
平均数及样本方差如下

东支 云I : 0. 230, s'. : 0. 133 7 1 

西支 云l : 0. 269, < : 0. 173 6. 
若东、西两支矿脉的含锌量都服从正态分布且方差相同 ，问东、西两支矿脉含锌量的平均值是否可以
看作 一样（取a = 0.05)? 

14在针织品漂白工艺过程中 ， 要考察温度对针织品断裂强力（主要质量指标）的影响．为了比较
70'C与80'C的影响有无差别，在这两个温度下 ，分别重复做了 8次试验，得数据（单位N)如下

70'C时的强力 20.5 18.8 19.8 20.9 21.5 19.5 21.0 21.2, 
80'C时的强力 17.7 20.3 20.0 18.8 19.0 20.1 20.0 19.l. 

根据经验，温度对针织品断裂强度的波动没有影响．问在70屯时的平均断裂强力与80气时的平均断
裂强力间是否有显著差别（假定断裂强力服从正态分布，取a = 0.05)? 

15.－药厂生产 一种新的止痛片 ， 厂方希望验证服用新药片后至开始起作用的时间间隔较原有
止痛片至少缩短 一 半 ， 因此厂方提出需检验假设

H。 µ 1
= 2µ 1 vs H,,µ 1 > 2µ 1 

此处µ,,µ,分别是服用原有止痛片和服用新止痛片后至开始起作用的时间间隔的总体的均值．设两

总体均为正态分布且方差分别为已知值式， U:，现分别在两总体中取 一 样本x1 ,x“ '父＂和y1 ,

y2， 心，设两个样本独立试给出上述假设检验问题的检验统计量及拒绝域．
16.对冷却到－ 0.72'C的样品用 A,B两种测量方法测量其融化到0'C时的潜热，数据如下

方法A: 79.98 80.04 80.02 80.04 80.03 80.03 80.04 79.97 80.05 80.03
80. 02 80. 00 80. 02,

方法 B: 80.02 79.94 79.98 79.97 80.03 79.95 79.97 79.97. 
假设它们服从正态分布，方差柜等，试检验两种测量方法的平均性能是否相等（取a = 0.05)?
17.为了比较测定活水中氯气含量的两种方法 ， 特在各种场合收集到8个污水水样，每个水样均

用这两种方法测定氯气含量（单位mg/I)，具体数据如下

水样号 方法一(x) 方法二(r) 差(d =x-y)

0.36 0.39 -0.03
2 1.35 0.84 0.51
3 2.56 I. 76 0.80
4 3.92 3.35 0.57
5 5.35 4.69 0.66
6 8.33 7.70 0.63
7 10.70 10.52 0.18
8 10.91 10.92 -0.01

设总体为正态分布 ，试比较两种测定方法是否有显著差异 ， 请写出检验的p值和结论（取a = 0.05).
18.一工厂的两个化验室每天同时从工厂的冷却水取样，测量水中的含气量(10-6)一次，下面是

7天的记录
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室甲 I. 15 1.86 0.75 1.82 1.14 1.65 1.90, 

室乙 I. 00 I. 90 0. 90 I. 80 1.20 I. 70 I. 95. 

设每对数据的差d， 气 ， －Y; (i= I,2,..., 7)来自正态总体，问两化验室测定结果之间有无显著差异（取
a= 0.01)? 

19为比较正常成年男女所含红血球（单位IO'/mm2) 的差异，对某地区156名成年男性进行测

量 ， 其红血球的样本均值为465.13 ， 样本方差为54.80 2
， 对该地区74名成年女性进行测雪 ， 其红血球

的样本均值为422.16，样本方差为49.20 2 试检验 该地区正常成年男女所含红血球的平均值是否有

差异（取a=0.05)?

20. 为比较不同季节出生的女婴体重的方差，从某年12月和6月出生的女婴中分别随机地抽取

6名及10名 ， 测其体重（单位g)如下
12月 3 520 2 960 2 560 2 960 3 260 3 960, 

6月 3 220 3 220 3 760 3 000 2 920 3 740 3 060 3 080 2 940 3 060. 

假定新生女婴体重服从正态分布 ， 间新生女婴体重的方差是否是冬季的比夏季的小（取a=0.05)? 

21已知维尼纶纤度在正常条件下服从正态分布，且标准差为0.048从某天产品中抽取5根 纤

维 ， 测得其纤度为
1.32 1.55 1.36 1.40 1.44 I 

间这 一 天纤度的总体标准差是否正常（取a =0.05)? 
22某电工器材厂生产 — 种保险丝．测童其熔化时间 ， 依通常情况方差为400 ， 今从某天产品中抽

取容量为25 的样本，测量其熔化时间并计算得x = 62. 24, s2 = 404. 77 ，问这天保险丝熔化时间分散度

与通常有无显著差异（取a=0.05 ，假定熔化时间服从正态分布）？
23某种导线的质量标准要求其电阻的标准差不得超过0.005 n 今在一批导线中随机抽取样品

9根，测得样本标准差为s =0.007 !1 ， 设总体为正态分布．问在显著性水平a=0.05 下能否认为这批导

线的标准差显著地偏大？
24两台车床生产同一 种滚珠 ， 滚珠直径服从正态分布从中分别抽取8个和9 个产品 ， 测得其直

径为
甲车床 15.0 14.5 15.2 15.5 14.8 15.1 15.2 14.8,

乙车床 15.2 15.0 14.8 15.2 15.0 15.0 14.8 15.1 14.8.

比较两台车床生产的滚珠直径的方差是否有显著差异（取a=0.05). 

25. 有两台机器 生产金属部件，分别在两台机器 所生产的部件中各取一 容量为m = 14和n = 12

的样本，测得部件质量的样本方差分别为s'. = 15.46,s: = 9.66 ， 设两样本相互独立 ，试在显著性水平

a=0.05下检验假设

H。矿＝ u: vs H,矿＞ 6： 
26测得两批电子器件的样品的电阻（单位O) 为

A批(x): 0.140 0.138 0.143 0.142 0.144 0.137; 

B批(y): 0.135 0.140 0.142 0.136 0.138 0.140. 

设这两批器材的电阻值分别服从分布N(µ,,u ),N伍，u:) ， 且两样本独立
(1)试检验两个总体的方差是否相等（取a=0.05).

(2)试检验两个总体的均值是否相等（取a=0.05).

27某厂使用两种不同的原料生产同一 类型产品 ， 随机选取使用原料A生产的样品22件 ， 测得

平均质量为2.36 kg，样本标准差为0.57 kg取使用原料B生产的样品24件 ， 测得平均质量为2.55 kg, 

样本标准差为0.48 kg设产品质量服从正态分布 ， 两个样本独立问能否认为使用原料B生产的产品

平均质量较使用原科A显著大（取a= 0.05)? 
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§ 7.3 其他分布参数的假设检验

7.3.1 指数分布参数的假设检验

指数分布 是一类重要的分布，有广泛的应用．设 X 1 , X2, …，xn 是来自指数分布

Exp(110)的样本，0为其均值，现考虑关于0的如下检验问题：
I H。:0 � 0。 vs H1 :0 > 0。. （7.3. I) 

为寻找检 验 统 计 量， 我 们考察参数 0 的充分统 计董云．在0 = 0。时，n元＝
n 

2x, ～ Ga(n,l/0。)，由伽马分布性质可知
i = I 

2 2nx 
x =—- ～x2 (2n), 0。 (7.3.2) 

于是可用X
2

作为检验统计董并利用X2
(2n)的分位数建立检验的拒绝域，对检验问题

(7.3. l)，拒绝域形式为 W 1 = !X2 ;;?!:cl，对给定的显著性水平a，可由P(W 1) = a获得 拒
绝域如下：

W 1 = IX';;?!= X� _ _(2n) l- (7.3.3 ) 1-o 

2n 元
类似本章前面关千检验的p值的讨论，记戏＝—－为由样本算得的检验统计量值， X2

0。
表示服从X2 (2n)分布的随机变量，则检验的p值为P i =P(Xi ;;?!=戏）．

关于0的另两种检验间题处理方法类似．对检验问题
II H。:0;;?!=0。 VS HI :0<0。和ill H。:0=0。 vs HI : 0,t, 0。,

检验统计量不变，拒绝域以及检验的p值分别为
w u = 1x2 �尺(2n) l, p u = P(X2 �欢），

W Ill = ｛X2
幻X:／2 (2n)或X2 习对＿012 (2n) l, p眉＝ 2 min I P(X2 习；），P(X2 �X�)I.

例7.3.1 设我们要检验某种元件的平均寿命不小于6 000 h，假定元件寿命为指
数分布，现取5个元件投入试验，观测到如下 5个失效时间(h )

395 4 094 119 11 572 6 133. 
这是一个假设检验间题，检验的假设为

H。 :0 ;;?!= 6 000 vs HI : 0 < 6 000. 
经计算， 元＝4 462.6，故检验统计量为

2 10:i 10 X 4 462.6 
X。 = － —= ＝7.437 7 。 6 000 

若取a = 0.05，则查表知x:_05 (l O) = 3. 940 3，由千 7.437 7>3.940 3，故接受原假设，可以

认为平均寿命不低于6 000 h．该检验的p值为P(X2 �7.437 7 ) =  0.683 6. 

7.3.2 比率p的检验

比率p可看作某事件发生的概率，即可看作二点分布b(l,p)中的参数 ．作 n次独
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立试验，以 x记该事件发生的次数，则x-b(n, p )．我们可以根据x检验关千 p 的 一 些
假设先考虑如下单边假设检验问题：

I H。:p � p 。 VS HI ;p > p 。. （7.3.4 ) 
直观上看，一个显然的检验方法是取如下的拒绝域W=｛x>cl，由于x只取整数值，故
c可限制在非负整数中然而，一 般情况下 对给定的a，不一定能正好取到 一 个c，使得

P(x ;;?!: c;p 。） ＝�(』 p:(1 - p 。)n -, = a, (7.3.5) 

能恰巧使得(7.3 .5)成立的c值是罕见的这是在对 离散总体作假设检验中普遍会遇到
的问题，在这种情况下，较常见的是找 一个 Co，使得

习]p。（I -p。) n -i > a > i=tJ:) p 。(I - p 。)”

于是，可取c=c。+1，此时相当于把显著性水平由a降低到 i=�+I( 』凡(I - p 。广，因为

它可保证(7.3 .5)的左侧不大于a，从而是显著性水平为a 的检验．
事实上，在离散场合使用p值作检验较为简便， 这时可以不用找 Co，而只需根据观

测值 x=x。计算检验的 p 值，即
p = P(x艺。），

并将之与事先给定的显著性水平比较大小即可，其中 x为服从b(n,p。)分布的随机变
量譬如，n = 40, p 。= 0.1, x。= 8，则

p = 1-0. 940 -(
4i°) 0. l xO. 939 一．．．－（�

0) o. 11 xo. 933 = 0.041 9. 

于是，若取a = 0.05，由于p<a，则应拒绝原假设．
对另两个检验问题的处理是类似的．检验问题II H。:p�p。 vs HI :p < p 。以及检

验问题皿 H。:p =p 。 VS HI ;p 句p。的 p 值分别为
Pu = P(x�x。)，Pm =2 mini P(x�x。)，P(x艺。） 1 

例7.3.2 某厂生产的产品 优质品率一直保持在40%，近期对该厂生 产的该类产品抽
检20件，其中优质品 7件，在a = 0.05下能否认为优质品率仍保持在40%?

这是一个假设检验问题，以p表示优质品率，T表示20件产品 中的优质品件数，则
T~ b(20, p )，待检验的一 对假设为

H。 :p = 0. 4 vs HI ;p ¥= 0.4, 
这是一个双侧检验问题，n = 20, t0 = 7，可计算检验的 p 值为

p = 2 min l P (T � 7), P (T � 7) I = 2 min I 0. 415 9, 0. 7 50 0 I = 0. 831 8, 
由于 p 远大于a，故不能拒绝原假设，可以认为优质品率仍保持在40%。
7.3.3 大样本检验

前 一小节我们介绍了对二点分布参数 p 的检验问题（对泊松分布等离散总体的参
数的检验是类似的 ），我们看到临界值的确定比较繁琐，使用不太方便．当然，使用检验
的 p 值就方便多了在实际使用中，如果样本量较大，人们还经常采用渐近正态分布构
造检验统计量，获得大样本检验．其 一 般思路如下：设X 1 ,X2, …，xn 是来自某总体分布
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F(x;0) 的样本，又设该总体均值为 0，方差为 0 的函数， 记为矿（ 0 ）．譬如，对二点分布b(I,0)，其方差 矿(0)= 0(1-0)是均值 0 的函数现要对下列三类假设检验问题：
I H。:()�()。 VS H, :0>()。.
11 H。:0�0。 vs H 1 :0<0。.
Ill H。:0 = ()。 VS H, :0 于0。.

寻找大样本检 验 方法． 在样本容量n充分大时，利用 中心极限定理知 x..:. N (0,
矿(0)/n)，故在() = ()。时，可采用如下检验统计量：

拉(x - 0。)u = ..:.N(O,l), (7.3.6) 
石

其中6为 0 的 MLE，并由此可近似地确定拒绝域． 对应上述三类 检验问题的拒绝域依
次为

叫 ＝ ｛u �u,-al, 
W n = I u � ua l, 
w. : I lul� u,-a12l•

检验的近似的p值也是可以计算的，与单样本正态总体场合完全 一 样，此处从略．
例 7.3.3 某厂生产的产品不合格品率不高于IO%，在一次例行检查中，随机抽取 80

件，发现有 11 件不合格品，在a = 0.05 下能否认为不合格品率仍为10%?
解 这是关于不合格品率 0 的检验 ，假设为

H。:。：：：：：： 0.1 VS H,: () > 0.1,
我们可以仿例 7. 3. 1 的方法求拒绝域，但要把此 拒绝域找出来是困难的，如 今11 69 n = 80 比较大，因此可采用大样本检验方法由(7.3.6)式，0。= 0.1，矿( 0)= 0(1-0)＝ — x— =80 80 
0.118 6， 检验统计量为

气 11 —-0.1
U。 = � = 0.973 9.

汃叩
若取 a = 0.05，则u0_95 = 1.645，故拒绝域为 W = I u� 1.645} ．如今u。= 0.973 9 未落入拒绝
域，故不 能 拒绝原假设，可以认为不合格品率仍为 10%.

此处检验的近似的p值为 0.165 I，而精确的p值为 0.173 4，两者相差不大．
例 7.3.4 某建筑公司 宣称其麾下建筑工地平均每天发生 事故数不超过0.6起，现

记录了该公司麾下建筑工地 200 天的安全生产情况，事故数记录如下：
一天发生的事故数 I o 2

 
3 4 5 ;;;:6 合计天数 I I 02 59 30 8 0 I O 200 

试检验 该建筑公司的宣称是否成立（取 a = 0.05).
解 以X记该建筑公司麾下建筑工地一 天发生的事故数，可认为X~P（入） （见习

题 7.4 第 8 题），现要检验的假设是
H。:入:s:; 0.6 vs H,：入＞ 0.6,

由于 n = 200 很大，故可以采用大样本检验 ，泊松分布的均值和方差都是入，而入的
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MLE为

入＝元＝－—－0 X I 02 + I X 5Ā + 2 X 30 + 3 X 8 + 4 X O + 5 X I) = 0. 7 4. 
200 

由(7.3.6)式，检验统计量为（入。 ＝0.6)

U。 = 石（元一 入。) J？面（0.74 - 0.6) 

5 如可
= 2.302. 

若取a = 0.05，则u0.95 = I. 645，拒绝域为W=ju;::1.645}．如今u。 = 2.302,已落入拒

绝域，故拒绝原假设(p = 0.010 7)，认为该建筑公司的宣称明显不成立．

大样本检验是近似的．近似的含义是指检验的实际显著性水平与原先设定的显著

性水平有差距，这是由千诸如(7.3.6)式中u的分布与N(0, 1)有距离．如果n很大，则

这种差异就很小．实用中我们一般并不清楚对一定的n,u的分布与N(0, 1) 的差异有

多大，因而也就不能确定检验的实际水平与设定水平究竟差多少．在区间估计中也有

类似问题因此，使用大样本检验方法时要注意，尽量使样本足够大．

I.从一批服从指数分布的产品中抽取10个进行寿命试验，观测值（单位h)如下
I 643 I 629 426 132 I 522 432 I 759 I 074 528 283 

根据这批数据能否认为其平均寿命不低于I 100 h（取a = 0.05)? 
2某厂 一种元件平均使用 寿命为I 200 h（偏低） ， 现厂里进行技术革新 ， 革新后任选8个元件进

行寿命试验，测得寿命数据如下
2 686 2 001 2 082 792 I 660 4 105 I 416 2 089 

假定元件寿命服从指数分布， 取a = 0.05 ， 问革新后元件的平均寿命是否有明显提离？
3有人称某地成年人中大学毕业生比率不低于30%．为检验之 ， 随机调查该地15名成年人 ， 发

现有3名大学毕业生 ， 取a = 0.05 ， 问该人看法是否成立？并给出检验的p值
4.某大学随机调查120名男同学， 发现有50人非常喜欢看武侠小说， 而随机调查的85名女同

学中有23人喜欢， 用大样本 检验方法在a = 0.05下确认男女同学在喜爱武侠小说方面有无显著差

异？并给出检验的p值．
5假定电话总机在单位时间内接到的呼叫次数服从泊松分布， 现观测了40个单位时间，接到的

呼叫次数如下
0 2 3 2 3 2 1 0 2 2 1 2 2 1 3 1 1 4 1 1 

5 1 2 2 3 3 1 3 1 3 4 0 6 1 1 1 4 0 1 3

在显著性水平0.05下能否认为单位时间内平均呼叫次数不低于2.5次？并给出检验的p值
6通常每平方米某种布上的疵点数服从泊松分布， 现观测该种布100 m 2

， 发现有 126个疵点， 在
显著性水平为0.05下能否认为该种布每平方米上平均疵点数不超过1个？并给出检验的p值

7某厂的一批电子产品，其寿命T服从指数分布，其密度函数为

p(t,0) =矿expl-t/Oj / 1 ,,01, 
从以往生产情况知平均寿命0= 2 000 h为检验当日生产是否稳定，任取10件产品进行寿命试验，到

全部失效时试验停止 ， 试验得失效寿命数据之和为30 200．试在显著性水平a = 0.05下检验假设
H。 0= 2 000 VS H 1 : 0于2 000. 

ÿ设．飞 I ,x l '...,x,为取自两点分布b(I,p)的随机样本．
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(I) 试求单侧假设检验问题H.,p:,;,0.01 VS H,,p>0.01的显著性水平a = 0.05的检验 ，

(2)若要这个检验在p = 0.08时犯第二类错误的概率不超过0. IO，样本容量n应为多大？

9有— 批电子产品共50台 ， 产销双方协商同意找出 一个检验方案 ， 使得当次品率p:,;,p。= 0.04
时拒绝的概率不超过0.05 ， 而当 p>p, = 0. 30时 ， 接受的概率不超过0.10，请你帮助找出适当的检验
方案

IO.若在猜硬币正反面游戏中 ， 某人在100次试猜中共猜中60次 ，你认为他是否有诀窍（取a =

0.05)? 
II设有两工厂生产的同一 种产品，要检验假设H。它们的废品率p 1 ,p2 相同 ， 在第 一 、二工厂的

产品中各抽取n, = I 500个及ll 2 = I 800个 ， 分别有废品300个及320个，间在5％显著性水平上应接

受还是拒绝 H。 ?

§ 7.4 似然比检验与分布拟合检验

7.4.1 似然比检验的思想

我们在前几节讲述的内容均是关于费希尔提出的显著性检验，类似千在估计中存
在着多种估计一样，在假设检验中，也有多种检验方法，如奈曼和E．皮尔逊于1928年
提出的似然比检验，它是一种应用较广的检验方法，在假设检验中的地位有如MLE在
点估计中的地位

定义7.4.1 设X 1,X2,'",Xn 为来自密度函数为p(x;0),0EB的总体的样本，考虑
如下 检验问题：

H。 :0E€)。 vs H1 :0EB1= 8-8。.

令
Slip p(x1 ,X2, "',Xn ;0) 
6e 8 A(xl,X2,"',Xn )= Supp(X 1,x2, "',Xn ;0)'
0e e。

(7.4.1) 

(7.4.2) 

则我们称统计量A(x1,x2,···,x.) 为假设(7.4.1)的似然比(likelihood ratio)，有 时也称
之为广义似然比．

(7.4.2)式的A(x1,x2,…,xn )也可以写成如下形式：

p(X 1,X2, •••,x. ;0)
J\.(x1,x2,···,x.)= ＾ 

p(x1,x2,···,x.;0。)
(7.4.3) 

其中b表示在全参数空间0上0的最大似然估计，因表示在子参数空间O。上0的最
大似然估计．也就是说，A(x1,x2,…，xn )的分子表示没有 假设时的似然函数最大值， 分
母表示在原假设成立条件下的似然函数最大值，不难看出，如果A（凡，X2,…,xn )的值
很大，则说明OE e。的可能性要比OE e l 的可能性小，于是，我们有理由认为H。不成
立这样，我们有如下的似然比检验

定义7.4.2 当采用(7.4.3)式的似然比统计量A（X 1 'X2'…，无n )作为检验问题
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(7.4.1) 的检验统计蜇，且取其拒绝域为W=!A(x1 ,x2 ,…，xn ) >cl ，其中临界值 c 满足凡(A(x1 ,x2 ,…，xn ) >c) <a, V O E O。, (7.4.4)则称此检验为显著性水平a的似然比检验 (likelihood ratio test) ，简记为 LRT.我们前面讲过的许多检验也可从似然比检验得到解释，例7.4.1 设X i ,X2 ,…，xn 是来自正态总体N(µ，矿）的样本，µ,矿均未知 ．试求检验问题 H。:µ=µ。vs H I :µ,'#µ,。的显著性水平为a的似然比检验 ．解 记 0=(µ，矿）， 样本联合密度函数为
l n p（X i ,X2 '...，气;0) = (21T(J'）i'exp{-立；丘，－µ，） 2 }，两个参数空间分别为O。 = ｛ （µ0 ，矿） 1矿＞o l, e =I (µ,，矿）Iµ, ER，矿＞01.

^ 2 l n 利用微分法，我们容易求得在0上µ五，u ＝ - 2 (x, －云尸分别为µ 与 矿的MLE,
n 1 = l 

I ; 在0。上— 2 区 －µ矿是矿的MLE，代回各自似然函数后，可得n ;-;i l -n/2 霖p（X 1 ,X2'..心：0) = [ 2'lT ； ； （x1 -µ。) 2] e -n/2 ,
泗p(xl ,X2'…，气；0) = [ 2'lT ＋ ； (xt _5) 2 ] -n/2 e n/2 ,于是，其似然比统计量为
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五（元一µ。)其中t＝ 就是7.2节中的t检验统计量 ．从上式可知，此时的似然比统计量A是传统的t统计量平方的严增函数，于是，两个检验统计量的拒绝域有如下等价关系：IA(x,,x2 ,…,xn ）亥｝¢::>j ltl �di'且由 t的分位数可定出A的分位数 ． d2 n/2 又因为当凡成立时， t-t(n-1) ，若我们取 d = t I -a/2 (n - I) ，则用 c = [ I ＋二寸 就可控制用A犯第一类错误的概率不超过a．由此可见，此时的似然比检验与我们前面讲
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过的双侧t检验完全等价．
似然比检验是寻找检验统计董的一种思路，它有很好的统计思想，由千本课程范

围所限，我们不做更多的讲解，我们只是介绍该方法的思想， 并指出 如下事实：似然比
检验有一个统一的检验统计量，遗憾的是该似然比检验统计量在一 般场合至今尚没有
统一的精确分布形式，但在很一般的条件下有一个统一的渐近分布[4]（对数似然比检
验统计量的2倍近 似服从x2 分布，其自由度为其独立参数个数），这为似然比检验的
广泛使用奠定 了基础．

7.4.2 分类数据的x2 拟合优度检验

在前面我们讨论的检验问题都是在总体分布形式已知的前提下对分布的参数建
立假设并进行检验，它们都属于参数假设检验问题．下面我们对总体分布的形式建立
假设并进行检验，这 一 类检验问题统称为分布的拟合检验，它们是 一 类非参数检验
问题

我们从一个在生物学中很有名的例子开始．
例7.4.2 在19世纪， 孟德尔(Mendel)按颜色与形状把豌豆分为四类 ：黄圆、绿

圆、黄皱和绿皱．孟德尔根据遗传学原理判断这四类的比例应为 9 : 3 : 3 : I．为做验证，
孟德尔在一次豌豆实验中收获了 n= 556个豌豆，其中这四类豌豆的个数分别为315,

108,101, 32该数据是否与孟德尔提出的比例吻合？
这一例子是属于分类数据的检验间题，它的一 般情形为：根据某项指标，总体被分

成r类：A1 ,A2 ,…，A,．此时我们最关心的是关于各类元素在总体中所占的比率的假设
H。:A，所占的比率是 Pm, i=l,2,…，r' (7.4.5) 

其中 p,。已知，满足2piO=1．记X 1 ,X2 ,…,xn 为从此总体抽出的样本，且以 n，记这 n个

样本中属于 A，的样本个数．由于当凡成立时，在 n个样本中属千A， 类的 “理论个数”

或 ” 期望个数”为np,o而我们实际观测到的值为n,，故当凡成立时，n,与 np,O应相差不
大于是，k．皮尔逊提出用统计量

， (n, npiO ) X2 = 2 
;71 npiO 

来衡量 ”理论个数” 与实际个数间的差异．

2 
(7.4.6) 

在(7.4.6)式中，分子(n;-np;o尸是 实际观测数与期望观测数的偏差的平方，而
(n,-np,0) 2 

可以看成是(n;-nP;o) 2 的规范化，所以(7.4.6)式提供了实际观测数与期望np,0 
观测数接近程度的一个度量，当凡为真时， 它的值应该比较小，所以，其拒绝域为
{X2>cl，其中c为待定的临界值

为了控制上述检验的第一类错误，我们必须知道此检验统计量在原假设成立下的
分布，为此，k．皮尔逊证明 了如下定理 ：

定理7.4.1 在前述各项假定下，在凡成立时，对(7.4.6)式的检验统计量有

X2 一欢r-1).
此定理的证明比较复杂，我们仅对最简单的 r =2给出证明．当 r= 2时，n1- b (n, 
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P10 )，且p,o + p 20 = I'n i + n 2 = n'n r -np, o = (n -n 2) -n (I -p 20) = np 20 -n 2,故

X2= 
(n 1 -nP10)

2 (n 2-nP20 )
2 (n,-np l0)

2 

+-=-. 

而由中心极限定理可知，
np,o np20 np1 0P20 

n l -nplO l－一N(O, l ),
三

故X2 ——..X2( l )．一般场合的证明此处从略．

根据定理7.4.1，对于假设(7.4.5)，我们可以采取如下的显著性水平近似为a的显

著性检验：检验统计量如(7.4.6)所示，拒绝域为
W= jX2 习沁(r- I) l. 

这就是K皮尔逊提出的最早的一个检验方法，通常称之为皮尔逊X2 拟合优度检验
对于例7.4.2 中的数据，我们可以做如下的X2 拟合优度检验．注意到，此时

r=4, n = 556, n 1= 315, n 2= 108, n 3= 101, n 4=32, 

待检验的假设为
9 

H。 :Pio ＝ 飞 P20 = — 
16' P30 = — 

16' P.o = －一．
16 

由于np 10= 312. 75, np20 = np30 = I 04.25, np40 = 34. 75，故

X2 =
(315-312.75)2 (108-104.25)2 (101-104.25)2 (32-34.75) 2 

312.75 104.25 104.25 34.75 
=0.47 

若取显著性水平a=0.05，则X沁(3) = 7.814 7>0.47，故没有理由拒绝H。，即认为孟德

尔的结论是可接受的

该检验的近似p值也是 可以计算的，为p= P 1x2 � 0.47 l = o. 925 4，其中x2 表示服

从欢3)分布的随机变量．从p值还可以清楚地看出，这批数据与孟德尔的理论吻合得

很好
顺便指出，在此场合，我们也可从似然比检验得到上述皮尔逊X2 拟合优度检验统

计量事实上，此时样本联合分布为

凡(x, = x ,,X2 = X2,…, X. = xJ = p�'p?···p尸＝门矿 ＇，

由此可求得

'._ In.\ •,
严凡(X , =x1, X2 =x2,…，Xn = xn) ＝门(;)，

' 
sup凡(X1 =x1,X2 =x2,…，X. =xJ＝门沁，
6 e 8。 , = 1 

于是，其似然比统计量为

'._ I n. \ n, 
A(x 1,x2,…，xn) ＝门(�) •. 

另外，由于
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ln A(x1,x2,"·,x.) 
几

， 
I = i n,ln —- ＝ t [npi0 + (n; - np;0) ]ln(1 + n1 -npiO I, I npIO I I np10) 

= t [np。+（ni - np;o) ］『I n-P厂° _ ；(nI n-P厂�) 2 + o (n -2)}
l' 2 

2 
(ni -npiO r.'-I =— +o(n 2 1 = I 吨o )，

所以， , (n, － np,0) 2 2lnA(x,,x2,…,xn) ~ 2 ,'＝ l np,0 
由单调性，此处似然比检验与皮尔逊引进的X2拟合优度检验等价．关于皮尔逊统计量的进一 步应用，有下面几点值得注意：

(I) 在上面的讨论中，我们假定第L类 A，出现的概率为p i0都是已知的，但是，在实际间题中，有时诸p,。还依赖于K个未知参数，而这k个未知参数需要利用样本来估计，这种
情况下，k．皮尔逊建立的定 理7.4.1不再成立．不过，1924年费希尔证明了，在同样的条件
下，可以先用最大似然估计方法估计出这k个未知参数，然后再算出 pi0的估计值p,(i=1, 
2,…，r)．这时，类似于(7.4.6)式的统计量

，
 

2
 

、丿.
I

P̂ 
I

n
^
p

-
n

.
I

 
几( r

2i 
＝

 
2x

 
(7.4.7) 

当n-+00时，还是渐近服从X2 分布，不过自由度为r -k-1.
(2)无论是(7.4.6)式还是(7.4.7)式，因为用的是渐近分布，所以，对样本大小 n

有一定要求因此，这种X2 检验法主要 用于大样本场合．这一要求体现在实际应用中，
一般要求各类的观测数均不小于5，因此，往往需要把一些相邻的类合并达到要求．

(3) 上述拟合优度检验就是在大样本场合的多项分布检验，但对其他分布亦可提
供一种分布检验方法．
7.4.3 分布的x2 拟合优度检验

设凡，无2,…，xn 是 来自总体F(x)的样本，有时，需要检验的原假设是
H。:F(x)= F。（兀），

其中F。(x)称为理论分布，它可以是一个完全已知的分布，也可以是一个仅依赖于有限个实
参数且分布形式已知的分布函数这个分布检验问题就是检验观测数据是否与 理论分布相
符合在样本容量较大时，这类问题可以用X2拟合优度检验来解决

这类问题可以分以下两种情况来讨论．
一、总体X为离散分布

设总体X为取有限或可列个值a1 ,a2,…的离散随机变量，我们 把 相邻的某些a,
合并为一类，使得ai'a2 '…被分为有 限 个类A,, A2,…， Ar， 并使得样本观测值X I '
尤2,…，xn 落入每一个 A，内的个数 n，不小于5．记P(Xe A;)=p;(i=l,2,…，r)，那么，假
设H。：总体分布F(x)= F。(x)就转化为如下假设：
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H。 :A，所占的比例为 p;(i=l,2, …，r).

这样，离散分布的拟合检验与前述分类数据的检验问题就完全 一样了．
例 7.4.3 我们来考察卢瑟福实验的数据．表 7.4.1 中数据，是卢瑟福以 7.5 s 为时

间单位所做的 2 608 次观察得到的数据，观测的是一枚放射性 0: 物质在单位时间内放
射的质点数

表7.4.1 卢瑟福实验数据

质点数k I O 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

观察数 n, I 57 203 383 525 532 408 273 139 45 21 10 4 2 o o 

现在要求检验假设
H。 :7.5 s 中放射出的 a 质点数服从泊松分布 P （入）．

解 首先估计泊松分布参数入，由最大似然估计法知道A =x，即
14 

Lknk 
i =—Ixi = l n k =。 0 x 57 + I x 203 + ... + 14 x O IO 094 

= - =-=3.87. 
n f;:.. ' _'.! 57 + 203 + · · · + 0 2 608 L nk 

k=O 

其次，计算泊松分布的概率的估计值

^ i k 一；
pk=—e -,, k = 0, I, 2, · · ·. 

k ! 
为了满足每一类出现的样本观测次数不小于 5，我们把 k � 11 作为一类，记为第 12

类，并将计算结果列在表 7.4.2 中．由表 7.4.2 可以看到检验统计量的值为

X 2 = 2 12 (n, - n P, ） 2 
= 12.896 7. 

np, 

此处分布自由度为 12-1-1=10，对 a = 0.05，查表得临界值 X比(IO)= 18.307 0，拒
绝域为 W= 1x2 � 18.307 o I ，观察结果的x2 不落在拒绝域，因此不能拒绝 H。，可以认为
该放射性物质在长度为 7.5 秒的时间里放射出的 a 质点数与泊松分布吻合．使用 Excel
可以计算出此处检验的 p 值是 0.229 5. 

表7.4.2 例 7.4.3 的分布拟合检验计算过程

序号i 质点数 观测数几 概率估计i, 期望观测数咋 ， (n,－n P,) 2/n P,
I 。 57 0.020 9 54.5 0.114 7 
2 203 0.080 7 210.5 0.267 2 
3 2 383 0.156 2 407.4 1.461 4 
4 3 525 0.201 5 525.5 0.000 5 
5 4 532 0.195 508.6 1.076 6 
6 5 408 0.150 9 393.5 0.534 3 
7 6 273 0.097 3 253.8 1.452 5 
8 7 139 0.053 8 140.3 0.012 
9 8 45 0.026 67.8 7.667 3 
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续表
序号L 质点数 观测数n, 概率估计P, 期望观测数叶 ， (n,－nP,) 2 /nP,
IO 9 27 0.01 I 2 29.2 0.165 8 
II 10 10 0.004 3 11.2 0.128 6 
12 >ll 6 0.002 2 5.7 0.015 8 

总和 2 608 2 608 12.896 7 

二、总体X为连续分布
设总体 X为连续随机变蜇，分布函数为 F。(x)，这种情况略为复杂一些．一般采用

下列方法：选 r-1个实数 a 1 <a2< … ＜a，寸，将实数族分为 r 个区间
(-oo,a1 ], (a1,a2 ], ···, (a,_1,oo),

当观测值落入第L个区间内，就把它看作属千第i类，因此，这r个区间就相当于r个
类在从为真时，记

pi= P(ai_,<X:;;;ai)= F。(aJ-F。(ai_ 1), i= l,2,…，r,
其中 a。 = -oo,a,= oo，以 n i 表示样本的观测值 X 1,x2,…，无九 落入区间(a i- 1,a, ］内的个数
(i= l,2,…，r)，接下来的做法就与总体只取有限个值的情况一样了，具体看下面例子．

例 7.4.4 某工厂生产一种滚珠，现随机地抽取了 50 件产品，测得其直径（单位：
mm)为

15.0 15.8 15.2 15. l 15.9 14. 7 14.8 15.5 15 .6 15.3 

15.0 15.6 15. 7 15.8 14.5 15 . l 15.3 14.9 1 4.9 15.2
15.9 15.0 15. 3 15.6 15. I 14.9 14.2 1 4.6 15.8 15.2 

15.2 15.0 14.9 14.8 15. l 15.5 15.5 15. l 15.1 15.0
15 . 3 14.7 14.5 15.5 15.0 14. 7 1 4.6 14.2 14.2 14.5 

间滚珠直径是否服从正态分布？
解 设滚珠直径为 X，其分布函数为 F(x) ，现假设为

H。 :F(x) ＝叶干）
对于此问题，我们首先由数据求得µ，矿的 MLE 为 µ,= 15.1，护＝ 0.437 9 2．根据数据特

点并考虑到各组观测值个数不低于 5，我们取分点为
a。 = －oo, a, = 14.55, a2= 14.95, a3= 15 . 35, a4= 15.75, a5= oo, 

由此把数据分为5组，各组数据个数分别为
n 1= 6, n2= 11, n3= 20, n4= 8, n5 = 5, 

再利用公式
a,-15.1\ _/a,_1-15.1 

P ，
＝叶

。．437 9) －叶 。．�), i= 1,2,3,4,5 

求得
忙＝ 0.104 559, 妇＝ 0.261 41 2, 凡＝ 0.349 998, 忙＝0.215 174, 忙＝ 0.068 857

仿例 7.4.3，计算过程如下表所示：
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组号

和

2
3

4
5

＿
总

观测数nk 概率估计;k 期望观测数n;1

(几,－n P^ ,) l 

np, 
6 0.104 559 5.2 2 8  0 0.11 4 0 

II 0.261 412 13 .070 6 0.328 0 
20 0.3 49 99 8 17 . 499 9 0.357 2 

8 0.215 17 4 10.758 7 0. 707 4 
5 0.068 857 3 . 4429 0.704 3 

50 50 2 .210 9 

这里分布自由度为 5-2-1=2，若取显著性水平 a=0.05，则X沁(2)= 5.991 5>2.210 9, 

故不能拒绝H。.
虽然上述的X2 拟合优度检验可以用来检验一般的分布假设，但通过上面的分析不

难看出，此时我们检验的假设仅为
H。 :p, ＝ P(a,－1 <X< a,） ＝ F。(a.)-F。(a,_1), i=l,2, …,r. 

两者是有着一定区别的，因为不同的分点可能会得到不同的结果（至少不同的分点计
算出来的诸 p，值是不一样的），由此，对连续分布的这种拟合优度检验处理要慎重，如
果对检验的结论有所怀疑时可用不同的分组进行尝试，由于显著性检验看重拒绝，只
要有一组分组得到拒绝的结论即当引起重视．

7.4.4 列联表的独立性检验

下面我们分析按两个或多个特征分类的频数数据，这种数据通常称为交叉分类数
据，它们一般都以表格的形式给出，称为列联表．例如，在考察色盲与性别有无关联时，
随机抽取 1 000 人按性别（男或女）及色觉（正常或色盲）两个属性分类，得到如下二维
列联表，又称 2x2表或四格表．

性别
视觉

正常 色盲

男

女

535 

382 

65 

18 

一般，若总体中的个体可按两个属性A与B分类，A有 r个类Al ,Ai ,…，A,,B有 c

个类Bl ,B2 ,…，B•.，从总体中抽取容量大小为n的样本，设其中有ni1个个体既属千类A,
又属于类B)，n,l称为频数，将rXc个n,l排列为一个r行c列的二维列联表，简称rXc列
联表（表7.4.3).

表 7.4.3 rxc 列联表

行和
j

 
c

 
n II

 
n IJ n I, n I 
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续表
B 

A 行和
C 

n , I n ,, n ,C n ， ． 

r n n＂ 几'， n ，． r l 

列和 n l n 几 几

若 所考虑的属性 多于两个，也可按类似的方式作出列联表，称为多维列联表．本节
只限于讨论二维列联表，列联表分析在应用统计，特别在医学、生物学及社会科学中，

有着广泛的应用．
列联表分析 的基本问题是，考察各属性之间有无关联，即判别 两属性是否独立．如在

前例中，问题是：色盲与其性别是否有关？在rxc列联表中，若以p,.,p ) 和p,I 分别 表示总
体中的个体仅属千A,，仅属千B) 和同时属千A，与B) 的概率，可得一个二维离散分布表
（表 7.4.4) ，则 “ A,B 两属性独立＂ 的假设可以表述为

H。 :P;i =p;,P•i• i = l,2,···,r,j= l,2, ···,c. 

表7.4.4 二维离散分布表

B 
A 行和

I ... 丿 ．．． C 

I P11 ．．． P,1 ... p,C PI 

L p,I ．．． P,) 
．．． p江 p, ． 

r P,I ... P，1 ．．． p" P, 
列和 p.' ．．． p I ... p., I 

这就变为上 一小节中诸p,I 不完全已知时的分布拟合检验．这里诸p,）共有re 个参
数，在原假设凡成立时， 这re个参数P,) 由r + c个参数p1 ,…,P,和p 1,…，p,,决定在这

后r + C 个参数中存在两个约束条件： IPi - = 1, I P ·i = 1， 所以，此时p'J 实际上由r + 
; = I i = I 

C - 2 个独立参数所确定据此，检验统计量为

x2 =II ( n,J － np,J ）
i = I j= I np,1 

在原假设 凡 成立时上式近似服从自由度为re-(r+c-2)-1 = (r-1) (c-1)的X2 分布．其

中诸i,I是在H。成立下得到的p,J的最大似然估计，其表达式为

＾ ＾ ＾ 几． n .1
PI) = pI.p.） = - ·一，n n 

对给定的显著性水平a (0<a<l)，检验的拒绝域为W= 1x2 �x�_/ (r-1) (c-1)) 1. 
例7.4.5 为研究儿童智力发展与营养的关系，某研究机构调查了I 436名儿童，
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得到如表7.4.5的数据，试在显著性水平0.05下判断智力发展与营养有无关系．
表7.4.5 儿童智力与营养的调查数据

智
合计

<80 80~ 89 90- 99 ;a,, 100 

营养良好 367 342 266 329 I 304 

营养不良 56 40 20 16 132 

合计 423 382 286 345 I 436 

解 用A表示营养状况，它有两个水平：Al 表示营养良好，A 2 表示营养不良；B表
示儿童智商，它有四个水平，B l ,B2 ,B ] ，凡分别表示表中四种情况．沿用前面的记号，首
先建立假设H。：营养状况与智商无关联，即A与B是独立的．统计表示如下：

H。 :P,i = p,.P-i, i = 1,2,j = 1,2,3,4. 
在原假设凡成立下，我们可以计算诸参数的最大似然估计值，

P 1- = l 304/1 436 = 0.908 I， 忙＝132/1 436 = 0.091 9,
ji_, = 42311 436 = 0.294 6, ;.2 = 38211 436 = 0.266 o,
{J.3 = 286/1 436 = 0.199 2, /J.4 = 345/1 436 = 0.240 3, 

进而可给出诸n凡＝np,.p )，如
np 11 = I 436 x 0.908 I x 0.294 6 = 384.167 7, 

其他结果见表 7.4.6.

表7.4.6 诸np,I 的计算结果

<80 80~ 89 90~ 99 � 100 

营养良好 384.167 7 346.872 4 259. 763 I 313.358 8 

营养不良 38.877 9 35.103 6 26.288 I 31.712 0 
＾ 0.294 6 0.266 0 0.199 2 0.240 3 p J 

由表7.4.5和表7.4.6可以计算检验统计量的值

＾ 
P, 

0.908 I 

0.091 9 

x2 = (367 - 384.167 7) 2
. (342 - 346.872 4) 2 (16 - 31.712 0) 2 

+.. · +..:.________:_ = 19. 2 78 5 
384.167 7 346.872 4 31.712 0 

此处r = 2, c = 4, (,-1) (c-1) = 3，若取a = 0.05，查表有x:9/ 3) = 7. 814 7，由于19.278 5> 
7.814 7，故拒绝原假设，认为营养状况对智商 有影响本例中检验的p值为0.000 2，拒
绝凡的依据较为充足

厂习题7-4· 7 
I设x t ，X 2 1 ··· 1X门 为来自b(l,p)的样本 ， 试求假设H。p=p。 vs H l p#p。的似然比检验
2设丸，Xi'... '气为来自N(µ,，矿）的样本，试求假设H。矿气式 VS H,矿＃式的似然比检验．
3设丸 ， X2 I...,X几 为来自指数分布Exp（入 I )的样本 ， Y,,Y1,···,Ym为来自指数分布Exp（入 2 )的样



§ 7.4 似然比检验与分布拟合检验 Ill

本，且两组样本独立，其中入 ，入，是未知的正参数(I)求假设H。A, ＝入 l VS H,入 ， ＃入 2 的似然比检验 ，

[2[证明上述
尸

验法的m拒绝域仅依赖于比值沁I 灼
(3)求统计量； X,I'； y,在原假设成立下的分布
4设x,，环 ，x，为来自正态总体N伍 ， 矿）的i.i.d样本，其中µ ，矿未知证明关于假设H。µ,;;;

µ。 vs H,,µ>µ0 的单侧t检验是似然比检验（显著性水平a<1/2). 
5按孟德尔遗传规律，让开淡红花的豌豆随机交配，子代可区分为红花、淡红花和白花三类，且

其比例是I : 2: I ，为了验证这个理论，观察 一次实验，得到红花、淡红花和白花的豌豆株数分别为
26,66,28 ， 这些数据与孟德尔定律是否一 致(a=0.05)? 

6掷 一 颗骰子60次，结果如下
:: 1 :： 3 

2141: 163
试在显著性水平为0.05下检验这颗骰子是否均匀

7检查了 一本书的100页，记录各页中的印刷错误的个数，其结果如下

了 6

问能否认为一页的印刷错误个数服从泊松分布（取a =0.05)? 
8某建筑工地每天发生事故数现场记录如下

一天发生的事故数
天数 952

 

0
0 

2-30
3-
8

4 5。 �6 。 合计

200 
试在显著性水平a =0.05下检验这批数据是否服从泊松分布．

9在 一 批灯泡中抽取300只作寿命试验，其结果如下
寿命(h)
灯泡数

<100 [100,200) 
78 

[200,300) 
121 43 

�300 
58 

在显著性水平为0.05下能否认为灯泡寿命服从指数分布Exp (0.005)?
10.下表是上海1875年到1955年的81年间，根据其中63年观察到的一年中(5月到9月）下暴

雨次数的整理资料
0
4 

＿
 

2 3 4 5 6 7 8
 

;;;,:9 
n ， 8 14 19 10 4 2 。

试检验一年中暴雨次数是否服从泊松分布(er =0.05) 
II某种配偶的后代按体格的属性分为三类，各类的数目分别是10,53,46 ．按照某种遗传模型其

频率之比应为p 2 : 2p(1-p) : (1-p) 2，问数据与模型是否相符(er =0.05)? 
12.设按有无特性A与B将n个样品分成四类，组成2x2列联表

B 合计B 
A a b a+b 

d c+d A C 

合计 a+c b+d 几
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其中 n=a+b+c+d ，试证明此时列联表独立性检验的X2 统计量可以表示成

X2 = n(ad-be) 2 
(a+b) (c+d) (a+c) (b+d) 

13在研究某种新措施对猪白痢的防治效果问题时，获得了如下数据

存活数 死亡数 合计 死亡率

对照 114 36 150 24% 

新措施 132 18 150 12% 

合计 246 54 300 18% 

试问新措施对防治该种疾病是否有显著疗效(a=0.05)?
14. 某单位调查了520名中年以上的脑力劳动者，其中136人有高血压史，另外384人则无．在有

高血压史的136人中，经诊断为冠心病及可疑者的有48人，在无高血压史的384人中，经诊断为冠心
病及可疑者的有36入从这个资料，对高血压与冠心病有无关系作检验（取a= 0.01)

15 — 项是否应提高小学生的计算机课程的比例的调查结果如下

年龄 同意 不同意 不知道

55岁以上

36-55岁

15-35岁

2

4

7

3

4

4

 

28 14 

1

2

 

2

l

 

7

3

 间年龄因素是否影响了对问题的回答(a= 0.05)?

§ 7.5 正态性检验

正态分布是最常用的分布，用来判断总体分布是否为正态分布的检验方法称为正
态性检验，它在实际问题中大量使用．接下来我们先叙述简单而又直观的正态性检
验——正态概率图，然后介绍国家标准GB/T 4882-2001中推荐的、并已被广泛应用的
两种正态性检验方法一— W检验和EP检验．

7.5.1 正态概率纸

正态概率纸是一种特殊的坐标纸，其横坐标是等间隔的，纵坐标是按标准正态分
布函数值给出的，见图7.5.1.

正态概率纸可用来作正态性检验，方法如下：利用样本数据在概率纸上描点，用目
测方法看这些点是否在 一条直线附近，若是的话，可以认为该数据来自的总体为正态
分布，若明显不在一条直线附近，则认为该数据来自非正态总体．具体操作步骤见下面
的例子

例7.5.l 随机选取10个零件，测得其直径与标准尺寸的偏差（单位：丝，l丝＝
0.01 mm)如下：
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％ 
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99.9 
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2 
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0.2 
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0.05 

0.01 
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I II II I II I II I I 111111111111111 
11111 111111111111111111111 

图7.5.1 正态概率纸

9.4 8.8 9.6 10.2 IO. I 7.2 11.1 8.2 8.6 9.8 

在正态概率纸上作图步骤如下：
(I) 首先将数据按从小到大的次序排列： X （ I) <x (2) < … �x (n) ，具体数据为

7.2 8.2 8.6 8.8 9.4 9.6 9.8 10.1 10.2 I I. I 

i-0.375 
(2)对每一个L ，计算修正频率 (i = l, 2,…n) ，结果见表 7. 5.1.

n+0.25 
表7.5.1 x 1 ,)取值及其修正频率

1-0.375 i-0. 375
久， (,) n+0.25 X I,) n+0.25

7.2 0.061 6 9.6 0.549 

2 8.2 0 159 7 9.8 0.646 

3 8.6 0.256 8 10.1 0.744 

4 8.8 0.354 9 10.2 0.841 

5 9.4 0.451 10 II.I 0.939 
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(3) 将点（环， n+0.25 �) (i=l,2, …，n) 逐 一描在正态概率图上（图 7.5.2),

I I I I I I I 0.95[
－十－－r－－7--－广--r-－7一一一厂一一下

I I I I I I 0.90 勹
l ,.. ,1 - －－干－－寸一一一r-－+-－寸一一一巳7-+

恲075『]一一千一[ [ t+ ］ :『 上勹[�j�;fif r I] 005r+，，产三千三－斗－－－十
0 7.5 8 8.5 9 9.5 10 10.5 II 

观测值

图 7.5.2 例7.5.1 的正态概率纸

(4) 观察上述n个点的分布，作如下判断，·若诸点在一 条直线附近，则认为该批数据来自正态总体．·若诸点明显不在一条直线附近，则认为该批数据的总体不是正态分布．本例中，从图 7.5.2 上可以看到， 10 个点基本在一条直线附近，故可认为直径与标准尺寸的偏差服从正态分布这里对“ 修 正 频 率 ” 作 一 点说明．对应第t个观测值扛 ） 的累计 分 布函数值F(xu>)=P(X::;;环）是一个概率，可用频率作出估计，即＾ 样本中小于等于丸，）的个数F（杠 ） ）＝ 样本量 ＝ 
n

这个频率有合理的一 面，但也有一 些缺陷，即当 i = n时该频率为1，这意味着x的取值最大为 x(n) ，不可能再超过 x(n) ，这往往与实际不符，对此需要修正常见的有如下两个修正频率：
A . . I F(x(1) ） ＝ －—, n + 1 ^ i - 3/8 F(x(1)） ＝ n + l/4'国标GB/T 4882-2001 推荐使用后者，但并不反对使用前者．本节中使用后者．如果从正态概率纸上确认总体是非正态分布时，可对原始数据进行变换后再在正态概率纸上描点，若变换后的点在正态概率纸上近似在一条直线附近，则可以认为变换后的数据来自正态分布，这样的变换称为正态性变换．常用的正态性变换有如下三个：对数变换 y = ln x、倒数变换 y = l/x和根号变换 y ＝五＼，它们都属于经典的博克斯－考克斯(Box-Cox)变换。例 7.S.2 随机抽取某种电子元件 10 个，测得其寿命数据如下：

110.47 99.16 97.04 32.62 2 269.82 
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§ 7.5 正态性检验 Ill539. 35 179.49 782. 93 56 I. IO 286. 80 
图 7.5.3给出这 IO个点在正态概率纸上的图形，这 10个点明显不在一条直线附近，所
以可认为该电子元件的寿命的分布不是正态分布．对该 10个寿命数据作对数变换，结
果见表 7.5.2.
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图7.5.3 例7.5.2的正态概率纸表7.5.2 对数变换后的数据In x I') i-0. 375 

II In x 口
1-0. 375 X I, I n+0.25 丸，I n+0.2532.62 3.484 9 0.061 6 286.80 5.658 8 0.549 2 97.04 4.575 I 0.159 7 539.35 6.290 4 0.646 3 99.16 4.596 7 0.256 8 561. I 0 6.329 9 0.744 4 110.47 4.704 7 0.354 9 782. 93 6.663 0 0.841 5 179.49 5.190 I 0.451 10 2 269. 82 7. 727 5 0.939 

利用表 7.5.2 中最后两列上的数据在正态概率纸上描点，结果见图 7.5.4，从图上可以
看到 10个点近似在一条直线附近，说明对数变换后的数据可以看成来自正态分布．这
也意味着，可认为原始数据服从对数正态分布

1.5.2 W检验W检验是夏皮罗 (Shapiro) 和威尔克 (Wilk) 在 1965年提出来的，这个检验当 8�n�50时可以利用过小样本(n<8)对偏离正态分布的检验不太有效，过大样本(n>50)
的一些辅助量计算麻烦．

设 X1 , x2,"•, x•是来自正态总体 N(µ，矿）的样本，x（1) < x(2) < … �x(n)为其次序统
计量，W统计量定义为

355 



Ill 第七章 假设检验
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图7.5.4 变换后数据的正态概率纸

W = [ 
n 

2 (a －旬
n
(无() －云） ］ 2 

2 (a, －厅 2 亿，）一i)2 
` = l ,  = 1 

(7.5.1) 

其中系数 a i'a2, … ,an 在样本容量为 n 时有特定的值，可查附表6．对于假设H。：总体
分布为N(µ，矿），其检验的拒绝域具有形式IW�Wa l，其中a分位数咒可查附表7.

我们下面介绍检验统计量的来历并给出另外的简化计算表达式，介绍过程中用到
有关回归分析（见第八章）的一些知识．

我们分如下5步进行说明
(l) W检验统计量是 n 个数对 (X(I), a I), (X (2), a2), · · •, (X (n ), a 0 )的相关系数的

平方，因此，对 X(,) 或对 a, 作线性变换，该统计量值不变．例如，令 ucn = .....'...:.'...(i = l,
XU) -µ 

o· 
2, ···,n) ，则有

W = [ 
n 

2 (x() ＿ i)
n 
(a －动］ 2 ＝ 

I (x (i) -云）主 (ai -汀i = I i = I 

2
 ＿＿＿

 
）

 

-
a.

Ia
 （ 

）
 

-
u

）
 

·
1

 
'
,

 
u( 

.
2i
＿＿＿

 n n 

L (u( i) - u) 2 (u( i) - u) 2 L (ai -汀
i • I i • I 

(7.5.2) 

这说明我们在利用W检验统计量时，可以对原始样本观测值作适当的线性变换，简化
计算

(2)设X 1 ,Xz, … ，x n 是来自正态总体N(µ，矿）的样本，X(I) :!:::X(2) :!::: … :!:::X(n ) 为其次
丸，） 一µ序统计量，则由 u(,) = —-－得到的 u(l)<u(2) < … :!::: u(n)是来自标准正态分布N(0, I) o· 

的次序样本，显然，有
x (i l = (TU口书， i = 1,2,…，n. (7.5.3) 

由千N(0, 1)不含任何未知参数，故其次序统计量 u(I) 的前二阶矩可算出，并且记
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E(u<il)=m,, i= l,2,…,n 
Cov(u(il,u<i>) = v;1, i,j= 1,2,…,n, 

ml 
m m =I ""2 l=(m1,m2,…,mn ) T'
m几

V= （ vI）) nXn ' 
当在(7.5.3)中用m代替u(1)时会引起误差 ，若记误差为g，则可把(7.5.3)转化为

兀 <•> = um,+ µ +e,, i =l,2,…，n. (7.5.4) 
其中e =(e1 ,e2 ,…，c九 尸是均值为零、协方差矩阵为矿V的n维随机向量．

作 一 个直角坐标系，横轴表示丸，），纵轴表示m,，根据(7.5.4)式，在这个坐标系中，
n个点(x (I) ，m1 )，（x (2)，m2 )，…,（x (n )，mn )应该大致成一条直线，微小的误差是由g
引起的怎样定量地衡董这些点接近直线的程度呢？这正是W检验的出发点．夏皮罗
和威尔克首先研究了x=（尤(I)，无(2) ，…，父(n）尸与m =( m1 ,m2 ,…，m.尸的相关系数

r2 = ［
九

言(x(） － 云）几(m －示） ］ 2 

2 伍，）五） 2 2 (m，－示） 2
(7.5.5) 

显然，r2 越是接近l,x=（x(1)，x(2)，…,x(n)尸与m =( m1 ,m2 ,…，m.尸的线性关系越是
明显．所以，若用r2 检验假设H。：总体分布为N( µ, ，矿） ，那么该检验的拒绝域具有形式
{r 2 <cl，其中c为某个常数

(3)由于m = (m 1 , m2 ,…，mn 尸完全确定，由标准正态分布的对称性可以证明
m, = -m.. 1-;，即

m1 = -m., m2 = -m._1, …， m(n/2 ) = -m.. 1一(n/2 )'且当 n为奇数时，m (n令 1)/2 = 0.由这一 性质得
2 _ l n 

m, =0, m  = － 2 m, ＝ 0. ' ＝ I n i = 1 

(4)根据3中结论，（7.5.5)式的分子部分可简化 ，注意到[ n/2] 2 (元 ( i) － 云）（ m , － 示） ＝I mix(i〉 = 2 m1（x(i) -x< ••l-i))' 
i = I i = I 

m, 若记b1 = n ， 则可验证：6产Ib，杠 ） 是正态标准差 6 的线性无偏估计 (LUE) ，若
2 m/2 '= 1 

j = I 

把(7.5.5)式变为
＿＿ 2

 r 

(n/2] .2 n 

[ 2 M 也，） 一无(n+l-i)) ] • r 叫
i = I • i = I 

；也，） －守

2 mf ^2 
i • I o· 

I ＝ ． 飞·
n - 1 s 

(7.5.6) 

若撇开与样本无关的常数，则在正态性假设凡为真时，上式中分子与分母分别都是正
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态方差矿的无偏估计，相差不会很大．可当凡为假时，其差别就大了．因为分子是在

凡为真下构造，而分母s 2 是通用的．
(5) 为了在正态性假设凡为假时能扩大分子与分母的差异，加强区别非正态分布

的能力，夏皮罗与威尔克把 (7.5.6)的分子换用 6 的最小方差线性无偏估计 (BLUE) ，然
后再正则化，使最后得到的如下检验统计僵 W 位于 0 与 l 之间：

2
 
-－

 
、
�）.I 

今n
 （

 
x

 
、丿I （ 

x
 

n 

( 
.
I

 
a
 2i

2
 
I

 
几｀

 －－
 

＝ 
w

 
(7.5.7) 

2 (x （ ＇） －云） 2

i = I 
其中诸a，可如下得到：

mT v-1 
C= (c 1 ,c2,···,c.)= �,m V m 

c mTV一1

a = (a 1 ,a2 ,…，a.)= ——= 
顶 ✓矿v-IV~1m

.

(7.5.7) 式就是最常用的 W 检验的计算公式，其中诸 a，可查附表 6.
例7.5.3 某气象站收集了44个独立的年降雨量数据，资料如下（已排序）：
520 556 561 616 635 669 686 692 704 707 711 
713 714 719 727 735 740 744 745 750 776 777 
786 786 791 794 821 822 826 834 837 851 862 
873 879 889 900 904 922 926 952 963 1 056 I 074 

我们要根据这批数据作正态性检验．
为此，利用 (7.5.7) 式计算 W 值首先由这批数据可算得

44 
x = 785.114, 2 i = I 

(x(I） －丁＝ 630 872.43, 

我们将计算 W 的过程列于表 7.5.3 中为便于计算，值 X (, ) ,X (n+I-•)和dk =x (n+l -k 〉-x(K) 安
排在同 一 行

表 7.5.3 某一气象站收集的年降雨蚕

k 父 (4) 父 (n+I-A:) d, a,(44) k 无(>) 父 (11+1-4) dk a,(44) 
I 520 I 074 554 0.387 2 12 713 862 149 0.094 3 
2 556 I 056 500 0.266 7 13 714 851 137 0.084 2 
3 561 963 402 0.232 3 14 719 837 118 0.074 5 
4 616 952 336 0.207 2 15 727 834 107 0.065 I 
5 635 926 291 0.186 8 16 735 826 91 0.056 0 
6 669 922 253 0.169 5 17 740 822 82 0.047 I 
7 686 904 218 0.154 2 18 744 821 77 0.038 3 
8 692 900 208 0.140 5 19 745 794 49 0.029 6 
9 704 889 185 0.127 8 20 750 791 41 0.021 I 

10 707 879 172 0.116 0 21 776 786 10 0.012 6 
11 711 873 162 0. 104 9 22 777 786 9 0.004 2 
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从表7.5.3 可以计算出 W 的值为(0.387 2 X 554 + 0.266 7 X 500 +... + 0.004 2 X 9) 2 W = ..:..._________ = 0.982. 630 872.43 
若取 a = 0.05，查附表7，在 几 ＝ 44 时给出W。05 = 0.944，由于计算得到的W值大于该值，

所以在显著性水平 a = 0.05 上不拒绝原假设，即可以认为该批数据服从正态分布．

7.5.3 EP检验

EP检验即爱泼斯 －普利(Epps-Pulley)检验（几�8).
爱泼斯 －普利检验对多种备择假设有较高的效率，其出发点是利用样本的特征函

数与正态分布的特征函数的差的模的平方产生的 一个加权积分得到的，我们这里简单
地介绍该检验方法

设 X 1 ,Xi, …，x n 是来自正态总体N(µ，矿）的样本，EP检验统计量定义为

n 2 n ， 一 1 － （x) - x,) 2 n - （x, －云） 2 
TEP = l + j十三 texp{�} －立exp{�},

其中云心就是前述的样本均值和（除以n的）样本方差．

(7.5.8) 

(7.5.8)通常需要编程计算，其拒绝域为{ TEP > T1 -a.EP(n) 1, T1-aEP(n) 是样本容量

为n时EP检验统计量（在原假设下的分布）的 I-a 分位数．附表11给出了部分n和一

些常用 I-a 对应的 T[p的分位数．由于 n = 200 时统计量 TEP的分位数已经非常接近 n =

oo时几的分位数，当 n>200 时，统计量 TEP 的分位数可以用 n = 200 时的分位数代替．
对小于 200 而不在表内的 n，可采用线性插值的方法得到近似的分位数．

下面以国标中的一个例子说明该方法的应用．
例 7.5.4 现要考察某种人造丝纱线的断裂强度的分布类型，为此进行了 25 次试

验，得到一个容董为 25 的样本，具体如下：147 186 141 183 190 123 155 164 183 150 134 170 144 99 156 176 160 174 153 162 167 179 78 173 168 
它们是在标准环境下采用适当单位得到的测蜇值．为检验总体分布是否是正态，采用
EP检验，经过编程计算，得到

TEP = 0.612. 
若取显著性水平 a = 0.01，在附表11 中通过线性插值得 n = 25 时的 0.99 分位数约为0.569-0.564 0.564+�x(25-20) = 0.566 5．计算得到的 T[p大千该临界值因此在显著性水30-20
平 0.01 下拒绝关于诸 x) 服从正态分布的原假设．

进一步，有专家根据经验指出，该人造丝纱线的断裂强度可能服从对数正态分布，
为此先计算对数变换y = lg(204-x) 得到的样本值如下：1. 7 56 1. 255 I. 799 I. 322 1. 146 1. 908 I. 690 I. 6021.322 l.732 l.845 l.531 l.778 2.021 1.681 1.447 l.643 l.477 l.708 l.623 l.568 l.398 2.100 l.491 l.556
这些对数观测值在正态概率图上似乎散布在一条直线附近．再考虑采用EP检验，经编
程计算，得基于对数变换观测值的检验统计量值为 0.006，它远远小于 0.566 5 的临界
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值，这说明人造丝纱线的断裂强度服从对数正态分布

r习胚7 5 l 
1在检验了 一 个车间生产的20个轴承外座圈的内径（单位mm)后得到下面数据
15.04 15.36 14.57 14.53 15.57 14.69 15.37 14.66 14.52 15.41 
15.34 14.28 15.01 14.76 14.38 15.87 13.66 14.97 15.29 14.95 

(I)作正态概率图，并作初步判断 ，

(2)请用W检验方法检验这组数据是否来自正态分布(a = 0.05)

2. 抽查克砂平治疗砂肺患者10名 ，得到他们治疗前后的血红蛋白量之差如下
2.7 -1.2 -1.0 0 0.7 2.0 3.7 -0.6 0.8 -0.3 

(I)作正态概率图，并作初步判断 ，

(2)请用W检验方法检验治疗前后的血红蛋白量之差是否服从正态分布(a = 0.05)
3某种岩石中的一 种元素的含量在25个样本中为
0.32 0.25 0.29 0.25 0.28 0.30 0.23 0.23 0.40 0.32 0.35 0.19 0.34
0.33 0.33 0.28 0.28 0.22 0.30 0.24 0.35 0.24 0.30 0.23 0.22

有人认为该样本来自对数正恋分布总体 ，请设法用W检验方法作检验(a = 0.05).
4对第3题的数据 ， 试用EP检验方法检验这些数据是否来自正态总体（取a = 0.05). 

§ 7.6 非参数检验

统计学的基本问题是利用观测到的样本推断总体．在统计推断中，我们对研究的
总体常常要作一些假定，最常见的假定是假定总体分布为正态，这样的假定是比较强
的由于实际的总体与假定的总体往往会有差距，那么，这种做法将可能会引起推断结
果的错误这一间题促使人们去研究在总体分布假定比较弱的前提下，如何进行统计
推断非参数检验正是这样的一个领域
本节，我们介绍几个常用的非参数检验方法

7.6.1 游程检验
所有的统计推断方法常常要求数据随机取自同一个总体，有时由于种种原因，

我们可能怀疑数据不符合随机选取的原则，此时需对数据进行随机性检验．
设 X 1 , Xi ,…，xn 为依时间顺序连续得到的一组样本观测值序列．记样本中位数为

m,，把序列中小于 me 的那些 x, 换成 0，大于或等于 m, 的那些 x, 换成 1．这样我们就得
到一个由 0 和 1 两个元素组成的序列．我们把以 0为界的一连串的 1 称为 1游程，以 1

为界的一连串的 0称为 0游程，统称为游程．例如序列
0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 1 0 0 

它有 5个 0游程和 4个 1 游程．
(7.6.1) 

设序列中 0 和 1 的个数分别为 n l 和 n2，其和为样本量 n 一般来说，n 1 'n 2 都大千
0 ，设 R 表示序列的总游程数，则 R 的最小值是 2，最大值为 n ，对千 (7.6.1)式给出的序



§ 7.6 非参数检验 Ill列，R=9．若游程 总 数R的值过大（即0和1呈周期性变化的趋势），或游程总数R的值过小（即序列的前一 部分0占多数，后一 部分1占多数，或者前一 部分1占多数，后一部分0占多数），可以认为样本数据受到了某些非随机因素的干扰，它不符合随机抽取的原则因此，对于原假设H。；样本序列符合随机抽取的原则，该检验的拒绝域应具有形式!R�c 1 I U !R�c2 l，其中临界值c1 和C2 要根据H。为真时R的分布确定．下面讨论从为真时R的分布，分R为偶数与奇数 两种情况进行．由于 0游程和l游程是交替出现的，所以，当R= 2k时，必有 0游程和1游程个数都是K；当R=2k+ I时，要么0游程个数是K且l游程个数是k+l，要么1游程个数是K且0游程个数是k+I. 出现 “k个0游程 ” 意味着 nl 个0 被分成k组，这相当千将 n1 个不可分辨的球放人K个盒中且没有一个盒子是空的，依重复组合公式，共有( nk1-－ll)种可能．所以，在R=2k时，k个0游程共有 种不同方式的安排类似地，k个1游程也共有（：勹）种不同方式的安排把 O��:

)

I 游程合在 一 起有两种可能，一种是 0游程在前面而1游程在后面，另一种则反过来， 1游程在前面而0游程在后面．由此可知，出现R=2k的情况 一共有 `-ll[2 -－ lll 种可能，而总的等可能结果 一共有［勹三 l个，从而有
P(R=2k) = W· k=l, 2 ,，甘］ （7.6.2 ) 

nl l 类似地，在R=2k+ l时，要么有k个0游程和k+l个l游程，要么有k+l个0游程和K个 1 游程．对前一种 情 况，一定是以1 游程开始也 以1 游程收尾， 共 有(:1_-11)（了）种可能对后一种情况，共有( n lk-l)（ nk勹）种可能于是 有
n1 -I\ / n2 -I\ / n1 -l\ / n2-l P(R=2k+l)= (K-l) （ k )  ＋(k)(K-l) n- l , k= 1,2,…, ［了].（ 7.6.3)( n 1:

1

n2) 
nl 
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由(7.6.2)、(7.6.3)两式，当n,,n2 都不太大时，对于给定的a (0<a<l)，可以计算

出游程总数检验的临界值为方便使用，人们编制了游程总数检验的临界值表（附表

12)应用中由(7.6.2)、（7.6.3)两式计算检验的p值则更加方便

例7.6.1 对某型号的20根电缆依次进行耐压试验 ，测得数据如下：
156.0 255.5 132.0 246.7 867.9 86.4 610.4 125.7 150.4 117.6 

201.9 207.2 189.8 585.8 153. I 565.4 511.0 567.0 222.3 141.5 

这些数据能否认为受到非随机因素干扰？ （例如测量仪器工作条件改变等的影响．）

解 这些观测值的 中位数是

m, =-:-(201.9+207.2)= 204.6. 
2 

于是，将观测值小于204.6的数换成0，将大于204.6的数换成1，这样得到序列
0 1 0 1 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 0 

其 中0与1的个数都是 10，游程总数R = 13．若取a = 0.05，查附表12知，P(R�6)� 

0.025 (c, =6),P(R习6)�0.025 (c 2=l6)，故其拒绝域为W= I R�6或R�16]， 如今

6< l 3< l6，故可认为该批数据是随机选取的 （若取a =0.10，结果是相同的）．

我们也可以计算该检验的p值从而加以判断．为此，利用(7.6.2)和(7.6.3)式，可计

算出游程R的分布，具体结果如下表：

P(R = r) P(R� r) P(R=r) P(R�r) 
2 0.000 0 0.000 0 II 0.171 9 0.585 9 

3 0.000 I 0.000 I 12 0.171 9 0.757 8 

4 0.000 9 0.001 0 13 0.114 6 0.872 4 

5 0.003 5 0.004 5 14 0.076 4 0.948 8 

6 0.014 0 0.018 5 15 0.032 7 0.981 5 

7 0.032 7 0.051 2 16 0.014 0 0.995 5 

8 0.076 4 0.127 6 17 0.003 5 0.999 0 

9 0.114 6 0.242 2 18 0.000 9 0.999 9 

10 0.171 9 0.414 I 19 0.000 I 1.000 0 

检验的p值为

p = 2 min! P(R� 13),P(R� 13) I =2 min! 0.8724, 1-0. 7 5 78 l =0.4844, 

若取显著性水平a = O. I ，可认为这批数据符合随机抽取的原则．

在计算程序越来越先进的今天， 对比较大的 n 1 'n2，完全可以计算出R的分布，从

而给出检验的拒绝域 ．在实际应用中，当n1 ,n2 很大时，也可以使用渐近分布，我们不加

证明地给出如下 结论：当样本随机地取自同 一 总体，ni'n2 都趋于无穷且n 1 /n2 趋于常

数c时，有
2n 1 R-－－-
I +c L 一N(O,l ).

4cn 1 
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当 n1 , n2 都比较大时，上式中的c可用 n1 /n2 代替，从而对给定的显著性水平a， 两个 临
界值可近似取为

Cl = ［几产厂n 2
2 (1+/：』

c2 = ［几勹：三五）］＋ 1
研究表明，当n 1 ,n2 都大于20 时，上式近似效果是足够好的．

游程检验还可以用 于 检验两个总体是否 有相同分布．设 X 1 ,Xi, …,xn 是来自总体X
的样本，Y 1 ,Y2 ,…,Ym 是来自总体Y的样本， 将两组样本合并在一起，按由小到 大的顺
序排列为Z 1 ::SZ 2 ::S… :::;;z m＋矿 引入w,如下：若z,是来自总体X的观察，则w; = O，否则（即
z ， 是来自总体Y的观察） W; = l这样，我们就得到一个由0与l两个元素组成的序列

W1 , W2,"', Wm+n ' (7.6.4) 
在X与Y有相同的分布时，x 1 ,x 2 ,…，凡，Y 1 ,Y2 ,…，Ym 可以看作是从同一个总体中

抽取的样本，因而，序列(7.6.4)的总游程数R将是较大的．而在X与Y的分布不相同
时， 序列 (7.6.4)的总游程数R将是较小的例如，若总体X与Y分得很开，以至于它们
的样本观测值彼此不重叠时，R的值接近于2，这时就有把握认为“两个分布不相同” .

在一 般场合，对于 原假设H。：两个总体分布相同，混合样本的游程数越小就越倾向于 拒
绝原假设，故检验的拒绝域应具有形式{R<cl，其中c为临界值，它可以 由(7.6.2)和
(7.6.3)两式算出，当然也可以据此算出检验的p值．

7.6.2 符号检验

符号检验是 一 类重要 的非参数检验，它主要用来对总体p 分位数xP 进行检验．对
任一 连续总体 X，其p分位数xp (O<p< I) 是存在且唯 一 的，对xP 的检验可参看如下例
子进行

例7.6.2 设总体X为连续随机变量， 分布函数为F(x),x 1 ,x2 ,"·,x.是来自该总
体的样本，试检验假设“ F的中位数为0"，即检验如下假设

H。 :F(O)= 0.5 VS H, :F(O) ¥0.5. 
解作符号函数

y1 = 
｛ l, x1 > 0, n 

0, x, � 0, 
S + = 2 y,．

即S为凡，x 2 ,···,xn 中取正数的个数．直观上看，在原假设成立时，S 十 的取值不应过大
也不应过小．在凡为真时，S + 服从二项分布b(n, 0.5)，从而， 可确定常数c1 ,c2 ， 使

P(S+ <c1 ）钰／2, P(S 十
亥 2 )钰／2,

该检验的拒绝域为lo, 1,2,…,c,lulc 2 ,C 2 +l,…， n }．当然，这时使用 检验的p值进行
检验将会比较简单．

上述检验问题的统计董S + ，通常被称为符号统计量．一般场合，S ＋ 还可用来 检验总
体分布F的p分位数，具体如下：设凡，x2, … ，xn 是来自总体X的样本，欲检验

H。 :xP �x。 vs H 1 ;xP >x0 , 
其中F(xP )=p,x。是某个给定常数

(7.6.5) 
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与上面例子 一 样，记
y, ＝ ｛;： x，年，

记0=P(y; =1)= P(x;-x。>0)，则Y,,Y2 ,"·,y” 可以看作是来自二点分布b(I, 0)的样
本，从而S+ ＝ Iy,～b(n,0)，在H。为真时，有

' = 1 

0 =P(y; = 1)= P(x;-x。 >O)�P(x;-xp >O)= 1 -P(x，飞�O)=1-F(xp )= 1-p. 
反之，若0� 1-p，则0=P(x;-x。>0)�P(x;-xp >O)= 1-p，从而环�x。，亦即H。为真．所
以，检验问题(7.6.5)等价于检验问题

x.>x , o, 

H。 :0�1-p VS H I : 0> 1 -p. (7.6.6) 
检验问题(7.6.6)是二项分布参数的检验问题，由7.3节，该检验问题的统计量是S三
2y,，拒绝域形式为

W= IS十 五，C = i�f{ k: 言（:)凡(l - p。广'::;; Cl'}' 
不难看出，S + ＝ 2y ， 就是差值

' = I 

x.-x1 0, x -x 2 0, xn -X。
中取正号的个数．

上述统计量S+ ＝ 2y，亦称符号统计量．利用符号统计量所做的检验称作符号
检验

当然，对符号检验，使用检验的p值较为简便．记骂为符号统计豐的观测值，则检
验问题(7.6.5)的检验的p值为

n 

p=P(s·�s。+) ＝Lb(i;n,l - p), '＝ S6 
其中b(i;n, 1 -p) ＝『） （1-p)了表示二项分布的概率函数．

类似地，关于分位数其他类型假设检验间题的解详见表7.6.l，方便起见，我们用检
验的p值形式列出．

表7.6.1 三种假设下的符号检验

H。 H 拒绝域形式

X_ �X p 0 

X �X p 0 

X =x 
p 0 

X >xI, o 

x1, "'FX。

w, = 1s· 亥｝

X <x 
I, o 贮＝ ｛ s· �cl

W1 =!S'�c,或 s· ;;i:c2 l 

检验的p值

I b(i;n,1-p) 
,, s0 
＄

令。
Ib(i;n,I -p) ，二。

s:0 " 
2min{ �b(i;n,I -p) ，言b(i;n,I -p) }

例7.6.3 以往的资料表明，某种圆钢的90％的产品的硬度（单位：kg/mm2 )不小
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千103为了检验这个结论是否仍旧属实，现在随机挑选 20 根圆钢进行硬度试验，测得
其硬度分别是

142 134 119 98 131 102 154 122 93 137 

86 119 l 6 l 144 158 165 8 l 117 128 113 

试检验 H。心。 10 ;;:: 103 VS 凡： X。 10<103 (a = 0.05). 

解 作差值 x, －lO3，得
39 31 16 -5 28 -1 51 19 -l O 34
-17 16 58 41 55 62 -22 14 25 10

其中正值个数 S;=15，检验的 p 值为
� 120 

p=P(S.�15)= tc/.n O.l'0.9 20-· = 0.043 < 0.05.

故拒绝H。，不能认为该种圆钢的10％分位数 Xo.10不小千103 kg/mm2 

符号检验除了用于分位数的假设检验问题之外，还可用于成对数据的比较．
例 7.6.4 工厂有两个化验室，每天同时从工厂的冷却水中取样，测量水中的含氯

量（单位：10-6)一次，记录如下：

X,（化验室A)

1.03 

2 1.85 

3 0.74 

4 1.82 

5 1.14 

6 1.65 

7 1.92 

8 1.01 

9 1.12 

10 0.9 

11 1.4 

y,（化验室B) 差X,－y,

4

l

3

7

2

 

2

7
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8
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8
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l

l
 

3

4

6

1

6
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2
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2

O

O

l

O

O

O

O

l

l

O

l
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．
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o
o
o
o
o
o
o
o
o
o

 

-
－
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－
－
－
－
－
－

 
问两个化验室测定的结果之间有无显著性差异？

分别记化验室A和B的测量误差为§和n ．并假设§和n 为连续随机变量，相应的
分布函数分别为F和G．本问题需要检验

H。:F（元）＝ G(X) VS H, :F(X) ¥- G（兀）．

显然，含氯量的测定值除了与化验室的不同有关外，还与当天的含氯量的多少有
关，所以，我们可以认为 x，与 y，具有下列结构

XI节，＋§,， y,节，＋T/;, i=l,2, …， 11, 

其中未知参数µ，为第L天水中的含氯量，§,与n ， 为第t天的测量误差，§ 1 ,§2 , …，仓相
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互独立，共同分布为 F,1/1 ,1/2 ,...,1/11 相互独立，共同分布 为G.
不同日的两个数据x，与x) 以及y ， 与y) 不 一 定是同分布的，它们之间的差异不仅

与测 量误差 有关，而且和 µ，与µ) 的差异有关，因此 ，它们之间缺乏可比性，很自然地，
我们希望把µ，的影响去掉．由于x，与y,是对应的，所以 ，我们考虑差

z, ＝x, -y，吁，－1/,, i=l , 2,00•,ll. 
显然，在H。 :F(x)= G(x) 为真时，Z的分布 关于原点对称．此时 可使用符号检验

法 ，以 s·表示Z1 ,Z2 ,… ,Z 11 中 正数的个数，此处 s� = 2，故检验的p值为
2 l l 

p = 2 min IP(s·红），P(S'江） l =2 t( 1/) 0. 5 11 = 0.065 4.

若显著性水平为a = 0.05，则不能拒绝原假设．
7.6.3 秩和检验

类似于例7.6.1的中位数 检验 以及 例7.6.4的成对数据比较都可以采用符号检验．
但有人指出符号检验的一个 不足：它只利用了 观测值与中心位置之差的正负号，而没
有考虑到这些差的绝对值大小事实上，这些差的绝对值 大小度量了观测值距离中心
的远近，如果把两者结合起来，自然 可 以期望检 验效果更好， 对 此， 威 尔 科 克 森
(Wilcoxon) 在1945年建立了符号秩和 检验，下面我们简单介绍有关秩检验内容

秩检验方法是建立在秩及秩统计量基础上的非参数方法，下面我们先介绍秩的
概念

定义 7.6.1 设X 1 ,X2 ,"',Xn 是来自连续分布F (X)的简单随机样本，X(I) ::,;
x(2) < … :;;; x(n)是其观测值的有序样本，则观测值x， 在有序样本 中的序号r称为x，的
秩，记为R, ＝ r

注：由于F(X)是连续函数，因此，R,不能唯 一 确定的概率为 0.
例7.6.5 设n = 6， 观测值（单位：cm)x1 ,x2 , …，x6 分别 为

196 224 171 241 162 193 
则XI ,X2 ' …，x6 的秩RI ,R2 ,…，凡分别是 4, 5 ,  2, 6, 1, 3. 

定义7.6.2 设X1 ,x2 , ...,x.是来自连续总体的样本，R,是x，的秩， 则 R = (RI ' 
R2 ,…，凡）称为(X I ,X2 , …，xn )的秩统计昌．由R导出的统计量，也称为秩统计量 ．基千
秩统计量的检验方法称为秩检验．

秩统计量最早由威尔科克森在1945年建立， 其背景如下：设有一 个 连续总体（可
以是单 一的总体，也 可以是成对数据的差） 关于某个参数0对称，其 总体 分布 函数记为
F(x-0)，这里0就是总体的中位数，要 检验的假设为

H。 :0 = 0 vs HI :0#0. (7.6.7) 
设X 1 ,x2 ,…，xn 是来自该总体的样本，前面已经指出，对此 检验问题是可以采用符

号检验的，只需要统计X 1 ,x2 ,00·,x.中大于0的个数即可．但威尔科克森建议采用如下
符号秩和统计量．

定义7.6.3 设X1 ,X2 ,'",Xn 是样本，记R， 为1x, I在(IXI I, I X2 I,… , |Xn I) 中的
秩，记

I(x, ＞0) ＝ { l
, x, ＞0 ,

0, x,:;;;O. 
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则称

w·= I RJ(x, > O)

为符号秩和统计量．用这个统计量所作的检验称为符号秩和检验．
与符号检验类似，对(7.6. 7)表示的双侧检验问题，检验拒绝域为

{ W
+ 

<W;/2(n) lu { W+ > W:-a/2(n) ｝． 
附表 13 给出了 n�50 时满足条件 p(w· � w: (n)) � Q' 的 w:(n) ，至于满足条件

p (w· � w; -. (n)) � Q' 的 w;_.(n)，它等于—n(n + I) -w: (n). 2 
例 7.6.6 （例 7.6.4 续） 对例 7.6.4 的资料，利用符号秩和检验法，检验假设

H。 :F(x)= G(x) VS 凡： F(x) ¥-G(x). 

解 将数据列表如下

元 ，（化验室A) y,（化验室B) 差z，气 ， －y， 绝对值

1.03 0.03 0.03 

2 1.85 I. 89 -0.04 0.04 

3 0.74 0.9 -0. 16 0. 16

4 I. 82 1.81 0.01 0.01 

5 1.14 1.2 -0.06 0.06 

6 1.65 1.7 -0.05 0.05 

7 1.92 I. 94 -0.02 0.02 

8 I.OJ I.II -0.1 0.1 

9 1.12 1.23 -0.11 0.11 

10 0.9 0.97 -0.07 0.07 

11 1.4 1.52 -0.12 0.12 

秩
3

4

。

6

5

2

8

9

7

于是旷＝ L RJ(z, > 0) = 3 + I = 4. 若取 Cl = 0.05，查附表 13，得 P(W•� IO) � 0.025,

— x 11 x (11 + 1) - 10 = 56 ，所以，拒绝域为 IW飞 IOI u I 『� 56! ， 此处观测值为
2 

旷＝ 4，因此，拒绝原假设这与符号检验结论不一致事实上，此处即使取显著性水平为
0.01，查附表 13，得 P(w•� 5) �0.005，仍然拒绝原假设．

本例中符号秩和检验与符号检验结论不同，其原因在于符号检验只使用了样本观
测值的正负号信息，在这 11 个观测值中，虽然正的个数很少，只有 2 个，但还没有少到
我们能够据之作出拒绝原假设的程度．而符号秩和检验不仅注意到 11 个观测值中正的
个数很少，而且还关注如下事实： 2 个正的其绝对值也很小，在 11 个观测值的绝对值中
排在第1和第3小的位置，由此，符号秩和检验就可以作出拒绝原假设的结论．通常认
为，符号秩和检验比符号检验在此类场合更加有效

关于符号秩和检验有以下几点说明：

367
 



368 

Ill 第七章 假设检验

(I) 当总体分布为连续型时，样本 X I ,X2 ,…,xn 中以概率 1 不会有相同的，但在处
理实际数据时，仍会碰到有相同的情况，比如 11,12,12,15四个观测值，习惯上称相同
的几个变量值为一个 “结” ，这里 ” 12 ” 就是一个结，结外的秩是唯一的，结内的秩通常
取这些相继秩数的算术平均值作为各个变量的秩．这样规定后，11,12,12,15四个观测
值的秩就确定了，它们依次是 1,2.5,2.5,4.

(2)我们这里以双侧检验为例给出了秩和检验，对两 对单侧检验问题，处理是完
全类似的，只是拒绝域为单侧而已

(3) 可以证明在凡成立时，有

E(w+) = 
n (n + l) .. , -·" n (n + I) (2n + I)Var(W+ ) = 4 

因此，当 n>50时可采用正态近似
w+ -n(n+l)

4 

n(n+l)(2n+l) 
. 24 

24 

L 一N(0,I)计算检验临界值．

秩和检验是最常用的非参数检验方法，它的另一重要情形是：可用来对两个总体
的位置进行比较．如比较两种工艺有无差别，比较某种方法有无效果等．一般提法如下：
设有两个总体，其分布类型 假定是一 致的，但分布的中心位置可能不同．设一个总体的
分布函数为F(x-8 1 ),x 1 ,x2,…,xm 为来自该总体的样本，另一个总体的分布函数为

F(x－们，Y,,Y 2,…，yn 为其样本，人们经常需要比较 0 1 ,02 的大小，如检验如下假设：
I H。 :0, :!:::02 vs H, :0,＞仇
II H。 :0, �02 VS H, :0,＜伤

(7.6. 8) 
(7.6. 9) 

皿 H。:0 l = 02 vs H 1 :0 l ＃仇． （7.6.10)
正如前面多次提及，对上述三个检验问题，检验统计量是相同的，只是拒绝域不

同对此类检验问题，威尔科克森建立 如下的秩和检验：将X 1 ,X2,…,xm,Y 1 ,Y 2,…，yn 共
m+n个观测值一起排序，产生对应的秩

R=(Q 1 ,Q 2,•••,Qm,R J ,R 2,•••,RJ, 
检验统计量定义为

n 

W= IR,, 
i = I 

此即Y 1 ,Y 2,…，yn 在混合样本中的秩的和，通常称为威尔科克森秩和统计量
对(7.6.8)表示的检验问题I，直观上看，当备择假设凡为真时，W的值应偏小，

所以，拒绝域为
叨＝ ｛w�叭(m,n) l,

临界值咒可查附表14得到．类似地，检验问题II,m的拒绝域分别为
WIl = { w>W)一”(m,n) l, 

W11 = I W � W 012 (m, n)或W� W 1 _012 (m, n) l.
例7.6.7 对某种羊绒可利用先进的工艺处理其含脂率，为比较处理效果，特收集

了 6组处理前的羊绒和 5组处理后的羊绒，测得其含脂率数据如下：
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处理前 0.20 

处理后 0. 13 

0.24 

0.07 

0.66 

0.21 

试问处理后的含脂率是否明显下降了？ （ a = 0.05) 

0.42 0.12 0.25 

0.08 0. 19

解 可以合理假定羊绒的含脂率在处理前后分布类型是一 致的，设处理前后的含
脂率分布的中心位置分别为仇，02，则要检验的假设为

H。 :0 1 �02 vs H 1 :0 1 >82 

为完成检验，将两组样本混合后，从大到小排序，求出相应的秩如下表：

混合样本 秩 处理后V

0.07 v 
0.08 2 y' 

0.12 3 

0.13 4 V' 

0.19 5 v/ 
0.20 6 

0.21 7 v' 
0.24 8 

0.25 9 

0.42 10 

0.66 11 

W= 1+2+4+5+7= 19 

此处 m = 6,n = 5，若取 a = 0.05，查附表 14 知 W005(6,5) = 20，从而拒绝域为{ w< 
2Ol此处检验统计昼值为19，所以应拒绝原假设，即认为处理后的含脂率下降了．

关于秩和检验有如下几点说明：
(l)与符号秩和检验的第1点说明一样，若数据中有结，则取平均秩．
(2)若记昭和昭分别为两组样本（凡，x2 ,…，xm)和(r 1 ,Y2 ,···,r.)在混合样本中

的秩和，则
(m+n)(m+n+l) 

昭＋昭＝ 1+2+ …＋ （m+n)=

2 
是一个常数因此，在使用秩和检验法时，用叨与用队作为检验的统计横是等价的．
为编表方便，不失一般性，假定 m�n．此假定的含义是指使用观测值个数少的那组观测
值对应的秩和作为检验统计量，在例 7.6.7 中，处理前的观测值是 6 个，处理后的观测
值是5个，故采用处理后的羊绒含脂率对应的秩和作为检验统计量．反之，如果处理前
的观测值是 5 个而处理后的观测值是 6 个的话，就应采用处理前的羊绒含脂率对应的
秩和作为检验统计储．
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1 
(3) 可以证明 W的分布关于—n(m+n+l)是对称的，因此附表 14 仅给出了满足2 

条件P[W:s:;咒(m,n)):s::a的临界值见(m,n)，如果需要满足条件 Pl W�W1 _Jm,n) l 
�Q'.的临界值W1 _Jm,n)，它等于n(m+n+l)-Wa(m,n).

(4) 还可以证明

n(m+n+l) .. ,_" mn(m+n+l) 
E(W)=�. Var(W)= 

2 1 2 .

因此，在样本容量较大时，可以用大样本近似公式

n(m+n+l) w- 2 
W'=-..:.N(O,l). 

研究表明，在m,n 都大于等千 20时，这个近似效果已经很好．

厂习贮76 7 
说明除非特别指出，以下检验的显著性水平均取为a = 0.05. 
I.在某保险种类中， 一 次关于2008年的索赔数额（单位元）的随机抽样为（按升序排列）

4 632 4 728 5 052 5 064 5 484 6 972 7 596 9 480 

14 760 15 012 18 720 21 240 22 836 52 788 67 200 

已知2007年的索赔数额的中位数为5063元．2008年索赔的中位数比前 一年是否有所变化？请用双
侧符号检验方法检验，求检验的p值，并写出结论．

2. 1984年一 些国家每平方千米可开发水资淉数据（单位万度／年）如下表所示

国家 每平方千米可开发水资源 国家 每平方千米可开发水资源

苏联 4.9 印度 8.5 

巴西 4.1 哥伦比亚 26.3 

美国 7.5 日本 34.9 

加拿大 5.4 阿根廷 6.9 

扎伊尔 28. I 印度尼西亚 7.9 

墨西哥 4.9 瑞士 78.0 

瑞典 22.3 罗马尼亚 10.1 

意大利 16.8 西德 8.8 

奥地利 58.6 英国 1.7 

南斯拉夫 24.8 法国 11.5 

挪威 37.4 西班牙 13.4 

而当年中国的该项指标为20万度／年，请用符号检验方法检验这22个国家每平方千米可开发的水
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资涌的中位数不高于中国求检验的p值，并写出结论．
3下面是亚洲十个国家1996年的每I 000个新生儿中的死亡数（按从小到大的次序排列）

日本以色列韩国 斯里兰卡 中国叙利亚伊朗 印度 孟加拉国 巴基斯坦

4
 

6 9 15 23 3 I 36 65 77 88 

以M表示1996年亚洲国家中I 000个新生儿中的死亡数的中位数 ， 试检验H。 M � 34 VS H, : M < 

34．求检验的p值，并写出结论

4某烟厂称其生产的每支香烟的尼古丁含量在12mg以下实验室测定的该烟厂的12支香烟的

尼古丁含量（单位mg)分别为

16.7 17.7 14.1 11.4 13.4 10.5 

13.6 11.6 12.0 12.6 11.7 13.7 

该烟厂所说的尼古丁含量是否比实际要少？求检验的p值，并写出结论

s. 9名学生到英语培训班学习 ， 培训前后各进行了 一 次水平测验，成绩为

学生编号1 I I 2 3 4 5 6 7 8 9 

入学前成绩x, 76 71 70 57 49 69 65 26 59 

入学后成绩y, 81 85 70 52 52 63 83 33 62 

Z, = x, －y, -5 -14 。 5 -3 6 -18 -7 -3

(I)假设测验成绩服从正态 分布，问学生的培训效果是否显著？

(2)不假定总体分布，采用符号检验方法检验学生的培训效果是否显著 ，

(3)采用符号秩和检验方法检验学生的培训效果是否显著三种检验方法结论相同吗？

6为了比较用来做鞋子后踉的两种材料的质豐 ， 选取了15个男子（他们的生活条件各不相同） ，

每人穿着 一 双新鞋 ，其中 一 只是以材料A做后跟 ， 另 一 只以材料B做后跟 ，其厚度均为10mm，过了
一个月再测量 厚度，得到数据如下

序号

材料A

材料B

2 3 4 5 6 7 8 9 IO 11 12 13 14 15 

6.6 7.0 8.3 8.2 5.2 9.3 7.9 8.5 7.8 7.5 6.1 8.9 6.1 9.4 9.1 

7.4 5.4 8.8 8.0 6.8 9.1 6.3 7.5 7.0 6.5 4.4 7.7 4.2 9.4 9.1 

问是否可以认定以材料A制成的后跟比材料B的耐穿？

(I)设d， 气，－y,(i=I,2, ···, 15) 来自正态总体 ，结论是什么？

(2)采用符号秩和检验方法检验 ，结论是什么？
7.某饮料商用两种不同配方推出了两种新的饮料，现抽取了10位消费者 ， 让他们 分别品尝两种

饮料并加以评分，从不喜欢到喜欢，评分为1~10 ，评分结果如下

品尝者 2
 

3 4
 

5
 

6 7 8
 

9 10 

A饮料

B饮料

10 

6 

8

5

6

2

 

8

2

7

4

 

5

6 4
 

3

5

9

9

7

8

 
问 两种 饮料评分是否有显著差异？

(I)采用符号检验方法作检验 ，

(2)采用符号秩和检验方法作检验
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8. 测试在有精神压力和没有精神压力时血压的差别，JO个志愿者进行了相应的试验．结果为（单
位：mmHg)

无精神压力

有精神压力

4

6

 

l

l

 

l

l

 

I

I

1

3

I

I

l

l

2

2

 

l
 

8

2

1

3

 

l

l

6

5

 

l

2l

9

3

l

l

 

l

2

3

 

2

2

 

l

l

 

8

9

 

0

1I

7

7

0

2

l

l

 

108 

124 

该数据是否表明有精神压力下的血压有所增加？

｀本章小结
，，， 
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第八章

方差分析与回归分析 1
§ 8.1 方差分析

8.1.1 问题的提出
前面几章我们讨论的都是一个总体或两个总体的统计分析 问题，在实际工作中我

们还会经常碰到多个总体均值的 比较问题，处理这类问题通常采用所谓的方差分析方
法本节将叙述这个方法，先看一个例子

例 8.1.1 在饲料养鸡增肥的研究中，某研究所提出三种饲料配方：A l 是以鱼粉为
主的饲料，A2 是以槐米粉为主的饲料，A l 是以首蓿粉为主的饲料．为比较三种饲料的效

果，特选24只相似的雏鸡随机均分为三组，每组各喂一种饲料，60天后观察它们的质
量试验结果如表 8.1.l所示：

表8.1.1 鸡饲料试验数据

饲料A 鸡的质量

A I I 073 I 009 I 060 I 001 I 002 I 012 

A l I 107 I 092 990 I 109 I 090 I 074 

A 3 I 093 I 029 I 080 I 021 I 022 I 032 

单位：g

8

1

8

2

0

4

o

o

o

 

l

l

l

 

9

2

9

0

2

2

O

l

O

 

咖

本例中，我们要比较的是三种饲料对鸡的增肥作用是否相同．为此，把饲料称为因
子，记为A， 三种不同的配方称为因子 A 的 三个水平，记为A l ,Ai ,A 3，使用配方 A，下第j
只鸡 60天后的质量用yI/表示，i = 1, 2, 3,j = 1, 2,…，8．我们的目的是比较三种饲料配方
下鸡的平均质量是否相等，为此，需要做一 些基本假定，把所研究的 问题归结为一个统
计 问题，然后用方差分析的方法进行分析．若相等，可任选 一种饲料，特别可选廉价饲
料；若不等，应选增肥效果好的饲料．

8.1.2 单因子方差分析的统计模型

在例 8. 1. 1 中我们只考察了 一个 因子，称其为单因子试验．通常，在单因子试验中，
记 因子为A，设其有r个水平，记为A 1 ,A2,…，A,，在每一水平下考察的指标可以看成 一
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个总体，现有r个水平，故有r个总体，假定：
(I)每 一总体均为正态总体，记为N(µ,，矿），i=I,2, ···,r. 

(2)各总体的方差相同，记为(T�=(T；＝…= (T: =(T2 . 
(3)从每 一总体中抽取的样本是相互独立的，即所有的试验结果y,I都相互独立．
这三个假定都可以用统计方法进行验证．譬如，利用正态性检验(§ 7. 5节）验证

(1)成立，利用后面§8.3的方差齐性检验验证(2)成立，而试验结果y,1的独立性可由
随机化实现，这里的随机化是指所有试验按随机次序进行．

我们要做的工作是比较各水平下的均值是否相同，即要对如下的 一 个假设进行
检验：

Ho:Jl, 1 = µ,2 =…= µ,,' (8. I. I)
其备择假设为

H 1 :µ, 1,/J,z,…，µ,，不全相等，
在不会引起误解的情况下，凡通常可省略不写．

如果凡成立，因子A的r个水平均值相同，称因子A的r个水平间没有显著差异，
简称因子A不显著；反之，当从不成立时，因子A的r个水平均值不全相同，这时称因
子A的不同水平间有显著差异，简称因子A显著．

为对假设(8.I. I)进行检验，需要从每 一水平下的总体抽取样本，设从第t个水平
下的总体获得m个试验结果（ 简单起见，这里先假设各水平下试验的重复数相同， 后面
会看到，重复数不同时的处理方法与此基本一 致，略有差异），用y,)表示第t个总体的
第丿次重复试验结果，共得如下rXm个试验结果：

Y,i• i=I,2,···,r, j=I,2,···, m,
其中r为水平数，m为重复数，t为水平编号，］为重复序号．

水平Ai 下的试验结果y,）与该水平下的指标均值µ， 总是有差距的，记8,I
＝ y,I 飞，，8,1

称为随机误差于是有
y,1 = µ, ＋ c,I . （8. 1. 2)

(8. I. 2)式称为试验结果 Yi1的数据结构式．把三个假定用于数据结构式就可以写出
单因子方差分析的统计模型：『,I ＝ µ, +c,I＇ l = 1, 2, · · ·, r, j = 1, 2, · · ·, m,

（8. I. 3)
诸c，）相互独立，且都服从 N(O，矿）．

为了能更好地描述数据，常在方差分析中引人总均值与水平效应的概念．诸µ， 的
平均（所有试验结果的均值的平均）

l l' 
µ ＝了伲＋µ2 +…+ µ,） ＝了灼

a, = µ, -µ, i = 1,2,…,r

(8.1.4)

称为总均值，也称一 般平均．第L个水平下的均值µ，与总均值µ的差
(8.1.5)

称为因子A的第L个水平的主效应，简称为A， 的水平效应．
容易看出

，
 
。＿＿

 
.'

 
a

,
2i (8.1.6)
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µ, = µ +a,， (8.l.7) 
这表明第 L 个总体的均值是由总均值与该水平的效应叠加而成的，从而模型 (8. I. 3) 可
以改写为

y,, ＝µ +a, ＋ c,I' 

I a, = o,
i = I 

诸c,1相互独立，且都服从N(O，矿）．
假设 (8. l. l) 可改写为

i = I, 2, · · ·, r,j = I, 2, · · ·, m, 

(8.l.8) 

H。 :a 1
= a2 =…＝a, = 0, (8.1.9) 

其备择假设为
H 1 :a 1 ,a2 , …，a, 不全为 0.

8.1.3 平方和分解

对两个正态总体均值间有无差异可用t检验，但对三个及以上正态总体均值间有
无差异再用t检验就行不通了．费希尔等人另辟思路，改用数据的平方和及其分解导
出F分布来进行显著性检验．下面我们介绍这个思想．

一、试验数据
通常在单因子方差分析中可将试验数据列成如下表格形式．

表8.1.2 单因子方差分析试验数据
因子水平

A l 

Al 

： 
A, 

试验数据
Y11 

Y2 , 

2

2

l

2

y
y

 

Y,m 

y2m 

y,I Y,2 Y,m 

和一
九
兀
：．
T，一
T

均值
Y, 

y2 . 

： 
勹

表 8.1.2 中的最后两列的和与均值的含义如下：
'.'.'., - T, 

Ti = Ir,I ＇ i, ＝ -, 
丿＝ i · m 

T= I 兀
i = I 

i = l,2,···,r, 

_ T T 
y =—=—, 

r • m n 
n = r• m = 总试验次数

二、组内偏差与组间偏差

数据间是有差异的数据y'J与总均值y间的偏差可用y,I 分表示，它可分解为两个

偏差之和
Y;i - Y = (Yii - h) + (Y;. - Y) · (8.1.10) 

记

_ l m 

8, ＝ －2eI/ ＇ 
m ) ＝ l

U4
 

6

m
2
尸

r
TJi
 

l_
n

 

＿＿
 

．，
 

-
c

r
Y
」
i

l一
r

＿＿
 

-
8

3 7 5 
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由于
y,I － y, = （µ, + c,I） － （Jl,; + 6 i·) = 6,l -6;.' (8. 1. I I) 

所以Yi1 分，仅反映组内数据与组内均值的随机误差，称为组内偏差而
Y;. -y = ( µ,, + &;.) - (µ, + e) = a; + &;. - e, (8.1.12) 

;，分除了反映随机误差外，还反映了第L个水平效应，称为组间偏差 ．

三、偏差平方和及其自由度

在统计学中， 把k个数据y i ,y2 , … ,Yk 分别对其均值y=(y 1 +Y2 +…＋yk )lk的偏差
平方和

Q = (Y I - y) 2 + (Y 2一” 2 +… ＋ （y k - y) 2 = i (y'- y) 2
称为k个数据的偏差平方和，有时简称平方和 ．偏差平方和常 用来度量若干个数据分散
的程度 ，它是用来度量若干个数据间差异（即波动）的大小的一个重要的统计量．

在构成偏差平方和Q的K个偏差Y1 分，y2 分，···,yk 分 间有一 个恒等式

� (y; - y) = 0, 

这说明在Q中独立的偏差只有K-1个．在统计学中把平方和中独立偏差个数称为该平
方和的自由度， 常记为f，如Q的自由度为f。 =k-1．自由度是偏差平方和的一个重要
参数

四、总平方和分解公式
各 y')间总的差异大小可用总 偏差平方和Sr表示

5r = LL(Y,） － “
2

' 儿 ＝ n - I, (8. l. 13) 
i = I j = I 

仅由随机误差引起的数据间的差异可以用组内偏差平方和表示，也称为误差 偏差平方
和，记为S,，即

S, = L L (Yu - r,.) 2 , /, = r(m - 1) = n - r. 
i = I j = I 

(8.1.14) 

由千组间差异除了随机误差外，还反映了效应间的差异，故效应不同引起的数据差异
可用组间偏差平方和表示，也称为因子A的偏差平方和，记为SA ，即

， 
SA = m I (Y,. - y) 2,儿＝r - I. 

，二1
(8.1.15) 

定理 8.1.1 在上述符号下， 总平方和ST 可以分解为因子平方和SA 与误差平方和
s, 之和，其自由度也有相应分解公式，具体为

ST = SA + s,' 儿＝儿＋ Je , 
(8.1.16)式通常称为总平方和分解式 ．

证明 注意到

2 1: （y) － y) （ y - i) ＝言[ (y;, - y) t 仇 － Y,.)]=O,

(8.1.16) 



故有

§ 8.1 

Sr= t t (y,J －“2 = t t [ (Y,j - Y,) + (i,. - y) ] 2

= S, + SA + 2 t t (Y,j - Y;.)（了，－了） ＝S, +SA ' 
诸自由度间的等式是显然的．
8.1.4 检验方法

方差分析 Ill

偏差平方和Q的大小与数据个数（或自由度）有关，一般说来， 数据越多，其偏差
平方和越大为了便于在诸偏差平方和间进行比较，统计上引入了均方的概念，它定
义为

Q MS=—,f。
其意为平均每个自由度上有多少平方和

如今要对因子平方和SA 与误差平方和Se进行比较，用其均方
SA S, MSA =—, MSe = － －  
儿 J,

进行比较更为合理，因为均方排除了自由度不同所产生的干扰．故用
MSA SA /f4 F=—= MS S /f 

作为检验凡的统计量，为给出 检验拒绝域，我们需要如下定理：
定理8.1.2 在单因子方差分析模型(8.1.8)及前述符号下，有
(1) S,／矿才(n-r)，从而E(S,)= (n-r)矿；

(8.1.17) 

(2)E(SJ=(r- 1)矿＋mt矿，进一步，若凡成立，则有SA／矿丁（r-1) ;
(3) SA 与Se 独立．

m 

证明 由(8.1.11)式和(8.1.14)式， S, = L L (e ，, 一i,.)2，在单因子方差分析模型
i = I j二1

(8. 1.8)下，我们知道，诸8 '， (i = 1,2,…,r,j = 1,2,…，m)独立同分布于N(O，矿），由定理
1 m 5.4.1知，一； 2 （c”一五）飞＝1,2,…，r)相互独立，其共同分布为X2 (m-1)，由X2 分布

(T j= I 

s 的可加性，有气～X2 (n -r)，这给出E(S,／矿）＝n-r ＝儿(1)得证．
0' 

类似地，由(8.1.12)式和(8.1.15)式，有
SA = mI(a, + ej －厅．

i = I 

m 

由定理5.4. l知，对每个i，平方和 2 (cu －及尸与均值；｀独立，从而示，示，…．i,
j = I 

与S，独立，而SA 只是81 ，石，…,i,的函数，由此(3)得证．
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在模型 (8.1. 8) 下，S4 的期望是
E(SA)= mt矿＋E[ mt丘－"i)2 ],

由于诸误差均值8 1 .,82 ,…玉， 独立同分布千N(O，矿／m），从而由诸误差均值组成的
偏差平方和除以矿／m 服从X

2 分布，即
l r 

勹 2 m(S，－厅～欢r - I), 
(T i = I 

于是
E [ t m(e, －言］＝ （r - 1)矿．

在从成立下，SA ／矿～X 2 (r - I),这就完成了(2)的证明
由定理 8.1.2 知，若凡成立，则(8.1.17) 定义的检验统计量 F 服从自由度为儿和

fe 的F分布，考虑到统计童F的值愈大愈倾向于拒绝原假设，故该检验的拒绝域为
w =IF� Fl-"（儿，f，))．

通常将上述计算过程列成一张表格，称为方差分析表，见表 8.1.3.

来源

因子

误差

总和

平方和

SA 

s . 
ST 

对给定的a，可作如下判断：

表 8.1.3 单因子方差分析表

自由度 均方
儿：：,-1 MSA =SAi/A 

f e =n-r MS,=S,lf, 
fr= n-1

·如果F;::Fl _.(JA ,f,)，则认为因子A显著．
·若F<F1 -.UA ,/,)，则说明因子A不显著．

F比
F=MS/MS, 

(8.1.18) 

p值
p 

该检验的p值也可利用统计软件求出，若以Y记服从F(JA ,Ie)的随机变量，则检验的p
值为p=P(Y;::F) 利用 p 值进行判断与第七章相同

经过简单推导，可以给出常用的各偏差平方和的计算公式如下：
' m  

ST = 2 1 式 ，T2 
'＝ 1) ＝ 1 n 
l r T2 SA = -2Tf -—,m,= I n

S, = Sr - SA. 
一般可将计算过程列表进行，见下例．

(8. l. 19) 

例 8.1.2 采用例 8.1. l 的数据，由偏差平方和的公式可以看出，对数据作一个线
性变换是不影响方差分析的结果的，本例中，我们将原始数据同时减去l 000，并用列
表（如表 8.1.4) 的办法给出计算过程：
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表 8.1.4 鸡饲料试验数据及计算表
m 

水平 数 据（原始数据－ I 000) T T! 2y,l/ J = \ 
A I 73 9 60 2 12 9 28 194 37 636 10 024 
A 2 107 92 - l O 109 90 74 122 585 342 225 60 355 
A J 93 29 80 21 22 32 29 48 354 125 316 20 984 
和 I 133 505 177 91 363 

利用 (8.1. 19) ，可算得各偏差平方和为：
1 1332 ST

= 91 363 - -----;::-;- = 37 875.96 24 
SA = 505 177 1 1332 

8 24 = 9 660.08 
fr = 24 - l = 23, 
儿＝3 - 1 =2, 

S, = S7 - SA
= 37 875.96 - 9 660.08 = 28 215.88, J, = 3(8 - I) = 21. 

把上述诸平方和及其自由度填入方差分析表，并继续计算得到各均方以及 F 比， p 值，
见表 8.1.5.

表 8.1.5 鸡饲料试验的方差分析表

来 源 平方和 自由度 均方 F比 p值
因子A 9 660.08 2 4 830.04 3.59 0.045 6 
误差e 28 215.88 21 I 343.61 
总和T 37 875. 96 23 

若取a = 0.05，则 F。95(2,21) = 3.47,由于 F= 3.59>3.47，故认为因子 A （饲料）是显著
的，即三种饲料对鸡的增肥作用有明显的差别

本例中 p 值为 0.045 6，由于 p 值小千 a，故拒绝原假设．

8.1.5 参数估计

在检验结果为显著时，我们可进 一 步求出总均值µ、各水平效应 a，和误差方差矿

的估计．

一、点估计
由模型(8.1.8) 知诸 y,）相互独立，且 y“~N(µ +a, ，矿），因此，可使用最大似然方法

求出总均值µ、各水平效应 a，和误差方差矿的估计．
首先，写出似然函数

L(µ,a,,a,,…， a,，矿）＝门）门｛卢exp{ － （ y,) － µ 

矿
－ a，）2

} }, 
其对数似然函数为

, m 
2 n l l(µ,a 1 ,a2,…， a,,u2 ) = - -;;-In(2矿） － －2 2 (y,} －µ - a 2 2 26 , ＝ 1) ＝ 1 

2 ,）， 
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求偏导，得似然方程为
al l' m
—=勹 2 2 (y,l －µ - a,) ＝ 0
aµ 6, ＝ 1 1= 1 

al l m—- ＝勹 2 (y,I -µ -a,) ＝ 0aai (T i= 1 
i = 1,2, ···, r, 

Ol n l ' m
—=- －—+— - － o矿 2矿 2矿 2 2 (yI/ µ a,）2 = 0. 

i = I j = I 

考虑到约束条件(8. 1. 6)，可求出前述各参数的最大似然估计为

，-y＿＿
 

^
µ

A - -

a, ＝ y,．－ y, i=l,2,···,r, (8.1. 20) 
l r m s 

孔＝－ 2 2 (y'， -i,.) 2 =二.
n :-;-1 j7i n 

由最大似然估计的不变性，各水平均值µ，的最大似然估计为
＾ － 

µ, ＝ y, ． ， (8.1.21) 

由于扩不是 矿的无偏估计，实用中通常采用如下误差方差的无偏估计

扩＝MS_.e (8.1.22) 

二、 置信区间
以下讨论各水平均值µi 的置信区间由定理8.1.2知，r,

欢f,)，且两者独立，故

丘(i, －µ,) 
~t(f,), ｀ 

由此给出A的水平均值µ,的 l -a的置信区间为

[ ri 土t I - a/2 亿） 6/ J盂］，

~N(µ'，矿／m),S,／矿～

(8.1.23) 

其中护由(8.1.22)给出．
例8.1.3 我们在例8.1.2中已经检验出饲料因子是显著的，此处我们给出诸水平

均值的估计因子A的三个水平均值的估计分别为
194 亿＝1 000 + � = 1 024. 25,
8 

585 
JL2 = 1 000 + � = 1 073. 13, 8 

354 
/J,3 = 1 000 + —- =1 044.258 

从点估计来看，水平A2 （以槐米粉为主的饲料）是最优的误差方差的无偏估计为
扩＝MS, = l 343.61. 

进一步，利用(8.1.23)可以给出诸水平均值的置信区间．此处，6＝✓1343.6T= 36. 66，若
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取a =0.05，则 t ，＿o/2亿）＝ t0 975 (21) = 2. 079 6, t0 975 (2 I)句我 ＝26.95，千是三个水平均值
的0.95置信区间分别为

µ,,: [ l 024.25 土 26.95] = [ 997. 30, l 051. 20], 

JJ- 2 : [ 1 073.13 土 26.95] = [ 1 046.18,l 100.08], 

µ, 3 : [I 044.25 士 26.95] = [ l 017.30,l 071.20], 
至此，我们可以看到：在单因子试验的数据分析中可得到如下三个结果：

·因子A是否显著．
·试验的误差方差矿的估计．
·诸水平均值µ，的点估计 与区间估计．

在因子A显著时，通常只需对较优的水平均值作参数估计，在因子A不显著场合，参数
估计无需进行

8.1.6 重复数不等情形
有时，每个水平下重复试验次数不全相等，在此情况下进行方差分析与重复数相等

情况下的方差分析极为相似，只在几处略有差别 ．下面我们指出差异之处．

一、数据

设从第 t 个水平下的总体获得m， 个试验结果，记为y,1,y,2,…，y,m,'t=l,2,…,r，故

总试验次数为n=m,+m2 +… +m,，从而，其统计模型为

{
y,l = µ, + c,I ＇ t = l, 2, · · ·, r, j = l, 2, · · ·, m,＇ 

各c,1相互独立，且都服从N(O，矿）．

二、总均值

诸µ，的加权平均（所有试验结果 的均值的平均）
l l' 

µ =—(m1µ, 1 + m也2 + … + m,µ,） ＝ -2 m凸n n ;7'i 

(8.1.24) 

(8.1.25) 

称为总均值，它是所有观测值期望的平均．第L个水平下的均值µ1 与总均值µ的差
ai = µ, i -µ,, i = 1,2,···,r 

称为因子A的第L个水平效应．

三、效应约束条件

由(8.1.25)和(8.1.26)容易看出关千效应的约束条件为
， 2 m, a, =0, 

'＝ l 
µ,＝µ+ a ,' 

(8.1. 26) 

这表明第L个总体的均值是由总均值与该水平的效应叠加而成的．类似于(8.1. 8)，有
yii

= µ + a ,+e,i, i=I,2,…，r,j = I,2,…, m,＇ 

L mia i = 0, 
i = I 

(8.1. 27) 

诸 c” 相互独立，且都服从N(O，矿）．
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四、各平方和的计算
要考虑的问题仍是检验(8. l. 9)给出的假设．整个分析思路与方法基本 一 样，重要

的区别是计算公式稍有不同，特别要注意SA 的计算公式．类似地记
T 

Ti = L Yij• Yi ＝ 三m, 

T = � � Y,, = � Ti,
- Ty =— , 

则
m. m · ' ..., ' ..., 

Sr = ��(y,1 -y) 2 = � �式 r2 

t = 1 丿;;-j . n 
' '
2 (

－ － 2 T: T2 

SA = m,y, － y) ＝ 2- －一，i= l , ＝ 1 m i n, 

fr = n - l, 

儿＝r - 1, (8.1.28) 

， m 

S, = I I (y'J － r..) 2 = sT - sA 
i: I j: I 

J, = n -r. e 

方差分析表以及参数估计是 一 样的．
例8.1.4 某食品公司对一种食品设计了四种新包装．为考察哪种包装最受顾客欢

迎，选了10个地段繁华程度相似、规模相近的商店做试验，其中两种包装各指定两个
商店销售，另两种包装各指定三个商店销售．在试验期内各店货架排放的位置、空间都
相同，营业员的促销方法也基本相同，经过一段时间，记录其销售量数据，列千表8.1.6
左侧，其相应的计算结果列于右侧．

表 8. 1.6 销售蚕数据及计算表

包装类型 销售机数据 m
 ，
 

T, T仍Im,
.., 
2 式
I薹1

1

2

3

4

 

A

A

A

A

 

2

4

9

4

 

l

l

l

2
 

8

2

7

0

l

l

l

3
 

3

1

1

2

 

2

3

3

2

0

9

7

4

 

3

3

5

5

450 
507 

I 083 
I 458 

468 

509 
I 091 
I 476 

和 n=IO T= 180 2 
, T: —=3 498

'=1 m, 
, m, 

2 2 式 ＝ 3 544 
i" I j • I 

由此可求得各类偏差平方和如下（其中：＝芞f = 3 240)

Sr = 3 544 - 3 240 = 304, fr = 10 - 1 = 9, 
s A : 3 498 -3 240 : 258, j、� = 4-1 = 3,

f. = 10 -4 = 6. s, = 304 - 258 = 46, 
方差分析表如表 8.1.7所示．
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表8.1.7 销售量的方差分析表
来 源 平方和 自由度 均方 F比 p值因子A 258 3 86 11. 21 0.00 7 I 误差e 46 6 7.67 总和T 304 9 

若取 a = 0.01 ，由于 p值为 0.007 I ，小于 a ，故我们可认为各水平间有显著差异．
由千因子显著，我们还可以给出诸水平均值的估计．因子A的四个水平均值的估

计分别为

µ, = 30/2 = 15, µ2 = 39/3 = 13, 
/J,3 = 57 /3 = 19, µ,. = 54/2 = 27,

由此可见，第四种包装方式效果最好．误差方差的无偏估计为扩＝MS, = 7.67. 
进一步，利用(8.1.23)也可以给出诸水平均值的置信区间，只是在这里要用不同的 m 1

代替那里相同的 m．此处，O'= ✓冗百＝2.769 5，若取 a = 0.05，则t压／2 亿）＝to.m (6) = 2.446 9,t0975 (6)a-=6.776 7，于是效果较好的第四个水平均值的 0.95置信区间为µ4 :［ 27土6.776 7/ ff,] = [22.21,31.79]. 
r 习题8 1 l 

I.在一 个单因子试验中 ， 因子A有三个水平，每个水平下各重复4次 ， 具体数据如下水平 数据一水平 8 5 7 4 二水平 6 JO 12 9 三水平 。 5 2 
试计算误差平方和S,、因子A的平方和SA 、总平方和ST ，并指出它们各自的自由度2在一个单因子试验中 ， 因子A有4个水平 ， 每个水平下重复次数分别为5,7,6,8那么误差平方和、A的平方和及总平方和的自由度各是多少？3在单因子试验中 ， 因子A有4个水平 ， 每个水平下各重复3 次试验 ， 现已求得每个水平下试验结果的样本标准差分别为I.5, 2. 0, I. 6, I. 2 ， 则其误差平方和为多少？误差的方差矿的估计值是多少？4在单因子方差分析中 ， 因子A有三个水平 ， 每个水平各做4次重复试验，请完成下列方差分析表，并在显著性水平a =0.05下对因子A是否显著作出检验

1 
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方差分析表

来 源

因子A

误差e

平方和 自由度 均方 F比 p值

4.2 

2.5 

总和T 6.7 

5用4种安眠药在兔子身上进行试验 ， 特选24只健康的兔子 ， 随机把它们均分为4组，每组各

服一种安眠药 ，安眠时间（单位h)如下所示．

安眠药试验数据

安眠药 安眠时间

A I 6.2 6.1 6.0 6.3 6.1 5.9 

A 2 6.3 6.5 6.7 6.6 7.1 6.4 

AJ 6.8 7.1 6.6 6.8 6.9 6.6 

A. 5.4 6.4 6.2 6.3 6.0 5.9 

在显著性水平a = 0.05下对其进行方差分析 ， 可以得到什么结果？

6为研究咖啡因对人体功能的影响 ， 随机选择30名体质大致相同的健康男大学生进行手指叩

击训练 ， 此外咖啡因选三个水平
A 1 = 0 mg, A2 = 100 mg, A3 = 200 mg 

每个水平下冲泡10杯水 ， 外观无差别，并加以编号 ， 然后让30名大学生每人从中任选一杯服下 ， 2小

时后 ， 请每人做手指叩击 ， 统计员记录其每分钟叩击次数 ，试验结果统计如下表

咖啡因剂菌 叩击次数

A,: 0 mg 

A2 : 100 mg 

A3 : 200 mg 

2

4

0

4

4

5

2

2

2

6

3

5

4

4

4

 

2

2

2

 

4

6

8

4

4

4

2

2

2

2

7

6

4

4

4

2

2

2

8

0

0

4

5

5

2

2

2

7

8

8

4

4

4

2

2

2

8

7

2

4

4

5

 

2

2

2

 

4

5

0

4

4

5

 

2

2

2

 

5

6

8

 

4

4

4

 

2

2

2

2

8

6

4

4

4

 

2

2

2

 
请对上述数据进行方差分析，从中可得到什么结论？

7某粮食加工厂试验三种储藏方法对粮食含水率有无显著影响现取 一 批粮食分成若干份 ，分

别用三种不同的方法储藏 ， 过 一 段时间后测得的含水率（单位％）如下表

储藏方法 含水率数据

1

2

3

 

A

A

A

 

7.3 

5.4 

7.9 

3

4

59}
 

．

．

8

7

 

7.6 

7.1 

10.0 

8.4 

6.8 

9.8 

8.3 

5.3 

8.4 

(I)假定各种方法储藏的粮食的含水率服从正态分布 ， 且方差相等 ，试在a = 0.05下检验这三种

方法对含水率有无显著影响 ，

(2)对每种方法的平均含水率给出置信水平为0.95的置信区间

8在入户推销上有五种方法，某大公司想比较这五种方法有无显著的效果差异 ， 设计了 一 项实
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验从应聘的且无推销经验的人员中随机挑选 一 部分人，将他们随机地分为五个组，每一组用 一 种推
销方法进行培训，培训相同时间后观察他们在一 个月内的推销额（单位千元） ， 数据如下

组别 推 销 额

第一组 20.0 16.8 17.9 21.2 23.9 26.8 22.4 

第二组 24.9 21 3 22.6 30.2 29.9 22.5 20.7 

第三组 16.0 20.1 17.3 20.9 22.0 26.8 20.8 

第四组 17.5 18.2 20.2 17. 7 19.1 18.4 16.5 

第五组 25.2 26.2 26.9 29.3 30.4 29. 7 28.2 

[I)假定数据满足进行方差分析的假定，对数据进行分析 ， 在a = 0.05下，这五种方法在平均月
推销额上有无显著差异？

(2)哪种推销方法的效果最好？试对该种方法 — 个月的平均推销额求置信水平为0.95的置信

区间

§ 8.2 多重比较

8.2.1 水平均值差的置信区间

如果方差分析的结果是因子A显著，则等于说有充分理由认为因子A各水平的效
应不全相同，但这并不是说它们中一定没有相同的就指定的一对水平A， 与A)，我们可
通过求µ勹Li 的区间估计来进行比较，方法如下：由(8.1.27)式可以推出

yt - il ~ N(µ, －从，（� +¾)叶，

而定理8.1.2指出S／矿～x2 亿），且两者独立，故

(y, - yl ) － （µ, － µl ) 
~ t (f,)． 

(』 + 』：
由此给出µ,－µ) 的置信水平 为1-a的置信区间为

[r,. - ii± `;. ti号(/, ) ], (8.2.1) 

其中护＝S,儿是矿的无偏估计根据置信 区 间与双侧假设检 验间的对应关系
(§ 7.2.2)知：（8.2.1)式给出的置信区间就是两正态均值差的检验问题：

H。书飞1 = 0 vs HI:µ,勹.L, #-0 

的接受域初若该置信区间含有0，则可认为µ1 与µ) 间无显著差异；若该区间不含有0,
则认为µ1 与µ1 间有显著差异．具体见下面例子

例8.2.1 在例8.1.2中，我们已知饲料因子是显著的，此处m 1 = m 2 = m 3 = 8,/, = 21, 
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1 1 臼国可＝36.66，若取a = 0. 05,则t!对2 亿）＝t0 975 (21) = 2. 079 6, j二二．8 8 
t0_975(21)护38.12，千是 可算出3 对均值差的置信区间为

µ1 - µ2 : ［ － 48.88 士38.12] = [- 87, - 10.76], 
/J, I - /J,3 : [ - 20 士 38.12] =[-58.12,18.12], 
/J,2 - /J,3 : [ 28. 88 士 38.12] = [ - 9.24,67]. 

这三个置信区间中只有µ广µ2 的置信区间不含有 0，故/J, I与µ2 间有显著差别，其他µ
与µ3 或µ2 与µ3 间均无显著差别

我们看到，（8.2. l)式给出的置信区间与第六章中的两样本的t区间基本一 致，区
别在于这里矿的估计使用了全部样本而不仅仅是 A;,A1 两个水平下的观测值．
8.2.2 多重比较问题

这里遇到一个新的问题，对每一组（凸j) ,(8.2.1)式给出的区间的置信水平都是I­
a，但对多个这样的区间，要求其同时成立，其联合置信水平就不再是I-a了．譬如，设
E l ,Ei,…，仇是K个随机事件，且有P(E;)= 1-a,i= 1,2,...,k，则其同时发生的概率

P(Q E;) = I - P(Yi E;) � I - t P (E;) = I - ka, 
这说明它们同时发生的概率 可能比 1-a小很多．为了使它们同时发生的概率不低于 1-
a，一个办法是把每个事件发生的概率提高到 1-alk．比如，如果我们同时考虑所有的
k=r(r-1)/2组水平均值差 µ,-µ) 的置信区间，则在(8.2. I)式中将tI -a/2 亿）替换为
t l -al(2k) 亿）即可这将导致每个置信区间过长，联合置信区间的精度很差，一 般人们不
采用这种方法，而是采用我们下 面介绍的多重比较来解决上述问题．

在方差分析中，如果经过F检验拒绝原假设，表明因子A是显著的，即r个水平对
应的水平均值不全相等，此时，我们还需要进 一 步确认哪些水平均值间是确有差异的，
哪些水平均值间无显著差异．

在 r (r>2)个水平均值中同时比较任意两个水平均值间有无明显差异的问题称为
多重比较，多重比较即要以显著性水平a同时检验如下r(r- 1)/2个假设：

贝：µ,, = µ,1, I � i < j � r. (8. 2. 2) 
直观地看，当玑 成立时，丘 － r1 |不应过大，过大就应拒绝玑，故在同时考察

(；）个假设玑时，诸H�) 中至少有一个不成立就构成多重比较的拒绝域因此，关于假
设(8.2.2) 的拒绝域应有如下形式

W = LJ ! I Y,. - YJ. I � c,i I,
I.; ，勺"''

诸临界值c,}应在(8.2.2) 成立时由P(W)=a 确定．下面分重复数相等和不等分别介绍
临界值的确定．
8.2.3 重复数相等场合的T法

在重复数相等时，由对称性自然可以要求诸c,}相等，记为 c．记扩＝S,仇，则由给定



条件不难有
yi· - µ, 

t, ＝ ~ t(fe)， 
句石

于是当假设 (8.2.2)成立时，µ,,=µ,2 =... =µ,, =µ,，故有

P(W) = P(u I I J;. - Yi· I � cl) 
l,;;i勺,;;,

= 1 - P(n 1, J;. - Yi-, < c 1) 
l,s; i <j,s;, 

= I - P( max I y, － y/ 1 < c) 
I<; i <j,;, 

= P( max I y, -yI'1 > c)
l云，勺"'

= P(max 
` － µ)-（另 －µ, ) I C 

1 心,�， 气;
> 

6／石］

= P[m�x ` -µ) （y) - µ) c 
-min - �

， 卢 ） 和石 6／ 石］·

§ 8.2 多重比较 Ill

这里q(r,f,)
(y;. -µ). (yj · -µ) 

=max- -m1n 一般称为t化极差统计量，这是因为它的结构
，6／石） U/石

类似千t统计量q(r,f,)的分布不易导出，但知它的分布只与自由度J,和水平数r有
关，而与参数µ，矿无关，也与m无关，该分布 可由随机模拟方法得到 ，方法如下（不妨
设µ, = 0，矿＝l,m=l)：对给定的r和Je ·

(I)从标准正态分布N( 0 ,I)产生r个随机数 X I ,Xi, …，x,，将该r个随机数按从小
到大排序得到 X(I) 和 x(r);

(2)从自由度为Ie 的X2 分布 X2 亿）产生一个随机数y;

(3)计算q=（ x(r) －x(l)) ／5;
(4)重复(1)到（3)N（例如lO4 或10勹次，即得q(r,f,)的N个观测值，由此可

获得q(r,f,)的各种分位数．于是 ，由

P(W) = P(q(r,f,)>石cl;.) = a (8.2.3) 

可以得出

C = q 1-a（动）ul 石 ， (8.2.4) 

其中q压 (r,f,)表示q(r,f,)的I-a分位数，其值在附表8中给出．
至此，可将重复数相同时多重比较的步骤总结如下：对给定的显著性水平a，查t

化极差统计量的分位数q1 -a (r,J)表，计算 C = q 1-a (r,f.丘／石，比较诸ly, -yl I与 c的
大小，若

| i, - i) 1 > c, 
则认为水平A,与水平A) 间有显著差异，反之，则认为水平A，与水平A) 间无明显差别．
这一方法最早由图基(Tukey)提出，因此称为T法．

例8.2.2 我们巳在例8.1.2中指出饲料因子是显著的，下面进行多重比较．若取
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Ill 第八章 方差分析与回归分析
a=0.05 ，则查表知 q 1 _005(3,2))= 3.57,而u= 36.66．所以 c= 3.57x36.66／抖＝46.27.

ly l 亏2 . I= 11 024.25-l 073.131 = 48.88>46.27，认为µ与 µ2 有显著差别；
ly 1 .-y 3 .1 = 11 024.25-l 044.251=20<46.27，认为 µ, I 与 µ3 无显著差别；
I Y2 分3 . I= 11 073.13-1 044.251 = 28.88<46.27，认为 µ2 与 µ3 无显著差别由此可见，µ, I 与 µ2 之间有显著差别，而它们与 µ3 之间都无显著差异，即以鱼粉为主的饲料与以槐米粉为主的饲料在鸡的增重方面有明显差异，但以首蓿粉为主的饲料与另两种饲料间无显著差异．8.2.4 重复数不等场合的S法在重复数不等时，沿用上面的记号，我们有(y, － y1) － （µ, － µ1) ~ t (fc) ， 

`
6 在假设 (8.2.2)成立时，µ l =µ2 = …＝µ, ＝µ，于是有(i, － i1) （i, － i1) 2t,1= ～ t(f,)或 F'J = ～F(I,f,), 

：；； （勹；；2
l l 从而可以要求 c,I

= CF 类似于重复数相等时的推导，有mi m/ 

P(W) = P（凡｛ 1i j 1勹三｝）c一
＾6＞－ 三rX
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C,l ＝/ (r - l) F 1 _0 (r - l,f,) (* + －)扩．
m m 例 8.2.3 在例 8.1.4 中，我们已指

出
包装方式对食品销量有显著影响，此处 r = 4, 

J, = 6，扩＝ 7.67，若取 a = 0.05，则 F。95(3,6) = 4.76注意到m 1 =m4 = 2,m2 =m 3 = 3，故
C12 =c13 = c24 =c34 = �十 � = 9.6,
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§ 8.2 多重比较Illc14 = ✓3 X 4. 76 X (主＋+) X 7.67 = 10.5,c21 = J3x 4.76 x (』十 T) X 7.67 = 8.5.由于 I Y,. - Yi , I = 2 < C 12 ' I r,. - YJ , I = 4 < c,1' I Y,. - y4 , I = I 2 > C 14 ' I 立 一 YJ, I = 6 < C23 'I Y2 - - y4 , I = 14 > C24 ' I YJ 一；4 l = 8 < c34 , 这说明 A ,, A2, A3 间无显著差异，A l , A2 与儿有显著差异，但A4 与A 3 的差异尚未达到
显著水平．综合上述，包装 A4 销售量最佳．

r— —
勹题 82 ` l采用习题 8.1中第7题的数据 ， 对三种储藏方法的平均含水率在a = 0.05下作多重比较．2.采用习题 8.1中第8题的数据，对五种推销方法在a = 0.05下作多重比较．3.有七种人造纤维，每种抽4根测其强度 ， 得每种纤维的平均强度及标准差如下

2
 

3 4
 

5 6 7

，
 -y 6.3 6.2 6.7 6.8 6.5 7.0 7.1 s 
，

0.81 0.92 I. 22 0.74 0.88 0.58 1.05 假定各种纤维的强度服从等方差的正态分布．(I)试间七种纤维强度间有无显著差异？ （取a = 0.05)(2)若各种纤维的强度间无显著差异，则给出平均强度的置信水平为0.95的置信区间 ，若各种纤维的强度间有显著差异 ， 请进一 步在a = 0.05下进行多重比较 ， 并指出哪种纤维的平均强度最大 ，同时给出该种纤维平均强度的置信水平为0.95的置信区间4.一位经济学家对生产电子计算机设备的企业收集了在一 年内生产力提高指数（用0到100内的数表示），并桉过去三年间在科研和开发上的平均花费分为三类A,花费少 ， A 2 花费中等， A l 花费多生产力提高的指数如下表所示水平 生产力提高指数A I 7.6 8.2 6.8 5.8 6.9 6.6 6.3 7.7 60 A 2 6.7 8.1 9.4 8.6 7.8 7.7 8.9 7.9 8.3 8.7 7.1 8.4 A J 8.5 9.7 10.1 7.8 9.6 9.5 请列出方差分析表，并进行多重比较（取a = 0.05) 
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§ 8.3 方差齐性检验

在单因子试验中r个水平的指标可以用r个正态分布N( µ,,，矿）（i = I, 2,…,r)表
示，在进行方差分析时要求r个方差相等，这称为方差齐性．而方差齐性不一定自然具
有理论研究表明，当正态性假定不满足时对均值相等的F检验影响较小，即F检验对
正态性的偏离具有一定的稳健性，而F检验对方差齐性的偏离较为敏感．所以r个方差
的齐性检验就显得十分必要．

所谓方差齐性检验是对如下一对假设作出检验：
H。忒＝式＝…＝矿 VS HI ：诸 矿 不全相等． （8.3.1) 

很多统计学家 提出了 一些很好的检验方法，这里介绍几个最常用的检验，它们是：
· 哈特利(Hartley)检验，仅适用于样本量相等的场合．
· 巴特利特(Bartlett)检验，可用千样本量相等或不等的场合，但是每个样本量不

得低于5.
· 修正的巴特 利特检验，在样本量较小或较大、相等或不等场合均可使用
下面分别来叙述它们．

8.3.1 哈特利检验

当各水平下试验重复次数相等时，即
m 1 = m 2 =…=m, = m, 

哈特利提出检验方差相等的检验统计量
maxls�,s�,···,s�I 

H= 
minis�,s�,···,s�I 

(8.3.2) 

它是r个样本方差的最大值与最小值之比．这个统计量的分布尚无明显的表达式，但在
诸方差相等条件下，可通过随机模拟方法获得H分布的分位数，该分布依赖千水平数r
和样本方差的自由度f =m-1 ，因此该分布可记为H(r,f)，其分位数表见附表10.

直观上看，当凡成立，即诸方差相等 ((T� =(T；＝... =(T：)时，H的值应接近于l,H愈
大，诸方差间的差异就愈大，这 时应拒绝(8.3.1)中的 H。．由此可知，对给定的显著性水
平a，检验凡的拒绝域为

W = I H � H1 _Jr,J) I, (8.3.3) 
其中 H压 (r,f)为H分布的1-a 分位数，见附表10.

例8.3.1 有 四种不同牌号的铁锈防护剂（简称防锈剂），现要比较其防锈能力．为
此，制作40个大小形状相同的铁块（试验样品），然后把它们随机分为四组，每组10件
样品在每 一组样品上涂上同 一牌号的防锈剂，最后把40个样品放在一个广场上让其
经受日晒、风吹和雨打．一段时间后再行观察其防锈能力．由千防锈能力无测量仪器，只
能请专家评分．五位受聘专家对评分标准进行讨论，取得共识．样品上无锈迹的评100
分，全锈了评0分他们在不知牌号的情况下 进行独立评分．最后把一个样品的5位专



§ 8.3 方差齐性检验 Ill

家所给分数的平均值作为该样品的防锈能力．数据列于表8.3. l上．
表 8.3.1 防锈能力数据及计算表

因子 A （防锈剂） A I A 2 A l A 4 

43.9 89.8 68.4 36.2 

2 39.0 87.1 69.3 45.2 

3 46.7 92.7 68.5 40.7 

4 43.8 90.6 66.4 40.5 
数 5 44.2 87.7 70.0 39.3 

6 47. 7 92.4 68.1 40.3 y,I 
7 43.6 86.1 70.6 43.2 

8 38.9 88.1 65.2 38.7 

9 43.6 90.8 63.8 40.9 
10 40.0 89.1 69.2 39.7 

和T, 431.4 894.4 679.5 404.7 

均值r, 43.14 89.44 67.95 40.47 

组内平方和Q, 81.00 44.28 42.33 53.42 

这是一个重复次数相等的单因子试验．我们考虑用方差分析方法对之进行比较分
析，为此，首先要进行方差齐性检验．

本例中，四个样本方差可由表8.3.1中诸Q,求出，即
2 81.00 

s; =
---::;- = 9.00, 

9 

2 42.33 
s; = ---::;- = 4. 70, 

9 
．

 
4
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．
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由此可得统计量H的值

9.00 
H= －－— = l. 91.

4.70 

在a =0.05时，由附表10查得H。95 (4'9) = 6. 31'由于H<6. 31，所以应该接受原假设
H。，即认为四个总体方差间无显著差异．

进一步，在正态性检验通过（用正态概率图）的情况下，我们可用方差分析方法对
四种不同牌号的防锈剂比较其防锈能力．由表8.3. l的数据可以算出T=Tl+… ＋T4 = 
2 410，从而求得三个偏差平方和分别为

2 4102 

Sr = 43.92 + 39.02 + ··· + 40.92 + 39.72 - � = 16 174.50, fr = 39,
40 

2 4102 

SA = 』（ 431.42 + 894.42 + 679.52 + 404.? 2 ) -－— =15 953.47, 儿＝ 3'A I O 40 

391 



Ill 第八章 方差分析与回归分析

s, = s T - s A = 22 I. 03, /, = 36. 
把上述各项移到方差分析表上，可继续计算各均方与F比、p值，具体见表8.3.2

表 8.3.2 防锈能力的方差分析表

来源

因子A

误差 e

平方和 自由度 均方 F比 p值

15 953.47 
221.03 

3
6 3 

5 317.82 
6.14 

866.09 0.000 0 

总和T 16 174.50 39 

若给定显著性水平a =0.05，查表 可得F。95(3,36)= 2.87，由千F>2.87，故因子A显著，
即四种防锈剂的防锈能力有显著 差异．这里p值为0.000 0表示p�0.000 I 

各种防锈剂的防锈能力均值估计分别为
µ,, = 43.14'µ,2 = 89.44'µ,3 = 67. 95'µ,4 = 40.47' 

第二种牌号的防锈剂的防锈能力最强．
此外，试验误差的方差矿的估计为护＝6.14,u的估计为;= ✓百百＝2.48.
由于第二种牌号的防锈剂的防锈能力最强，我们还可求出其均值µ2 的95％的置

信区间，此处t I -a/2 亿）＝10975 (36)= 2.028 1,;=2.48,m = 10，么 ＝ r2 . = 89.44，则
立 土t I -a/2 亿） 6／ J盂＝ 89.44 土 1.59,

即µ2 的95％的置信区间为[87.85,91.03]
8.3.2 巴特利特检验

在单因子方差分析 中有 r个样本，设第l个样本方差为
Q, s. = ＝— 

m. - 2 (y,1五） 2

f, , i = I, 2, ···,r, 
m, 其中m,为第t个样本的容量（即试验重复次数），Q，＝ 2 y,I -y，尸与f, ＝m, － l为该

j =' 
样本的偏差平方和及自由度．由于误差均方

MS, ＝气Qi = ± 气J,;二 I ，= 1 fe 

它是r个样本方差s�习，…心的（加权） 算术平均数．而相应的r个样本方差的几何平
均数记为CMS,，它是

CMS,= [ (s� 沪 (s� 泸... (s� 沪］\If,'
其中fe = f] ＋八＋…＋ J, = ± (m; - I) = n - r. 

由于几何平均数 总不会超过算术平均数，故有
CMS,� MS,, 

其中等号成立当且仅当诸s？彼此相等，若诸s:间的差异愈大，则此两个平均值相差也
愈大由此可见，当诸总体方差相等时，其样本方差间不应相差较大，从而比值MS,!
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CMS,接近千1．反之，在比值MS,IGMS，较大时，就意味着诸样本方差差异较大，从而反
映诸总体方差差异也较大．这个结论对此比值的对数也成立．从而检验(8.3. I)的拒绝
域可以表示为

W = ! ln(MS,IGMS,) > d). (8.3.4) 
巴特利特证明了：在大样本场合，In(MS,IGMS,）的某个函数近似服从自由度为r­

l的X2 分布具体是

其中

f B =二(In MS俨 － In CMS,)上欢r - I), C 

C = 1 + 3(r l - l) （: i - i), 

(8.3.5) 

(8.3.6) 
且C通常会大千I.

根据上述结论，可取
B = ［ （f, lnMSe 一：， In s'.) 

作为检验统计量，对给定的显著性水平a，检验 的拒绝域为
(8.3.7)

W = jB �欢.(r - I) l. (8.3.8) 
由于这里X2 分布是近似分布，使用上述检验通常要求诸样本量m ， 均不小于5.

例8.3.2 茶是世界上最为广泛的一种饮料，但很少人知其营养价值．任一种茶叶
都含有叶酸，它是一种维生素B．如今已有测定茶叶中叶酸含量的方法．为研究各产

地的绿茶的叶酸含量是否有显著差异，特选四个产地的绿茶，其中用A l 制作了7个
样品，用A 2 制作了5个样品，用A ] 与A 4 各制作了6个样品，共有24个样品，按随机
次序测试其叶酸含量（单位：mg)，测试结果如表8.3.3所示．

表8.3.3 绿茶的叶酸含呈试验数据

水平 数 据 重复数m, 和T, 均值 r, 组内平方和Q,

A 7.9 6.2 6.6 8.6 8.9 JO. I 9.6 7 57.9 8.27 12.83 
A l 5.7 7.5 9.8 6.1 8.4 5 37.5 7.50 11.30 
A ） 6.4 7.1 7.9 4.5 5.0 4.0 6 34.9 5.82 12.03 
A 4 6.8 7.5 5.0 5.3 6.1 7.4 6 38.1 6.35 5.62 

n =24 T = 168.4 

平方和计算如下：
168.4 2 

5 7 = (7.9 2 + 6.i 2 + ··· + 6.1 2 + 7.4 2) -� = 65.27, 儿 ＝ 23,24 
57.9 2 37.5 2 34.92 38.1 2 168.4 2 

SA = ＋ ＋ ＋ 一一－ － ＝23.50 
7 5 6 6 24 

S, = 65.27 -23.50 = 41. 77, /, = 20. 
， 八 ＝ 3'
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方差分析表见表 8.3.4.
表 8.3.4 绿茶叶酸含量的方差分析表

来源

因子A

误差e

总和T

平方和

23.50 
41.77 
65.27 

自由度

3 
20 
23 

均方

7.83 
2.09 

F比

3. 75
p值

0.027 5 

若取显著性水平 a = 0.05．查表可得 F。 95(3,20) = 3. 10，由于 F = 3.75>3.10，故应拒绝原
假设 H。，即认为四种绿茶的叶酸平均含量有显著差异．其 p 值为 0.027 5，小千 a，故拒
绝原假设

为说明上述方差分析合理，需要对其作方差齐性检验．从表 8.3.3 中数据可查得
Q 1 = 12.83, Q2 = JJ.30, Q 3 = 12.03, Q4 = 5.62, 

!1 = 6, 儿＝ 4, 八＝ 5' 儿＝ 5.
从而用公式s>Q ，小可求得

s�=2.14, s;=2.83, s;=2.41, s�=l.12. 
再从表 8.3.4 上查得 MS,= 2.09，由（ 8.3.6) 式，可求得

I 1 1 11 1 C=I+�)[（飞 十 了 十 了 十 了） － 面］ ＝1.085 2, 

再由 (8.3.7)式，还可求得巴特利特检验统计量的值

B = �[20 x In 2.09 - (6 X In 2.14 + 4 X In 2.83 + 5 x In 2.41 + 5 x In 1.12)] 1.085 2 
= 0.970. 

对给定的显著性水平 a = 0.05，查表知 X沁(4-1) = 7.814 7．由于 B= 0.970<7.814 7，故应
接受原假设 H。，即可认为诸水平下的方差间无显著差异．

8.3.3 修正的巴特利特检验

针对样本量低于5时不能使用巴特利特检验的缺点，博克斯(Box)提出修正的巴
特利特检验统计量

B'＝ 儿BC

I1(A -BC) ＇ 

其中 B与C 如 (8.3.7)与(8.3.6)所示，且
r + I 12 

f, = r -I, 儿＝ A=
(C - l) 2'.. 2 - C + 21 /2.

(8.3.9) 

在原假设 H。：矿＝ 0：=…＝矿成立下，博克斯还证明了统计量 B'的近似分布是自由度
为I1 和儿的F分布，对给定的显著性水平 a，该检验的拒绝域为

w = I B'� F l -．亿，八） I, (8.3. IO) 
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其中儿的值可能不是整数，这时可通过对F分布的分位数表施行内插法得到近似分
位数．

例8.3.3 对例8.3.2中的绿茶叶酸含量的数据，我们用修正的巴特利特检验再一
次对方差齐性作出检验．

在例8.3.2中已求得

还可求得

C = 1.085 2, B = 0.910, 

f, = 4-1=3, 
4 + 1 

!2 = � = 6 8 8. 8 
(1. 085 2 -I) 2 

688.8 
A = � = 750. 6, 

2 -1.085 2 + 2/688.8 
688.8 X 0.970 X J.085 2 B'=-=0.322. 3(750.6 - 0.970 X 1.085 2) 

对给定的显著性水平a = 0.05，在F分布的分位数表上可查得
F。95 (3,688.8) = F。95 (3' 00 ) = 2. 61' 

由于B'=0.322<2.61，故接受原假设H。，即认为四个水平下的方差间无显著差异．

厂习题 8.3 7 
I. 采用例8.1. l的数据 ，在显著性水平a = 0.05下用哈特利检验考察三个总体方差是否彼此

相等
2.在安眠药试验（见习题8.1第5题）中已求得四个样本方差

s'. = 0.02, s; = 0.08, s; = 0.036, s! = 0.130 7 
请用哈特利检验在显著性水平a = 0.05下考察四个总体方差是否彼此相等

3. 在生产力提高的指数研究中（见习题8.2第4题）已求得三个样本方差，它们是
s'. = 0.663, s; = 0.574, s; = 0.752 

请用巴特利特检验在显著性水平a = 0.05下考察三个总体方差是否彼此相等
4在入户推销效果研究中（见习题8.1第8题） ， 分别用哈特利检验和巴特利特检验在显著性水

平a = 0.05下对五个总体作方差齐性检验
5在对粮食含水率的研究中（见习题8.1第7题）已求得3个水平下的组内平方和

Q 1 = J.148, Q2 = 2.237, Q3 = 2.407 
请用修正的巴特利特检验在显著性水平a = 0.05下考察三个总体方差是否彼此相等

6.针对食品包装研究的数据（见例8.1.4) ， 请用修正的巴特利特检验在显著性水平a = 0.05下考
察四个总体是否满足方差齐性假定．
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§ 8.4 一元线性回归

8.4.1 变量间的两类关系
早在19世纪，英国生物学家兼统计学家高尔顿(Gallon)在 研究父与子身高的遗传

问题时，观察了 l078对父与子，用 x表示父亲身高，y表示成年儿子的身高，发现将
(X,y)点在直角坐标系中，这 l078个点基本在 一条直线附近，并求出了该直线的方程
（单位：英寸，l英寸＝2.54 cm): 

y = 33.73 + 0.516x. 
这表明：

· 父亲身高每增加l个单位，其儿子的身高平均增加0.516 个单位．
· 高个 子父辈生的儿子平均身高也高，但 子辈的身高间的差距低千父辈间的身高

差距（为0.516倍）．
这便是子代的平均高度有向中心回归的趋势，使得 一 段时间内人的身高相对稳

定之后回归分析的思想渗透到了数理统计的其他分支中．随着计算机的发展，各种统
计软件包的出现，回归分析的应用就越来越广泛．

回归分析处理的是变量与变量间的关系．变蜇间常见的关系有两类： 一类称为确
定性关系：这些变量间的关系是完全确定的，可以用函数 y=J(x)来表示，x （可以是向
量）给定后，y的值就唯 一 确定了．譬如正方形的面积S与边长a之间有关系S= a2，电
路中有欧姆定律V=IR等另 一类称为相关关系： 变量间有关系，但是不 能用函数来表
示．譬如，人的身高 x与体重 y两者间有相关关系，一 般来讲，身高较高的人体重也较
重，但是同样身高的人的体重可以是不 同的，医学上就利用这两个 变量间的相关关系，
给出了一些经验公式来 确定 一个人是否过于 “ 肥胖 ”或“ 瘦小 ” ；人的脚掌的长度 x与身
高 y两者间也有相关关系，一 般来讲，脚掌较长的人身高也较高，但是同样脚掌长度的
人的身高可以是不同的，早期公安机关在破案时，常常根据罪犯留下的脚印来推测罪
犯的身高

变量间的相关关系 不能用完全确定的函数形式表示，但在平均意义下有一定的定
量关系表达式，寻找这种定量关系表达式就是回归分析的主要任务．

回归分析便是研究 变量间相关关系的一 门学科．它通过对客观事物中 变昼的大量
观察或试验获得的数据，去寻找隐藏在数据背后的相关关系，给出它们 的表达形
式一回归函数的估计．

8.4.2 —元线性回归模型
设y与x间有相关关系，称 x为自变呈（预报变量），y为因变呈（响应 变量），在知

道x取值后，y的取值并不是确定的，它是一个 随机 变量，因此有一个分布，这个分布是
在知道x的取值后 Y的条件密度函数p(ylx)，我们关心的是y的均值E(Ylx)，它是x
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的函数，这个函数是确定性的：
f(x) =E(YI x) = f_Jp(yl x)dy. (8.4.1 )

这便是y关于x的回归函数一条件期望，也就是我们要寻找的相关关系的表达式．
以上的叙述是在x与y均为随机变量场合进行的，这是一类回归问题．实际中还有

第二类回归问题，其自变蜇x是可控变量（一般变量），只有y是随机变量，它们之间的
相关关系可用下式表示：

Y = /(X) + e, 
其中c是随机误差，一般假设c ~N( 0，矿）．由千c的随机性，导致y是随机变量．本节
主要研究第二类回归问题．

进行回归分析首先是回归函数形式的选择，当只有一 个自变量时，通常可采用画
散点图的方法进行选择，具体见下例

例8.4.1 由专业知识知道，合金钢的强度y （单位：101 Pa)与合金钢中碳的含量
兀（单位：％）有关为了生产强度满足用户需要的合金钢，在冶炼时如何控制碳的含量？
如果在冶炼过程中通过化验得知了碳的含量，能否预测这炉合金钢的强度？

为解决这类间题就需要研究两个变量间的关系．首先是收集数据，我们把收集到
的数据记为(x,,y,)(i= 1,2,…,n)．本例中，我们收集到12组数据，列千表8.4.1中．

表8.4.1 合金钢强度y与碳含量x的数据
序号 兀 序号 X y 

0. 10 7 0.16 49.0 
2 0.11 8 0.17 53.0 
3 0.12 9 0.18 50.0 
4 0.13 10 0.20 55.0 
5 0.14 II 0.21 55.0 
6 0.15 12 0.23 60.0 

为找出两个变量间存在的回归函数的形式，可以画 一 张图：把每一数对(X;,y,)看
成直角坐标系中的一个点，在图上画出n个点，称这张图为散点图，见图8.4.1

60 ． 
． ．

§ ． 
总50 ． ． ． ． ． ． ． ． 

40 010 0.15 0.20 
碳含量／％

图8.4.1 合金钢强度及碳含量的散点图
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从散点图我们可以看出，12个点基本在一 条直线附近，这说明两个变量之间有 一个线
性相关关系 ，若记y轴方向上的误差为e，这个相关关系可以表示为

y= 队＋/3,x+ e. (8.4.2)
这便是 y关千x的一元线性回归的数据结构式．这里总假定x为一般变量，是非随机变
量，其值是可以精确测量或严格控制的，队，B1 为未知参数，凡 是直线的斜率，它表示x
每增加一 个单位E(y)的增加量．8是随机误差，通常假定

E(e)=O, Var(e)＝矿， (8.4. 3) 
在对未知参数作区间估计 或假设检验时，还需要假定误差服从正态分布，即

y ~ N(f3。 + f3I X，矿） ． （8.4.4)
显然，假定(8.4.4)比(8.4.3)要强．

由于f3。,f31 均未知，需要我们从收集到的数据(x,,y.)(i=l,2,…， n )出发进行估
计在收集数据时，我们 一般要求观测独立地进行，即假定y1 ,y2 ,···,yn 相互独立．综合
上述诸项假定，我们可以给出最简单、常用的一元线性回归的统计模型

{y, =B。 + Blx, ＋ g, i = 1, 2,…， n , 
各c，独立同分布，其分布为N(O，矿）．

由数据(xi ,y;)(i = l,2,···,n)可以获得{3。,{3 ) 的估计{3。,{3 1 ，称

(8.4.5) 

y = /3。 + /31x (8.4.6) 
为y关于x的经验回归函数，简称为回归方程，其图形称为回归直线．给定x=x。后，称
io =/3。十扣。 为回归值（在不同场合也称其为拟合值、预测值 ）．
8.4.3 回归系数的最小二乘估计

一般采用最小二乘方法估计模型(8.4.5)中的队，凡．令

队，/3I 应该满足

几

Q(/3。，/3I )= I (y, -/3。－ /3心，） 2 '
i = I 

Q(/3。 ,/31 )= min Q(/3。 ,/3I)' Po,趴
这样得到的队，队称为队，队的最小二乘估计，记为LSE.

由于Q�O，且对队，队的导数存在，因此最小二乘估计可以通过求偏导数并命其
为0而得到

I芷＝－ 2: （y － /3。－Blx) ＝ 0, 

aQ 
礁
—- = -2: （y, －f3。－肛）x, = 0 . 

这组方程称为正规方程组，经过整理，可得尸° +n 袱 ＝n y,
n xf3。+ 2xf f3l = 2x,y,＇

(8.4.7) 

(8.4. 8) 
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（今后凡是不作说明 ” 2 ” 都表示 “ 2 ” . ）记
，二1

I _ I X=－丘，＇y＝－2y,＇n n 
I lxy = 2 (x,-X) （y厂分）＝ 2x,y,－n云· y= 2x,y,-— 2x, 2y,' n 

儿＝I(x五） 2 = 霆－n :x2 = I －̀（正，） 2 '
l lrr= L (y，分） 2 ＝ 2y? －n y2 = 2y? －一(2y, ） 2. n 

解(8.4.8) 可得

表见，
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8.4.2. 
表 8.4.2 合金钢强度和碳含量数据的计算表

Ix, = 1.90 
i = 0.158 3 

Ix! = o.319 4 

n= 12 

n x2 = 0.300 8 
从＝0.018 6 
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ni y=93.337 5 
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/3 1 = l.,ll.. = 132.66 “ z, 

＾ ＾ f3 。 = y - /3 1 X = 28. J 2 

（片在后面将会用到）由此给出回归方程为

y = 28.12 + 132.66x. 
关千最小二

乘估

计的一些性质罗列在如下定理之中：
定理 8.4.1 在模型(8.4.5) 下，有

1 一2x 矿(1) E。~N（队，（丁主）， E1~N厂），
^ ＾ X (2) Cov(/3。 ,/3 1 ) =－—6 ; 2 

l"
^ ^ 

(3) 对给定的 X。3。=/3。＋/3 1 x0~N(/3。+/3I X。,（-＋ 矿 ．
I (X。五） 2 
n l” )) 
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证明 利用2(x ， 五）＝ 0，可把/3 I和队改写为
A l X -x/3 l =二= 2 二—y,＇l xx l xx 

B。五－� I x= I且－（x，l/xx)x] y,
它们是独立正态变量Y 1 ,Y 2,···,y.的线性组合，故都服从正态分布，下面分别求其期望

与方差
X -x x.-x E(i 1 )= I —E(y,)＝ 2 —({3。十{3 I X,）＝{3 I 'l l xx xx 

Var顷）＝ I(勹） \ar(y,)= I¥矿＝ f,
＾ ＾ E(/3。）＝E(y)-E(/3 I )x = /3。+/3 I x-/3 I X=/3。，

Var(�。)＝2 [上_(x,-x)x一 一 2 -2 l X �-¥] Var(y,)= （了飞）矿，
这就证明了(I) ．进一步，考虑到诸y，之间的 独立性，可得

Cov(�。�1)= Cov(I[+－厂气］y，｀尸） ＝ 2 ［+－（xl：产］了(T2= -f(T2'
这就证明了(2)为证明(3)，注意到人＝B。＋i,x。也是Y,,Y2 ,···,y,的线性组合，它也服
从正态分布，只需求出其期望与方差即可．

证明完成．

E(y0) = E(/3。) ＋E(/3,)x。 = f3。 + /3 ， X。 = E(y。)，
^ ^ ^ ＾ ^ Var(y。) ＝Var(/3。) +Var(/3 1 )x� + 2Cov(/3。4趴）X。

= [ (� + f) + � - 2了］矿＝ ［ ： 十
(X。�](T2'

定理8.4.1说明：
• /3。，/3 1 分别是队，队的无偏估计；
．人是E(y。)＝/3。+/3 I X。的无偏估计．

＾ ＾ ·除x = O外，队与/3 I是相关的
＾ ＾ ·要提高队，队的估计精度（即降低它们的方差）就要求n大，儿大（即要求 X i ,

X2'…，x"较分散）．
8.4.4 回归方程的显著性检验

从回归系数的 LSE 可以看出 ，对任意给出的几对数据(x,'y,），都可以求出瓦，E l '
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从而可写出回归方程户B。 +� I X，但是这样给出的回归方程不一定有意义
在使用回归方程以前，首先应对回归方程是否有意义进行判断．什么叫回归方程

有意义呢？我们知道，建立回归方程的目的是寻找r的均值随x变化的规律，即找出
回归方程E(y)=/3。＋/3 1 X如果B l= 0，那么不管x如何变化，E(y)不随x的变化作线性
变化，那么这时求得的一 元线性回归方程就没有意义，或称回归方程不显著．如果/3 I,j, 
0，那么当x变化时，E(y)随x的变化作线性变化，那么这时求得的回归方程就有意义，

或称回归方程是显著的
综上， 对回归方程是否有意义作判断就是要对如下的检验间题作出判断：

H 。 :f3 l =0 vs H 1 :f3 l #0, 
拒绝凡表示回归方程是显著的．

(8.4.10) 

在 一 元线性回归中有三种等价的检验方法，使用中只要任选其中之 一即可下面
分别加以介绍．
-、F检验

采用方差分析的思想，我们从数据出发研究各y， 不同的原因首先引入记号并称

y,=�。十扣 ，为x， 处的回归值，又称y，分，为x， 处的残差．
数据总的波动用总偏差平方和

ST= L (y， 分） 2 ＝ l
)） 

表示引起各y，不同的原因主要有两类因素：其一是H。可能不真，即队＃0，从而
E(y)=/3。+f3 1 X随x的变化而变化，即在每 一 个x的观测值处的回归值不同，其波动用
回归平方和

SR= L(i, -r) 2 (8.4. 11) 
表示；其二是其他一 切因素，包括随机误差、x对E(y)的非线性影响等，这样在得到回
归值以后，y的观测值与回归值之间还有差距，这可用残差平方和

S, ＝ 2(y，分，） 2 (8.4. 12) 
表示

为对上述诸平方和实施方差分析，下面我们要证明重要的平方和分解式，为此首
＾ ＾

先注意到f3。,/3 I 满足正规方程组(8.4. 7)，因此 有

^ ＾ ^ 

2 (y,-B。－扣）＝O⇒I (y， 戎）＝0,

2 (y,-B。－扣）x;=O⇒I(y， 今，）x,=0. 

利用;, ＝/3。+/3 IX, =；吼(x五） ，可得

2 (y， 分，） （；，分） ＝ 2 （y， 今，） [i, (X五） ］吭［ 2（y，才，）x， － 2 (y， 寸）:XJ = o, 
从而
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ST= L (y ， 一y尸 ＝ 2 （y,－；, +;,－；尸 ＝ 2 （y,-；,) 2+2 (；广分）2'
即 Sr = SR + S,, 
上式就是一元线性回归场合下的平方和分解式．

关于出和S,所含有的成分可由如下定理说明．
定理8.4.2 设y, ＝ f3。+f3心，＋c,，其中趴，8 2,…，cn 相互独立，且

E(c,） = 0, Var(g) ＝ 矿，i = I, 2,…,n, 
沿用上面的记号，有

E(SR) ＝ 矿 ＋ f3讥，
E(S,) = (n - 2)矿，

(8.4.15)式说明扩＝S/(n-2)是矿 的无偏估计．
证明 首先我们可以写出SR 的简化公式：

SR= I(y，今）2 = I [r吭(x五）分］2=�沁，
从而

(8.4. 13) 

(8.4.14) 
(8.4. 15) 

(8.4.16) 

^ ^ ＾ °. E(SR) = E（旷）从＝ ［Var（队） ＋ （E(/3 1 )f]t=(t+/3:）儿 ＝ 矿 ＋ 旷l“'
这就证明了(8.4.14)．另外

S, = I (y ，分 ，）2 = I (/3。 ＋/3心 ，＋c ，节。－扣，）2 

= I [ (/3。-/3。尸＋式(/3 1 -/3 1 尸＋e�+2(/3。－/3。) （/3 I -/3 I ) X i -2 (/3。－/3。)8,－2(B 1 -/3 1 )x,c, ］， 
故

^ ^ ^ ^ E (S,) = n Var (f3。)+L X: Var(/3 1 ) +n Var(e.) +2n xCov ({3。4趴）－ 
2IE(/3 。C,)-22x,E(/3 1 c,）． 

将队，凡写成Y 1 ,Y2,…，y n 的线性组合，利用yj 与e,(i句）的独立性，有
心） ＝ E ［ e : （+ － （xl ;

xx
x) x) yl] ＝ (＋－ （x /xxx

) x)矿，
－ －

心） ＝ E ［ e : x/lx/ xy1] ＝ x lx/ x(T2 ' 
由此即有

^ ^ I E(f3。C ，）＝矿，正，E({3 1 e,）＝矿．
从而

E(S,)= n(｀）矿＋ 1f矿＋n矿－2nX2

矿－2矿－2矿n lxx lxx lxx 
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= (l +n-4)矿＋�I(x ， 云）沪＝（n-2)矿，l X2 

这就完成了证明
进 一 步，有关SR 和S,的分布，有如下定理．
定理8.4.3 设Y 1 ,Y2 ,"·,r.相互独立，且Y, ~N(f3。 +f3 I X,，矿），i=I, 2,…,n，则在

上述记号下，有
(I) S,／矿～x2(n-2 );
(2)若从成立，则有SR／矿～X2(I) ；
(3) SR 与S心独立（或5 1 与S,,Y独立）．
证明 取nxn正交矩阵A具有如下形式：

a
 II

 
a 12 a In 

a n- 2 , I a n- 2 ,2 
A = I x 1 - x X2 - X 

汇 汇
X -元n 

五
由正交性，可得如下 一 些约束条件：

石

a n - 2. n 

汇
l－

石

L aii = 0, La,Ix1 = 0, La�丿 ＝ I, i=l, 2 ,00•,n - 2 ,I I I 
L ai,ai• = 0, I � i < j � n - 2 , 

这里矩阵A共有n(n-2)个未知参数，约束条件有3(n- 2 ) ＋（勹 2) = (n -2) (n + 3) /2

个，只要n;:?:3，未知参数个数就不少于约束条件数，因此正交矩阵A必存在．令
� a11Y1 

z
 

Y1 
Z = I z2 I = AY = Al r2 I =

z 
九 yn 

2 炉．1Y1

yJ 
-x

yj 

－
汇

l－
五2'

 

x, 2'
 

其中
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2 (x, －X)y, 2 (x五）（y，分） l＂ ＾
z.-1 = ＝ ＝ 

汇 汇 汃
汇{3!,

l 
zn =-2y, ＝扛y,

石
则 Z 仍然服从 n维正态分布，且其期望与协方差阵分别为。

E(Z) = 。 , Var(Z) =AVar(Y)Ar =矿In,
/31 汇

［ n (/3。 + /31 X) 
这表明 Z1 'Z2'…， zn 相 互 独立， Z1 ' Z2 ' …， z.-2 的共同分布为N (0,矿）， zn- 1 ~ 

N(/31 汇，矿），zn ~N(石(f3。+/31 x)，矿）

由于I z: = Ir: =Sr + n了＝S R + S,+ n了，而 zn＝石Y,Zn-1 = /C� 1 = ✓汀，于是有 z忤
式＋ … ＋z!_2 = S,，所以s,,S R，户三者相互独立．并有

n -2
S,I(J'2 = I (z/(J'） 2 - X2(n - 2), 

i = I 

在队＝0时，

沪2 =（气） 2 
～欢1)'

证明完成
如同方差分析那样，我们可以考虑采用如下F作为检验问题(8.4.10)的检验统计量：

F = sR 

se/（ n  -2).

在/31 = 0时，F～F(fR,fe)，其中儿＝I,f,=n-2．对于给定的显著性水平a，其拒绝域为
F ;;;: F 1 _J 1, n - 2). 

整个检验也可列成一张方差分析表．检验也可用p值进行．
例8.4.3 在合金钢强度的例8.4.2中，我们已求出了回归方程，这里我们考虑关

于回归方程的显著性检验．经计算有
s T = l = 345.06 ＂� ， fr = 11' 

^2 S R = /3 ） 从＝132.662 X 0. 01 8 6 = 327.34, 八＝l'
S, = Sr - S R = 345.06 - 327.34 = 17. 72, /, = 10. 

把各平方和与自由度移入方差分析表，继续进行计算，具体见表 8.4.3.

表 8.4.3 合金钢强度与碳含量回归方程的方差分析表

来源

回归

平方和 自由度

儿＝1

均方 F 比

S, = 327.34 MSR = 327.34 184.94 
p 值

0.000 0 
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续表

来源 平方和 自由度 均方 F比 p值

残差 s俨＝17.72 J,= 10 MS,= 1.77 
总计 s, = 345.06 fr= 11 

这里p值很小，因此，在显著性水平0.01下回归方程是显著的．

二、 t 检验

对H。孔＝0的检验也可基于t分布进行由于B 1 ~N（因f) ：长扩(n-2)，且与i 1

相互独立 ，因此在凡为真时，有

Blt = ～ t(n - 2)， 
句汇

(8.4. 17) 

其中6=✓S,I(n-2) ，由于亿 ＝
0. 6 ^  

/3I J
C —，因此称6^ ＝ -—为/3 I的标准误，即/3 I的标准差的

BI 汇
估计．（8.4.17)式表示的t 统计量可用来检验 假设 H。．对给定的显著性水平a，拒绝域为

W = ! I t I > t I -a/2 (n - 2) J. 
注意到t2 =F，因此，t 检验与F 检验是等同的．
以例 8.4.2中数据为例，可以计算得到

132.66 t = - = 13.599 1. 
卢／三

若取a = 0.01，则t。“5(10)= 3.169 3,由千13.599 I >3. 169 3，因此，在显著性水平0.01
下回归方程是显著的．

三、相关系数检验

考察 一元线性回归方程能否反映两个随机变量 x与y间的线性相关关系时，它的
显著性检验还可通过对二维总体相关系数p的检验进行．它的一对假设是

H。 :p = 0 VS H, :p'F 0. (8.4.18) 
所用的检验统计量为样本相关系数

I (x, 云）（ y, 分） l,r
r = � =--===, (8. 4. 19) ✓2 (x, －X) 2 2(y， 分） 2 喜

＇

其中(x;,y;)(i=l,2,…，n)是容量为n的二维样本．
利用施瓦茨不等式可以证明：样本相关系数也满足Ir I� 1，其中 等号成立的条件

是存在两个实数a与b，使得对i=I, 2,…,n儿乎处处有 Y; = a+bx,．由此可见，n个点
(x;,Y;)(i=l,2,…，n)在散点图上的位置与样本相关系数r有关，譬如：

• r ＝ 士 1,n个点完全在一条上升或下降的直线上．
• r>O，当x增加时，y有线性增加趋势，此时称正相关 ．
• r<O，当x增加时，y反而有线性减少趋势，此时称负相关
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• r = O,n个点可能杂乱无章，也可能呈某种曲线趋势，此时称不相关．
根据 样本相关系数的上述性质，检验(8.4.18)中原假设H。:p = O的拒绝域为W=

{ |r虔CI，其中临界值c可由 H。:p = O 成立时样本相关系数的分布 定出，该分布与自由
度n-2有关．

对给定的显著性水平 a，由 P(W)= P(lrl ::::c)= a知 ，临界值c应是H。:p = O成立下
Ir I的分布的1-a分位数 ，故可记为c =r 1_0(n-2) ．我们还可以用F分布来确定 临界值

C ，下面加以叙述

而

由样本相关系数的定义可以得到统计量r与F之间的关系
l 2 

r 2 =—'.::__=—= ＝ 
SR SR SRIS, 

l,,lyy ST SR + S, SR IS, + l, 

MS8 SH (n -2)SR 
F = —=

MSe S,／（n- 2) = se 
两者综合，可得

F 
r = 

F+(n-2)
. 

这表明，Ir I是F的严格单调增函数 ，故可以从F分布的1-a分位数F1 _0(l,n-2)得到
Ir I的1-a分位数为

c =r 1 _Jn-2) = ✓F,_Jl,n-2) +n-2
F尸Jl,n-2)

譬如，对 a= 0.01,n= 12 ，查表知F099(I,10) = 10.04，于是

ro99(10) = ✓ 10.04 
= 0.707 8

10.04 + 10 
为实际使用方便，人们已对r 1 _Jn-2)编制了专门的表 ，见附表9.

以例8.4.2 中数据为 例，可以计算得到
2.467 5 

r = - =0.9740. ✓O.Ol8 6 x 345.0 6
若取a= 0.01 ，查附表9 知则r099(10)= 0.708 ，由于0.974 0>0. 708，因此 ，在 显著性

水平0.01下回归方程是显著的．
注：上述三个检验在考察一元线性回归时是等价的，但在多元线性回归场合，经推

广F检验仍可用 ，另两个检验就无法使用了．

8.4.5 估计与预测

当回归 方 程经过检 验 是 显 著 的后， 可 用来作估 计和预测．这 是两 个不同
的问题：

· 当x =x。时，寻求均值E(y。)＝f3。+f3 1x。的点估计与区间估计（注意这里E(y。)是
常量），这是估计问题．

· 当x =x。时，y。的观测值在什么范围内？由于y。 是随机变量 ，一般只求一个区

间 ，使y。落在这一区间的概率为I-a，即要求8 ，使P(ly。分。1:::::8)=1-a， 称 区间［；广
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8,y0+8］为y。的概率为 1-a 的预测区间 ，这是预测问题．

一、E(y。)的估计

在x=x。时 ，其对应的因变量y。是 一个随机变量，有一个分布，我们经常需要对该
分布的均值给出估计．我们知道，该分布的均值E(y。)＝f3。+f3IX 。，因此，一个直观的估计
应为

E(y。) ＝ B。 + B心
简单起见，我们习惯上将上述估计记为；。（注意，作为估计这里人 表示的是E(y。)的
估计，而不表示 y。的估计，因为y。是随机变量，它不能被估计，但对其可以作预测．事
实上，若预测y。的最可能取值，则y。的点预测也是；。）．由于因，瓦分别是队，队的无
偏估计，因此，人也是E(y。)的无偏估计，

为得到E(y。)的 区间估计，我们需要知道人的分布由定理8.4.1可得

io =瓦＋加。 ～N((3。 + BIX 。.（［ + (x。
l/x

x)) 叶，

又由定理8.4.3知，S，／矿 ～X2(n-2)且与§产；噙(x。气）相互独立， 记

则

^2 s 
6 = ，n -2 

- 2 I (X。 -x)
— + (T n · lu v y。-E(y。)

-t(n -2). 

于是 E(y。)的1-o的置信区间是

- 2 
^ ／） （x。 - x)

6 — + 
n l 

XX 

^ ^ [ y。-8。,y。 + 8。]，
其中

8。 = t,_012(n -2) U

二、Yo 的预测区间

1 (x。 -x) 2

－ ＋ 
n. l .xx 

(8.4.20)

(8.4.21)

(8.4.20)式给出了x=x。时对应的因变董的均值E(y。)的区间估计，实用中往往
更关心 x=x。时对应的因变量y。的取值范围．我们举 一 个不是非常贴切的例子说明
这两者之间 的差别：设想你要去买一台某厂生产的某种型号的液晶电视 ，则你很关
心液晶电视的寿命一它能正常使用多长时间 ，液晶电视的寿命是 一 个随机变量，
该厂生产的该型号的液晶电视寿命有一 个分布，其均值就是它的平均寿命 ，当然，这
是一 个重要的质量指标，我们可以对它给出估计，譬如，平均寿命的0. 95置信区间
为(3, 7)（单位：万小时）．然而，作为消费者，我们更关心的可能是所购买的这台液
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晶电视的寿命在 一 个什么范围内，我们所购买的这台液晶电视的寿命是 一 个随机变
量，能否对该随机变量的取值给出 一 个预测区间呢？这就是我们这里要讨论的预测
问题

事实上，y。 ＝ E(y。)＋c，由千通常假定e ~N(0，矿） ， 因此，y。的最可能取值仍然为
ro，于是我们可以使用以；。为中心的一个区间

[i。- 8, ；。 + S] (8.4.22) 

作为y。的取值范围，为确定8的值，我们需要如下的结果：由于y。与人独立，故

因此有
y 。 -yO - N(0, (1 + + +伈

。
l/X X)2) 叶

~t(n -2), 

;; I 1 +— + I (x。 -x) 2 

n l 

Yo - Y。

"
从而 (8.4.22) 表示的预测区间 中6的表达式为

I (x。－云） 2 
8 = 8(X。) ＝ t 1 _ 012 (n - 2) � / 1 + — + ． （8.4.23)n 

上述预测区间与E(y。)的置信区间(8. 4. 21)的差别就在于根号里多个l，计算时要注
意到这个差别，这个差别导致预测区间要比置信区间宽很多．

由(8.4.23) 式可以看出预测区间的长度 28 与样本量 n,x的偏差平方和 l“' X。到；
的距离 1 元。五 I 有关．X。愈远离元预测精度就愈差当 X。任[ X(I)' X(n) ] 时，预测精度可能
变得很差，在这种情况下的预测称作外推，需要特别小心．另外，若凡，无2 , …，气较为集
中时，那么伈就较小，也会导致预测精度的降低．因此，在收集数据时要使 X1, X2, ·••，丸
尽量分散，这对提高精度有利．图 8.4.2(a) 给出在不同的 x 值上预测区间的示意图：在
兀五处预测区间最短，远离；的预测区间愈来愈长，两端呈喇叭状

40 

35 

30 

25 

20, ____, z 
15卜 才
10匕/

5 2 3 Xo 4 5了6 7 8 9 10 。
(a) 精确预测区间 (b)近似预测区间

图8.4.2 预测区间示意图



§ 8.4 一元线性回归Ill
当n较大时（如n>30),t分布可以用正态分布 近似，进一步，若x。 与;相差不大时，8可以近似取为

＾ O = U l -a/2(T， 其中 U l-a/2是标准正态分布的l-a/2分位数，见图8.4.2 (b)例8.4.4 在例8.4.2 中，如果x。= 0.16，则得预测值为
Yo = 28.12 + 132.66 X 0.16 = 49.35. 

(8.4.24) 

若取 lY = 0.05，则t0975 (10) = 2.228 I，又6＝ ✓17.72/(12-2) = 1.331 2，应用(8.4.21)式，
� = 0.86. I (0.16 - 0.158 3) 2 On = 2.228 J X J.33J 2 X—+ 

故X 。= 0.16对应因变蜇y。的均值 E(y。)的0.95置信区间为[ 49.35 土 0.86] = [ 48.49, 50. 21 ]. 应用(8.4.23)式，
8 = 2. 228 l X l. 33 l 2 X 

从而y。的概率为0.95的预测区间为
l (0. 16 - 0. 158 3) 2 l + - +...:________:.. = 3. 09 12 0.018 6

[ 49.35 土 3.09] = [ 46.26,52.44]. 
， 

我们可以清楚地看到，E(y。)的0.95置信区间 比y。的概率为0.95的预测区间窄很多，这是因为随机变量的均值相对于随机变量本身而言波动更小．如果求近似预测区间，则可按(8.4. 24)式计算，由于 Uo_975 
= J. 96，故有8 � J.96 X 

1.331 2=2.61，则所求区间为[ 49.35 - 2.61,49.35 + 2.61] = [ 46.74,51.96]. 
此处近似 预测区间 与精确预测区间相差较大，主要是因为n较小的原因．下面我们以一 个完整的例子把本节内容重新梳理 一 遍．例8.4.5 在动物学研究中，有时需要找出某种动物的体积与质量的关系．因为动物的质量 相对而言容易测量 ，而测量 体积比较困难，因此，人们希望用动物的质量 预测其 体积下面是18只某种动物的体积与质量 数据，在这里，动物 质量被看作自变量 ，用x表示，单位为kg，动物 体积则作为因变截，用y表示，单位为dm 3 , 18组数据列于表8.4.4中． 表8.4.4 18 只某种动物的体积 y 与质量 x 数据

X y 无 y X y 
10.4 10.2 15.1 14.8 16 5 15.9 
10.5 10.4 15.1 15.1 16. 7 16.6 
11. 9 I I. 6 15. I 14.5 17. I 16.7 
12.1 11. 9 15.7 15. 7 17.1 16.7 
13 8 13.5 15.8 15.2 17.8 17.6 
15.0 14.5 16.0 15.8 18.4 18.3 
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为能用动物质量估计动物体积，必须建立动物体积 y关于动物质量 x的回归方程．
首先我们用这 18组数据画出散点图，见图 8.4.3.

19
18
17
16
15
14
13
12
11 

还
迁
泰
芯

． ． 
• • ．

 
．

 ． 
13．

 •• 

10且
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 

动物质量

图8.4.3 动物体积与动物质董的散点图

从散点图我们发现 18个点基本在一条直线附近，这说明两个变量之间在质量为
10 kg 到20 kg 内有一个线性相关关系，下面求该线性回归方程，计算过程见表 8.4.5.

表 8.4.5 动物体积与质量数据的计算表

2父，＝ 270.1

x= 15.005 6 

Ix; =4 149.39 

n歹＝4 053.000 6 
l,, = 96. 389 4 

n= 18 

2 X, y, ＝4 071.71 

几 x y= 3 976.472 2 

I,,= 95. 237 8 

Ir, = 265.o 

y = 14.722 2 

Ir'.= 3 996.14 

n了＝3 901.388 9 
l = 94.751 I ＇， 

B l =l /l = xy ” 0.988 I 
＾ ＾
f3。 = r - f3, x = - o. 104 8 

由此给出回归方程为

y = - 0.104 8 + 0.988 Ix.

接下来我们考虑关于回归方程的显著性检验．经计算有

Sr = l11 = 94.751 I, 

(8.4.25) 

fr = 17' 

SR
= p讥＝0.988 1 2 X 96. 389 4 = 94. 109 0, 儿＝1'

S, = ST - SR = 0.642 1, 

把诸平方和移入方差分析表上，继续计算，具体见表 8.4.6.

J, = 16. 
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§ 8.4 —元线性回归Ill

表8.4.6 动物体积与质量回归方程的方差分析表
平方和 自由度 均方 F比 p值来源

回归
残差
总计

SR= 94.109 0 
S, = 0.642 I 

儿＝ 1 
f, = 16 
fT = 1 7 

MS• = 94.109 0 
MS, =0.040 I 

2 346.9 0.000 0 

Sr= 94.751 I 

因p值很小，在显著性水平0.01下回归方程是显著的．
如果测得某动物的质量为x。 = I 7.6 kg，则由(8.4.25)式，该质量对应动物平均体积

的估计值为
;。 ＝ -0.104 8 + 0.988 I x 17.6 = 17.285 8.

若取a = 0.05，则 t0 975 (I 6) = 2. I I 9 9，又6＝汃汀面汀－ ＝0.200 2，应用(8.4.23)式，

o = 2. I I 9 9 x 0. 200 2 x F卢十 ( 17.6
9
谥� = 0.450 2,

从而该质僵对应动物体积的概率为0.95的预测区间为
[ 17. 285 8 - 0.450 2, I 7. 285 8 + 0. 450 2] = [ I 6. 835 6, 17. 736 0]. 

用(8.4. 24)式可以求近似预测区间，由于 Uo. 975 = l. 96，故有0 = l. 96 X 0. 200 2 =
0.392 4，则所求区间为

[ 17.285 8 -0.392 4,17.285 8 + 0.392 4] = [ 16.893 4,17.678 2]. 
此处近似预测区间与精确预测区间差距已不大了，当n更大一 些，两者差距会更小
一 些． r 习 题 8-4 、

1假设回归直线过原点 ， 即 一 元线性回归模型为
Y, = f3 x, + e』,i = 1,2,...,n, 

E (e.) = 0, Var ( , Var(e) = er ， 诸观测值相互独立
(I)写出f3的最小二乘估计和 (Tl 的无偏估计 ，

(2)对给定的 XO ，其对应的因变呈均值的估计为ro,求Var(Yo )
2设回归模型为

{Y, = f3。 十 扣，＋ c i,L = 1,2, ， n, 
各e,独立同分布，其分布为N(O，矿）

试求B。,/3 I 的最大似然估计，它们与其最小二乘估计一 致吗？
3.在回归分析计算中，常对数据进行变换

其中c 1,c2,d

"'Y, - c, "'x, - C 

Y, = 2 x』= ，i = 1,2, ···,n, d , d2 

(d 1 >0),d2 (d2 >0)是适当选取的常数
(I)试建立由原始数据和变换后数据得到的最小二乘估计、总平方和、回归平方和以及残差平

方和之间的关系 ，
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Ill 第八章 方差分析与回归分析

(2) 证明由原始数据和变换后数据得到的 F检验统计量的值保持不变
4.对给定的n组数据(x,,y,),i=l,2,···,n，若我们关心的是y如何依赖x的取值而变动，则可以

建立回归方程
y = a+ b父．

反之，若我们关心的是x如何依赖y的取值而变动 ， 则可以建立另 一 个回归方程
; = C + dy. 

试问这两条直线在直角坐标系中是否重合？为什么？若不重合， 它们有无交点？若有，试给出交点
的坐标

5为考察某种维尼纶纤维的耐水性能，安排了 一组试验，测得其甲醇浓度x及相应的＂ 缩醇化
度” y数据如下

父 18 20 22 24 26 28 30 
y 26.86 28.35 28.75 28.87 29.75 30.00 30.36 

(I) 作教点图 ，

(2)求样本相关系数 ，

(3)建立 一 元线性回归方程，

(4)对建立 的回归方程作显著性检验(a = 0.01).
6.测得 一组弹簧形变x（单位cm) 和相应的外力y（单位N) 数据如下

y
 

1.2 1.4 1.6 I. 8 2.0 2.2 2.4 2.8 3.0 
X 3.08 3.76 4.31 5.02 5.51 6.25 6.74 7.40 8.54 9.24 

由胡克定律知y =k义，试估计k，并在x= 2.6 cm处给出 相应的外力y的0.95预测区间
7.设 由 （气，Y,) (i= 1,2,...,n)可建立一 元线性回归方程，；，是由回归方程得到的拟合值，证明

样本相关系数r满足关系
2

2

,

＇
·

 

-r
-r

 

－

－

 

'

,

 

r̂

r

,
I ,

_
 

n
25

n
2i 

＝
 

上式也称为回归方程的决定系数
8.现收集了16组合金钢中的碳含量x及强度y的数据，求得

x = 0.125, y = 45 .788 6, l., = 0.302 4, l,, = 25.521 8, l = 2 432.456 6.rr 
^ ^ (I)建立y关于x的一 元线性回归方程y= /3。书 ， X;

^ ^ (2)写出B。和/3 I 的分布 ，

(3)求P。和/3 I 的相关系数，
(4)列出对回归方程作显著性检验的方差分析表(a=0.05),
(5)给出 B

1
的0.95置信区间 ．

(6)在x= 0.15时求对 应的y的0.95预测区间
9设回归模型为{'y =B。书 ， x ,+E, 1 现收集了15组数据，经计算有E,~N(0 ，矿），

x = 0.85, r = 25.60, l = 19.56, 
Z2 

l = 32.54,直y
l = 46.74

yy ， 
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§ 8.5 一元非线性回归 Ill

后经核对 ， 发现有一组数据记录错误，正确数据为(I. 2, 32.6)，记录为(1.5,32.3).
(I) 求/30 ,/3I修正后的LSE,

(2)对回归方程作显著性检验 (er = 0.05),

(3)若XO = I. I ，给出对应响应变量的0.95 预测区间 ．

10在生产中积累了32组某种铸件在不同腐蚀时间x下腐蚀深度y的数据 ，求得回归方程为

y = - 0.444 I + 0.002 263x,

且误差方差的无偏估计为; 2 =0.001 452 ， 总偏差平方和为0.124 6 

(I)对回归方程作显著性检验(er = 0.05) ， 列出方差分析表 ，

(2)求样本相关系数 ，

(3)若腐蚀时间x = 870 ， 试给出y的0.95近似预测区间
11我们知道营业税税收总额y与社会商品零售总额x有关为能从社会商品零售总额去预测税

收总额，需要了解两者之间的关系．现收集了如下9组数据（单位亿元）

序号 社会商品零售总额 营业税税收总额

142.08 3.93 

23456789 
177.30 5.96 

204.68 7.85 

242.68 9.82 

316.24 12.50 

341. 99 15.55 

332.69 15. 79

389.29 16.39 

453.40 18.45 

(I)画散点图 ，

(2)建立 一 元线性回归方程 ，并作显著性检验（取a = 0.05)，列出方差分析表 ，

(3)若已知某年社会商品零售总额为300亿元，试给出营业税税收总额的概率为0.95的预测

区间 ，

(4)若已知回归直线过原点，试求回归方程 ，并在显著性水平0.05下作显著性检验．

§ 8.5 一元非线性回归

有时，回归函数并非是自变量的线性函数，若通过变换可以将之化为线性函数，从
而可用一元线性回归方法对其分析，这是处理非线性回归问题的一种常用方法．下面
以一个例子说明上述非线性回归的分析步骤．

例8.5.1 炼钢厂出钢水时用的钢包，在使用过程中由于钢水及炉渣对耐火材料的
侵蚀，其容积不断增大．钢包的容积用盛满钢水时的质量y （单位：kg)表示，相应的使
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Ill 第八章 方差分析与回归分析

用次数用x表示数据见表8.5.1，要找出y与x的定量关系表达式
表8.5.1 钢包的质呈y与使用次数x数据

序号 X y 序号 X y 

2 106.42 8 II 110.59 
2 3 108.20 9 14 110.60 
3 4 109.58 10 15 110.90 
4 5 109.50 II 16 110.76 
5 7 110.00 12 18 111.00 
6 8 109.93 13 19 111.20 
7 IO 110.49 

下面我们分三步进行．

8.5.1 确定可能的函数形式

为对数据进行分析，首先描出数据的散点图，判断两个变量之间可能的函数关系，
图8.5.l是本例的散点图

>、

1

0

9

8
 

l

I

O

O

 

l

l

l

l

107 

106 

． ． ． • • ．
 

． 
• • • • 

．
 ．

 。 10 
X 

20 

图 8.5.1 钢包质量与使用次数散点图

观察这13个点形成的散点图，我们可以看到它们并不接近 一 条直线，用曲线拟合
这些点应该是更恰当的．这里就涉及如何选择曲线函数形式的问题，首先，如果可由专
业知识确定回归函数形式，则应尽可能利用专业知识．若不能由专业知识加以确定函
数形式，则可将散点图与一 些常见的函数关系的图形进行比较，选择几个可能的函数
形式，然后使用统计方法在这些函数形式之间进行比较，最后确定合适的曲线回归方
程为此，必须了解常见的曲线函数的图形，见图8.5.2.

本例中，散点图呈现一个明显的向上且上凸的趋势，可能选择的函数关系有很多，
比如，参照图8.5.2，我们可以给出如下四个曲线函数：

I b 
(1) -=a+-, 

y X 

(2) y=a+blnx,

(3) y=a+b石，
(4) y-IOO=ae-blx (b>O).

(8.5.l) 

(8.5.2) 

(8.5.3) 
(8.5.4) 
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函数名称l函数表达式1
双曲线函 数

幕函数

指 数 1函 数 1

对数函 数

S形曲 线

I b - = a+-
r 又

h y = ax 

妇y = ae 

h/` y = ae 

y = a+blnx 

I y = -, a+be 

I 

§ 8.5 一元非线性回归 Ill

图 像 线性化方法
Y+ ^、n yt l I 
卢三：二

v =－y I u = -
a 

y 飞 b=I a\ 
v = In y u = In x 

X 。 X y v = ln y u = x 
。 X 。 X 

Y♦ b<O a 厂/乏
v = In y I u = — 

。 X X y b>O b<O 
＼ 

v = y u = ln x 
X u 、 X 

y I I a v = －— 
＿

戈u = e 。 X 图8.5.2 部分常见的曲线函数的图形
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Ill 第八章 方差分析与回归分析

在初步选出可能的函数关系（即方程）后，我们必须解决两个问题：
· 如何估计所选方程中的参数？这在 8.5.2 中讨论．

· 如何评价所选不同方程的优劣？这在 8.5.3 中介绍．

8.5.2 参数估计

对形如 (8.5.1) 式至 (8.5.4) 式的非线性函数，参数估计最常用的方法是 ＂ 线性化 ”

方法，即通过某种变换，将方程化为一元线性方程的形式．
以 (8.5.1) 式为例，为了能采用一元线性回归分析方法，我们作如下变换：

，
 

l-
X

＝
 

u ，
 

l-
Y

＿＿
 

v

则 (8.5.1) 的曲线函数就化为如下的直线：

v = a + bu, 

这是理论回归函数．对数据而言，回归方程为
v = a + bu + c'，｀ ｀ 

于是可用一元线性回归的方法估计出a,b．图 8.5.3 给出变换后的数据的散点图．
从图8.5.3 上看出可以认为所有的点近似在一条直线上下波动，因此，建立 一 元线

性回归方程是可行的．整个计算过程及估计列于表 8.5.2 和表8.5.3 中

x lO-3

9.4 

9.3 

., 9.2 

9.1 

9.0 

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 

图 8.5.3 变换后数据的散点图

表8.5.2 钢包数据的变换值

x
 y

 
u=)Ix v = 1/y u 

l 
UV 

2

3

4

 

106.42 

108.20 

109.58 

0.500 000 

0.333 333 

0.250 000 

0.009 397 

0.009 242 

0.009 126 

0.250 000 

0.111 111 

0.062 500 

0.004 698 

0.003 081 

0.002 281 
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续表

u = 1/x v = 1/y y u UV

5 109.50 0.200 000 0.009 132 0.040 000 0.001 826 
7 110.00 0. 142 857 0.009 091 0.020 408 0.001 299 
8 109.93 0.125 000 0.009 097 0.015 625 0.001 137 
IO I 10.49 0. 100 000 0.009 051 0.010 000 0.000 905 
II I 10.59 0.090 909 0.009 042 0.008 264 0.000 822 
14 110.60 0.071 429 0.009 042 0.005 102 0.000 646 
15 110.90 0.066 667 0.009 017 0.004 444 0.000 601 
16 110.76 0.062 500 0.009 029 0.003 906 0.000 564 
18 111.00 0.055 556 0.009 009 0.003 086 0.000 501 
19 111.20 0.052 632 0.008 993 0.002 770 0.000 473 

合计 2.050 881 94 0.118 266 72 0.537 217 98 0.018 834 95 

均值 0.157 760 15 0.009 097 44 

注：为了下面的计算需要，表中合计与均值两行取 8 位小数．

Iu, = 2.050 881 94 

u = 0. 157 760 15 

2 汒＝ 0.537 217 98 

n芷＝0.323 547 44 
l = 0. 213 670 54
uu 

表 8.5.3 参数估计计算表

n= 13 

LU.V = 0.018 834 95 '' 
n uv = 0.018 657 78 

l = 0. 000 I 77 I 7
u, 

b=l IL =0.000 829 17“' ”“ 
^ - -a = v-bu = 0.008 966 63 

＾ 兀
y= 0.000 829 17+0.008 966 63x 

用类似的方法可以得出其他三个曲线回归方程，它们分别是

y = 106.314 7 + 3.946 61n x, 

y = 106.301 3 + 1.194 7五，

i = 100 + 11.750 6e-1.12561%.

8.5.3 曲线回归方程的比较

芝V = 0.118 266 72 ， 

ii = 0. 009 097 44 

我们上面得到了四个曲线回归方程，在这四个方程中，哪一个更好 一 点呢？通常
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可采用如下两个指标进行选择．
(I) 决定系数 R l．类似千一元线性回归方程中相关系数，决定系数定义为

2 (y气）
2

R 2 = I -�. (8. 5. 5) 
I (yj分）＇

R
2 越大，说明残差越小， 回归曲线拟合越好， R

2 从总体上给出一个拟合好坏程度的
度量．

(2)剩余标准差s．类似于一元线性回归中标准差的估计公式，此剩余标准差可用
平均残差平方和来获得，即

s= (8.5.6)
s为诸观测点 Y，与由曲线给出的拟合值；，间的平均偏离程度的度量，s越小，方程越好．

在观测数据给定后，不同的曲线选择不会影响 2(Y，一 i广的取值，但会影响到残
差平方和 2(r, ＿;，广的取值因此，对选择的曲线而言，决定系数和剩余标准差都取
决于残差平方和I(y 才），从而两种选择准则是一致的，只是从两个不同侧面作出
评价

表8.5.4给出第一个曲线回归方程的残差平方和的计算过程．由于几 ＝ 13, : (y i -
y广＝21.210 5,故其决定系数及剩余标准差分别为

0.574 3 /0.574 3 
R 2 = I - � = 0. 972 9, s = � = 0. 228 5 

其他三个方程的决定系数及剩余标准差可同样计算，我们将它们列在表8.5.5中．

Y, 
＾ y, 

106.42 106.596 
108.20 108.190 
109.58 109.005 
109.50 109.499 
110.00 110.071 
109.93 110.250 
I 10.49 110.503 

表8.5.4 第一个方程的残差平方和计算表
^ ^ e, =r,-r, 

-0.176 001
0.010 252
0.575 373
0.000 526

-0.070 543
-0. 320 225
-0.012 769

2 e ， 
0.030 976 
0.000 105 
0.331 054 
0.000 000 
0.004 976 
0.102 544 
0.000 163 

Y, 
＾ y, 

I 10.59 110.595 
110.60 110.793 
110.90 110.841 
110.76 I 10.884 
111.00 110.955 
111.20 110.984 

和
注：？ ， 用3位小数 ， 实际计算中用的是？ ， 的6位小数

＾ ＾ e, =y,－y, 
-0.004 890
-0.192 810

0.058 701
-0.123 761

0.045 397
0.215 541

l e ， 
0.000 024 
0.037 176 
0.003 446 
0.015 317 
0.002 061 
0.046 458 
0.574 3 
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表8.5.5 四种曲线回归的决定系数及剩余标准差

模型编号

R l 0.972 9 
0.228 5 

3
4

7
6

 

71
8

-
8
4

2
 

0
0

3 

0. 785 I
0.643 7

3
6

 

2
9

4

6
6

 

9
2

o
o

 

从表8.5.5中可以看出，第一个曲线方程的决定系数最大，剩余标准差最小，在这
四个曲线回归方程中，不论用哪个标准，都是第一个方程拟合得最好．因此，近似得比
较好的定量关系式就是

^ X 
y =

0. 000 829 17 + 0. 008 966 63x ·

r 习题8.5 7 
i．设曲线函数形式为)=a+bln x ， 试给出 一 个变换将之化为 一 元线性回归的形式

2设曲线函数形式为y=a+b石 ，试给出 一个变换将之化为一元线性回归的形式

3设曲线函数形式为)-IOO=ae 丑b (b>O) ， 试给出—个变换将之化为一 元线性回归的形式

4设曲线函数形式为)'=a+eb' ， 问能否找到一个变换将之化为一元线性回归的形式？若能 ，试给

出，若不能 ， 说明理由

5设曲线函数形式为y= ，问能否找到 一个变换将之化为一 元线性回归的形式？若能 ， 试
a+be-• 

给出 ，若不能 ， 说明理由

6设曲线函数形式为y=ae'/' ， 问能否找到一个变换将之化为一元线性回归的形式？若能，试给

出，若不能 ， 说明理由

7为了检验X射线的杀菌作用，用200 kV的X射线照射杀菌，每次照射6 min，照射次数为x ， 照

射后所剩细菌数为） ， 下表是 一 组试验结果

X y X, ） X ）｀ 

783 8 154 15 28 
2 621 9 129 16 20 
3 433 10 103 17 16 
4 431 11 72 18 12 
5 287 12 50 19 9 

6 251 13 43 20 7 
7 175 14 31 

根据经验知道y关于x的曲线回归方程形如
＾ 加y = ae , 

试给出具体的回归方程，并求其对应的决定系数R 2 和剩余标准差s

，本章小结
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附表

表1 泊松分布函数表
P(X,;; k) 之凸 一 人

，二。 i!
k k 

入 入。 I 2 3 4 5 6 7 8 。 I 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

0.1 0. 905 0. 995 I. 000 2.1 0. 122 0. 380 0. 650 0. 839 0. 938 0. 980 0. 994 0. 999 I 000
0.2 0.819 0.982 0.999 1.000 2.2 0.111 0.355 0.623 0.819 0.928 0.975 0.993 0.998 1.000 
0.3 0. 741 0. 963 0. 996 I. 000 2.3 0.100 0.331 0.596 0.799 0.916 0.970 0.991 0.997 0.999 1.000 
0.4 0.670 0.938 0.992 0.999 1.000 2.4 0. 091 0. 308 0. 570 0. 779 0. 904 0. 964 0. 988 0. 997 0. 999 I. 000 
0.5 0. 607 0. 910 0. 986 0. 998 I. 000 2.5 0.082 0.287 0.544 0.758 0.891 0.958 0.986 0.996 0.999 1.000 
0.6 0. 549 0. 878 0. 977 0. 997 I. 000 2.6 0. 074 0. 267 0. 518 0. 736 0. 877 0. 951 0. 983 0. 995 0. 999 I. 000 
0.7 0. 497 0. 844 0. 966 0. 994 0. 999 I. 000 2.7 0.067 0.249 0.494 0.714 0.863 0.943 0.979 0.993 0.998 0.999 1.000 
0.8 0. 449 0. 809 0. 953 0. 991 0. 999 I. 000 2.8 0. 061 0. 231 0.469 0. 692 0. 848 0. 935 0. 976 0. 992 0. 998 0. 999 I. 000
0.9 0.407 0.772 0.937 0.987 0.998 1.000 2.9 0.055 0.215 0.446 0 670 0.832 0.926 0.971 0.990 0.997 0.999 1.000 
1.0 0. 368 0. 736 0. 920 0. 981 0. 996 0. 999 I. 000 3.0 0.050 0. 199 0.423 0.647 0.815 0.916 0.966 0.988 0.996 0.999 1.000 
I. I 0.333 0.699 0.900 0.974 0.995 0.999 1.000 3.1 0. 045 0. 185 0.40 I 0. 625 0. 798 0. 906 0. 961 0. 986 0. 995 0. 999 I. 000
I. 2 0.301 0.663 0.879 0.966 0.992 0.998 1.000 3.2 0.041 0.171 0.380 0.603 0.781 0.895 0.955 0.983 0.994 0.998 1.000 
I. 3 0.273 0.627 0.857 0.957 0.989 0.998 1.000 3.3 0.037 0. 159 0.359 0.580 0.763 0.883 0.949 0.980 0.993 0.998 0.999 1.000 
1.4 0. 24 7 0. 592 0. 833 0. 946 0. 986 0. 997 0. 999 I. 000 3.4 0.033 0.147 0.340 0 558 0.744 0.871 0.942 0.977 0.992 0.997 0.999 1.000 
l. 5 0.223 0.558 0.809 0.934 0.981 0.996 0.999 1.000 3.5 0.030 0.136 0.321 0.537 0.725 0.858 0.935 0.973 0.990 0.997 0.999 1.000 
I. 6 0.202 0.525 0.783 0.921 0.976 0.994 0.999 1.000 3.6 0. 027 0. 126 0. 303 0. 515 0. 706 0. 844 0. 927 0. 969 0. 988 0. 996 0. 999 I. 000 
I. 7 0.183 0.493 0.757 0.907 0.970 0.992 0.998 1.000 3.7 0. 025 0. 116 0. 285 0.494 0. 687 0. 830 0. 918 0. 965 0. 986 0. 995 0. 998 I. 000 
I. 8 0. 165 0. 463 0. 7 3 I 0. 891 0. 964 0. 990 0. 997 0. 999 I. 000 3 8 0. 022 0. I 07 0. 269 0.4 73 0. 668 0. 816 0. 909 0. 960 0. 984 0. 994 0. 998 0. 999 I. 000 
I. 9 0.150 0.434 0.704 0.875 0.956 0.987 0.997 0.999 1.000 3.9 0. 020 0. 099 0. 253 0 453 0. 648 0. 80 I 0. 899 0. 955 0. 981 0. 993 0. 998 0. 999 I. 000
2.0 0.135 0.406 0.677 0.857 0.947 0.983 0.995 0.999 1.000 4.0 0.018 0. 092 0. 238 0.433 0. 629 0. 785 0. 889 0. 949 0. 979 0. 992 0. 997 0. 999 I. 000 



续表

入 I 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 
5 0.007 0.040 0.125 0.265 0.440 0.616 0.762 0.867 0.932 0.968 0.986 0.995 0.998 0.999 1.000 
6 0.002 0.017 0.062 0.151 0.285 0.446 0.606 0.744 0.847 0.916 0.957 0.980 0.991 0.996 0.999 
7 0.001 0.007 0.030 0.082 0. 173 0.301 0.450 0.599 0.729 0.830 0.901 0.947 0.973 0.987 0.994 
8 0.000 0.003 0.014 0.042 0.100 0.191 0.313 0.453 0.593 0.717 0.816 0.888 0.936 0.966 0.983 
9 0.000 0.001 0.006 0.021 0.055 0.116 0.207 0.324 0.456 0.587 0.706 0.803 0.876 0.926 0.959 

10 0.000 0.000 0.003 0.010 0.029 0.067 0.130 0.220 0.333 0.458 0.583 0.697 0.792 0.864 0.917 
11 0.000 0.000 0.001 0.005 0.015 0.038 0.079 0.143 0.232 0.341 0.460 0.579 0.689 0.781 0.854 
12 0.000 0.000 0.001 0.002 0.008 0.020 0.046 0.090 0.155 0.242 0.347 0 462 0.576 0.682 0.772 
13 0.000 0.000 0.000 0.001 0.004 0.01 I 0.026 0.054 0.100 0.166 0.252 0.353 0.463 0.573 0.675 
14 0.000 0.000 0.000 0.000 0.002 0.006 0.014 0.032 0.062 0. 109 0.176 0.260 0.358 0.464 0.570 
15 0.000 0.000 0.000 0.000 0.001 0.003 0.008 0.018 0.037 0.070 0.118 0.185 0.268 0.363 0.466 

入 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 
6 1.000 
7 0.998 0.999 1.000 
8 0.992 0.996 0.998 0.999 1.000 
9 0.978 0.989 0.995 0.998 0.999 1.000 

1 0  0.951 0.973 0.986 0.993 0.997 0.998 0.999 1.000 
11 0.907 0.944 0.968 0.982 0.991 0.995 0.998 0.999 1.000 
12 0.844 0.899 0.937 0.963 0.979 0.988 0.994 0.997 0.999 0.999 I 000 
13 0.764 0.835 0.890 0.930 0.957 0.975 0.986 0.992 0.996 0.998 0.999 1.000 
14 0.669 0.756 0.827 0.883 0.923 0.952 0.971 0.983 0.991 0.995 0.997 0.999 0.999 1.000 
15 0.568 0.664 0.749 0.819 0.875 0.917 0.947 0.967 0.981 0.989 0.994 0.997 0.998 0.999 1.000 

空
灿
＿＿
＿

421
 



4
2
2
 

表2 标准正态分布函数表
＿＿＿
翌
烛

中(u)
l `』

=—f-
_

e -•212 dt�) __

u 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 

0.0 

0.1 

0.2 

0.3 

0.4 

0.500 0 

0.539 8 

0.579 3 

0.617 9 

0.655 4 

0.504 0 

0.543 8 

0.583 2 

0.621 7 

0.659 I 

0.508 0 

0.547 8 

0.587 I 

0.625 5 

0.662 8 

0.512 0 

0.551 7 

0.591 0 

0.629 3 

0.666 4 

0.516 0 

0.555 7 

0.594 8 

0.633 I 

0.670 0 

0.519 9 

0.559 6 

0.598 7 

0.636 8 

0.673 6 

0.523 9 

0.563 6 

0.602 6 

0.640 6 

0.677 2 

0.527 9 

0.567 5 

0.606 4 

0.644 3 

0.680 8 

0.531 9 

0.571 4 

0.610 3 

0.648 0 

0.684 4 

0.535 9 

0.575 3 

0.614 I 

0.651 7 

0.687 9 

0.5 

0.6 

0.7 

0.8 

0.9 

0.691 5 

0. 725 7 

0. 758 0 

0.788 I 

0.815 9 

0.695 0 

0.729 I 

0.761 I 

0.791 0 

0.818 6 

0.698 5 

0. 732 4

0. 764 2

0.793 9 

0.821 2 

0.701 9 

0. 735 7

0. 767 3

0. 796 7

0.823 8 

0.705 4 

0.738 9 

0.770 4 

0. 799 5

0.826 4 

0. 708 8 

0. 742 2 

. 0.773 4 

0.802 3 

0.828 9 

0.712 3 

0.745 4 

0. 776 4 

0.805 I 

0.831 5 

0.715 7 

0.748 6 

0.779 4 

0.807 8 

0.834 0 

0.719 0 

0.751 7 

0. 782 3

0.810 6 

0.836 5 

0. 722 4 

0.754 9 

0. 785 2 

0.813 3 

0.838 9 

O
l
2
3
4

．
．
．
．
．

 

l
l
l
l
l

 

0.841 3 

0.864 3 

0.884 9 

0.903 2 

0.919 2 

0.843 8 

0.866 5 

0.886 9 

0.904 9 

0.920 7 

0.846 I 

0.868 6 

0.888 8 

0.906 6 

0.922 2 

0.848 5 

0.870 8 

0.890 7 

0.908 2 

0.923 6 

0.850 8 

0.872 9 

0.892 5 

0.909 9 

0.925 I 

0.853 I 

0.874 9 

0.894 4 

0.91 I 5 

0.926 5 

0.855 4 

0.877 0 

0.896 2 

0.913 I 

0.927 9 

0.857 7 

0.879 0 

0.898 0 

0.914 7 

0.929 2 

0.859 9 

0.881 0 

0.899 7 

0.916 2 

0.930 6 

0.862 I 

0.883 0 

0.901 5 

0.917 7 

0.931 9 



续表

u 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 

5

6

7

8

9

 

．

．

．

．

．

 

I

l

I

l

l

 

0.933 2 

0.945 2 

0.955 4 

0.964 I 

0.971 3 

0.934 5 

0.946 3 

0.956 4 

0.964 9 

0.971 9 

0.935 7 

0.947 4 

0.957 3 

0.965 6 

0.972 6 

0.937 0 

0. 948 4 

0.958 2 

0.966 4 

0.973 2 

0.938 2 

0.949 5 

0.959 I 

0.967 I 

0.973 8 

0.939 4 

0.950 5 

0.959 9 

0.967 8 

0.974 4 

0.940 6 

0.951 5 

0.960 8 

0.968 6 

0.975 0 

0.941 8 

0.952 5 

0.961 6 

0.969 3 

0.975 6 

0.942 9 

0.953 5 

0.962 5 

0.969 9 

0.976 I 

0.944 I 

0.954 5 

0.963 3 

0.970 6 

0.976 7 

2.0 

2.1 

2.2 

2.3 

2.4 

0.977 2 

0.982 I 

0.986 I 

0.989 3 

0.991 8 

0.977 8 

0.982 6 

0.986 4 

0.989 6 

0.992 0 

0.978 3 

0.983 0 

0.986 8 

0.989 8 

0.992 2 

0.978 8 

0.983 4 

0.987 I 

0.990 I 

0.992 5 

0.979 3 

0.983 8 

0.987 5 

0.990 4 

0.992 7 

0.979 8 

0.984 2 

0.987 8 

0.990 6 

0.992 9 

0.980 3 

0.984 6 

0.988 I 

0.990 9 

0.993 I 

0.980 8 

0.985 0 

0.988 4 

0.991 I 

0.993 2 

0.981 2 

0.985 4 

0.988 7 

0.991 3 

0.993 4 

0.981 7 

0.985 7 

0.989 0 

0.991 6 

0.993 6 

2.5 

2.6 

2.7 

2.8 

2.9 

0. 993 8 

0. 995 3 

0.996 5 

0.997 4 

0.998 I 

0.994 0 

0. 995 5

0.996 6 

0.997 5 

0.998 2 

0.994 I 

0. 995 6 

0.996 7 

0.997 6 

0.998 2 

0.994 3 

0.995 7 

0.996 8 

0.997 7 

0.998 3 

0.994 5 

0. 995 9

0.996 9 

0.997 7 

0.998 4 

0.994 6 

0.996 0 

0.997 0 

0.997 8 

0.998 4 

0.994 8 

0.996 I 

0.997 I 

0.997 9 

0.998 5 

0.994 9 

0.996 2 

0.997 2 

0.997 9 

0.998 5 

0.995 I 

0.996 3 

0.997 3 

0. 998 0 

0.998 6 

0.995 2 

0.996 4 

0.997 4 

0.998 I 

0.998 6 

u 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 

3

4

5

6

 

0. 9286 50 

0.9468 33 

0.9671 33 

0.99 01 34 

0. 93 03 24 

0.9479 34 

0.9683 02 

0.93 31 29 

0.9'86 65 

0.97 00 36 

6

0

0

 

6

6

1

 

1

4

2

 

5

1

4

3

5

7

 

9

9

9

 

．

．

 

o
o

o

0.93 66 31 

0.9'45 87 

0.9766 68 

0.9376 74 

0.95 66 02 

0.9781 01 

0. 93 84 09 

0.9578 88 

0.97 89 28 

0.9389 22 

0.9586 99 

0.9840 10 

0.94 27 65 

0.9620 67 

0.9866 84 

0

8

2

9

0

8

l

2

1

 

5

5

8

 

4

6

8

9

9

9

 

．

．

．

 

0
 
0
 
0
 

注：0.92 86 50表示0.998 650 ， 其他同

4
2
3
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表3 x2 分布分位数X
2

(n)表
P(X'(n),s; X2(n)) 

p 
= p 

＿＿
＿
翌
烟

0.005 0.01 0.025 0.05 0.1 0.9 0.95 0.975 0.99 0.995 

2

3

4

5

 

0.000 0 

0.010 0 

0.071 7 

0.207 0 

0.41 I 7 

0.000 2 

0.020 I 

0. I 14 8

0.297 I 

0.554 3 

0.001 0 

0.050 6 

0.215 8 

0.484 4 

0.831 2 

0.003 9 

0.102 6 

0.351 8 

0. 710 7

I. 145 5 

0.015 8 

0.210 7 

0.584 4 

1.063 6 

1.610 3 

2. 705 5

4.605 2 

6.251 4 

7. 779 4 

9.236 4 

3.841 5 

5.991 5 

7.814 7 

9.487 7 

I 1.070 5 

5.023 9 

7.377 8 

9.348 4 

11.143 3 

12.832 5 

6.634 9 

9.210 3 

11. 344 9

13.276 7 

15.086 3 

7.879 4 

10.596 6 

12.838 2 

14. 860 3 

16. 749 6 

。l

6

7

8

9

0.675 7 

0.989 3 

I. 344 4

I. 734 9 

2.155 9 

0.872 I 

1.239 0 

1.646 5 

2.087 9 

2.558 2 

I. 237 3

1.689 9 

2.179 7 

2.700 4 

3.247 0 

1.635 4 

2.167 3 

2. 732 6

3.325 I 

3.940 3 

2.204 I 

2.833 I 

3.489 5 

4.168 2 

4.865 2 

10.644 6 

12.017 0 

13.361 6 

14.683 7 

15.987 2 

12.591 6 

14.067 I 

15.507 3 

16.919 0 

18.307 0 

14.449 4 

16.012 8 

17.534 5 
19.022 8 

20.483 2 

16.811 9 

18.475 3 

20.090 2 

21.666 0 

23.209 3 

18.547 6 

20.277 7 

21.955 0 

23.589 4 

25.188 2 

11 

12 

13 

14 

15 

2.603 2 

3.073 8 

3.565 0 

4.074 7 

4.600 9 

3.053 5 

3.570 6 

4.106 9 

4.660 4 

5. 229 3

3.815 7 

4.403 8 

5.008 8 

5.628 7 

6.262 I 

4.574 8 

5.226 0 

5.891 9 

6.570 6 

7.260 9 

5.577 8 

6.303 8 

7.041 5 

7. 789 5

8.546 8 

17.275 0 

18.549 3 

19.811 9 

21.064 I 

22.307 I 

19.675 I 

21.026 I 

22.362 0 

23.684 8 

24.995 8 

21.920 0 

23.336 7 

24. 735 6

26.118 9 

27.488 4 

24. 725 0

26.217 0 

27.688 2 

29.141 2 

30.577 9 

26. 756 8 

28.299 5 

29.819 5 

31.319 3 

32.801 3 

16 

17 

18 

19 

20 

5.142 2 

5.697 2 

6.264 8 

6.844 0 

7.433 8 

5.812 2 

6.407 8 

7.014 9 

7.632 7 

8.260 4 

6.907 7 

7.564 2 

8.230 7 

8.906 5 

9.590 8 

7.961 6 

8.671 8 

9.390 5 

10.117 0 

10.850 8 

9.312 2 

10.085 2 

10.864 9 

11.650 9 

12.442 6 

23.541 8 

24. 769 0 

25.989 4 

27. 203 6

28.412 0 

26.296 2 

27.587 I 

28.869 3 

30.143 5 

31.410 4 

28.845 4 

30.191 0 

31.526 4 

32.852 3 

34.169 6 

31. 999 9

33.408 7 

34.805 3 

36.190 9 

37.566 2 

34.267 2 

35.718 5 

37.156 5 

38.582 3 

39.996 8 



续表

n, 
0.005 0.01 0.025 0.05 0.1 0.9 0.95 0.975 0.99 0.995 

21 

22 

23 

24 

25 

8.033 7 

8.642 7 

9.260 4 

9.886 2 

10.519 7 

8.897 2 

9.542 5 

10.195 7 

10.856 4 

11.524 0 

10. 282 9

10. 982 3 

11.688 6 

12.401 2 

I 3. 119 7 

11.591 3 

12.338 0 

13.090 5 

13.848 4 

14.611 4 

13.239 6 

14.041 5 

14.848 0 

15.658 7 

16.473 4 

29.615 I 

30.813 3 

32.006 9 

33.196 2 

34.381 6 

32.670 6 

33. 924 4

35.172 5 

36.415 0 

37.652 5 

35.478 9 

36. 780 7

38.075 6 

39.364 I 

40.646 5 

38.932 2 

40.289 4 

41.638 4 

42.979 8 

44.314 I 

41.401 I 

42. 795 7

44.181 3 

45.558 5 

46.927 9 

26 

27 

28 

29 

30 

11.160 2 

11.807 6 

12.461 3 

13.121 I 

13. 786 7

12.198 I 

12.878 5 

13.564 7 

14.256 5 

14.953 5 

13.843 9 

14.573 4 

15.307 9 

16.047 I 

16. 790 8 

15.379 2 

16.151 4 

16.927 9 

17.708 4 

18.492 7 

17.291 9 

18.113 9 

18.939 2 

19. 767 7

20.599 2 

35.563 2 

36.741 2 

37.915 9 

39.087 5 

40.256 0 

38.885 I 

40.113 3 

41.337 I 

42.557 0 

43.773 0 

41.923 2 

43.194 5 

44.460 8 

45.722 3 

46.979 2 

45.641 7 

46.962 9 

48.278 2 

49.587 9 

50.892 2 

48.289 9 

49.644 9 

50.993 4 

52. 335 6 

53.672 0 

31 

32 

33 

34 

35 

14.457 8 

15.134 0 

15.815 3 

16.501 3 

17.191 8 

15.655 5 

16.362 2 

17.073 5 

17.789 I 

18.508 9 

17.538 7 

18.290 8 

19.046 7 

19.806 3 

20.569 4 

19.280 6 

20.071 9 

20.866 5 

21.664 3 

22.465 0 

21.433 6 

22.270 6 

23. 110 2

23.952 3 

24. 796 7

41.421 7 

42.584 7 

43. 745 2 

44.903 2 

46.058 8 

44.985 3 

46.194 3 

47.399 9 

48.602 4 

49.801 8 

48.231 9 

49.480 4 

50.725 l 

51.966 0 

53.203 3 

52.191 4 

53.485 8 

54.775 5 

56.060 9 

57.342 1 

55.002 7 

56.328 I 

57.648 4 

58.963 9 

60.274 8 

6

7

8

9

0

 

3

3

3

3

4

17.886 7 

18.585 8 

19.288 9 

19.995 9 

20. 706 5

19.232 7 

19.960 2 

20.691 4 

21.426 2 

22. 164 3

21.335 9 

22.105 6 

22.878 5 

23.654 3 

24.433 0 

23.268 6 

24.074 9 

24.883 9 

25.695 4 

26.509 3 

25.643 3 

26.492 I 

27.343 0 

28.195 8 

29.050 5 

47.212 2 

48.363 4 

49.512 6 

50.659 8 

51. 805 I 

50.998 5 

52.192 3 

53. 383 5 

54.572 2 

55. 758 5 

54.437 3 

55.668 0 

56.895 5 

58. 120 I

59.341 7 

58.619 2 

59.892 5 

61.162 I 

62.428 I 

63.690 7 

61.581 2 

62. 883 3

64.181 4 

65.475 6 

66. 766 0 
翌
烛
＿＿
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表4 t分布分位数t (n)表
P(t(n),,;;; t,(n)) = p 

＿＿
＿
空
浙

0.75 0.80 0.90 0.95 0.975 0.99 0.995 0.999 

2

3

4

5

 

1.000 0 

0.816 5 

0.764 9 

0.740 7 

0.726 7 

1.376 4 

1.060 7 

0. 978 5

0.941 0 

0.919 5 

3.077 7 

I. 885 6 

1.637 7 

I. 533 2 

1.475 9 

6.313 8 

2.920 0 

2.353 4 

2.131 8 

2.015 0 

12. 706 2 

4.302 7 

3.182 4 

2. 776 4

2.570 6 

31.820 5 

6.964 6 

4.540 7 

3.746 9 

3.364 9 

63.656 7 

9. 924 8 

5.840 9 

4.604 I 

4.032 I 

318.308 8 

22.327 I 

10.214 5 

7.173 2 

5.893 4 

。I

6

7

8

9

 

0.717 6 

0.711 I 

0.706 4 

0. 702 7 

0.699 8 

0.905 7 

0.896 0 

0.888 9 

0.883 4 

0.879 I 

1.439 8 

1.414 9 

1.396 8 

1.383 0 

1.372 2 

I. 943 2 

1.894 6 

I. 859 5

I. 833 I 

1.812 5 

2.446 9 

2.364 6 

2.306 0 

2.262 2 

2.228 I 

3.142 7 

2.998 0 

2.896 5 

2.821 4 

2.763 8 

3. 707 4 

3.499 5 

3.355 4 

3.249 8 

3.169 3 

5.207 6 

4. 785 3 

4.500 8 

4.296 8 

4.143 7 

II 

12 

13 

14 

15 

0.697 4 

0.695 5 

0.693 8 

0.692 4 

0.691 2 

0.875 5 

0.872 6 

0.870 2 

0.868 I 

0.866 2 

1.363 4 

I. 356 2 

1.350 2 

1.345 0 

1.340 6 

I. 795 9 

I. 782 3 

1.770 9 

I. 76 I 3 

I. 753 I 

2.201 0 

2.178 8 

2. 160 4 

2.144 8 

2.131 4 

2.718 I 

2.681 0 

2.650 3 

2.624 5 

2.602 5 

3. 105 8 

3.054 5 

3.012 3 

2.976 8 

2.946 7 

4.024 7 

3.929 6 

3. 852 0

3. 787 4

3. 732 8

16 

17 

18 

19 

20 

0.690 I 

0.689 2 

0.688 4 

0.687 6 

0.687 0 

0.864 7 

0.863 3 

0.862 0 

0.861 0 

0.860 0 

1.336 8 

1.333 4 

1.330 4 

I. 327 7 

1.325 3 

I. 745 9

I. 739 6

I. 734 I 

I. 729 I 

I. 724 7 

2.119 9 

2.109 8 

2.100 9 

2.093 0 

2.086 0 

2.583 5 

2.566 9 

2.552 4 

2.539 5 

2.528 0 

2.920 8 

2.898 2 

2.878 4 

2.860 9 

2.845 3 

3.686 2 

3.645 8 

3.610 5 

3.579 4 

3.551 8 



续表

n, 
0.75 0.80 0.90 0.95 0.975 0.99 0.995 0.999 

21 

22 

23 

24 

25 

0.686 4 

0.685 8 

0.685 3 

0.684 8 

0.684 4 

0.859 I 

0.858 3 

0.857 5 

0.856 9 

0.856 2 

I. 323 2

I. 321 2

1.319 5 

1.317 8 

1.316 3 

1.720 7 

I. 7 I 7 I

1.713 9 

1.710 9 

I. 708 I 

2.079 6 

2.073 9 

2.068 7 

2.063 9 

2.059 5 

2.517 6 

2.508 3 

2.499 9 

2.492 2 

2.485 l 

2.831 4 

2.818 8 

2.807 3 

2. 796 9

2.787 4 

3.527 2 

3.505 0 

3.485 0 

3.466 8 

3.450 2 

26 

27 

28 

29 

30 

0.684 0 

0.683 7 

0.683 4 

0.683 0 

0.682 8 

0.855 7 

0.855 I 

0.854 6 

0.854 2 

0.853 8 

1.315 0 

1.313 7 

1.312 5 

1.311 4 

1.310 4 

I. 705 6 

I. 703 3 

I. 701 I

1.699 I 

1.697 3 

2.055 5 

2.051 8 

2.048 4 

2.045 2 

2.042 3 

2.478 6 

2.472 7 

2. 467 l

2.462 0 

2.457 3 

2. 778 7

2.770 7 

2.763 3 

2. 756 4

2.750 0 

3.435 0 

3.421 0 

3.408 2 

3.396 2 

3. 385 2

31 

32 

33 

34 

35 

0.682 5 

0.682 2 

0.682 0 

0.681 8 

0.681 6 

0.853 4 

0.853 0 

0.852 6 

0.852 3 

0.852 0 

1.309 5 

1.308 6 

I. 307 7

1.307 0 

1.306 2 

1.695 5 

1.693 9 

1.692 4 

1.690 9 

1.689 6 

2.039 5 

2.036 9 

2.034 5 

2.032 2 

2.030 I 

2.452 8 

2.448 7 

2.444 8 

2.441 1 

2.437 7 

2. 744 0 

2.738 5 

2.733 3 

2.728 4 

2. 723 8

3.374 9 

3. 365 3

3.356 3 

3.347 9 

3.340 0 

6

7

8

9

0

 

3

3

3

3

4

 

0.681 4 

0.681 2 

0.681 0 

0.680 8 

0.680 7 

0.851 7 

0.851 4 

0.851 2 

0.850 9 

0.850 7 

1.305 5 

1.304 9 

1.304 2 

1.303 6 

I. 303 I

1.688 3 

I. 687 I 

1.686 0 

1.684 9 

1.683 9 

2.028 I 

2.026 2 

2.024 4 

2.022 7 

2.021 I 

2.434 5 

2.431 4 

2.428 6 

2.425 8 

2.423 3 

2. 719 5

2. 715 4

2.711 6 

2. 707 9

2. 704 5

3.332 6 

3.325 6 

3.319 0 

3.312 8 

3.306 9 

4
2
7
 

予
浓＿＿
＿
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2
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表5. 1 F 分布 0.90 分位数 F。90 亿，儿）表

fi
f

八

＿＿
＿
空
炮

2
 

3
 

4 5 6 7 8 9
 

10 12 14 16 18 20 25 30 60 120 +OO 

39.86 49.50 

2

3

4

5

 

8.53 

5.54 

4.54 

4.06 

9.00 

5.46 

4.32 

3.78 

53.59 

9.16 

5.39 

4.19 

3.62 

55.83 

9.24 

5.34 

4.11 

3.52 

57.24 

9.29 

5.31 

4.05 

3.45 

58.20 

9.33 

5.28 

4.01 

3.40 

58.91 

9.35 

5.27 

3.98 

3.37 

59.44 

9.37 

5.25 

3.95 

3.34 

59.86 

9.38 

5.24 

3.94 

3.32 

60.19 

9.39 

5.23 

3.92 

3.30 

60.71 

9.41 

5.22 

3.90 

3.27 

61.07 

9.42 

5.20 

3.88 

3.25 

61.35 

9.43 

5.20 

3.86 

3.23 

61.57 

9.44 

5.19 

3.85 

3.22 

61. 74 

9.44 

5. 18 

3.84 

3.21 

62.05 

9.45 

5.17 

3.83 

3. 19

62.26 

9.46 

5.17 

3.82 

3. 17

62.79 

9.47 

5.15 

3.79 

3.14 

63.06 

9.48 

5.14 

3.78 

3. 12 

63.31 

9.49 

5. I 3

3.76 

3.11 

。I

6

7

8

9

3. 78 

3.59 

3.46 

3.36 

3.29 

3.46 

3.26 

3.11 

3.01 

2.92 

3.29 

3.07 

2.92 

2.81 

2.73 

8

6

1

9

1

 

l

9

8

6

6

 

．

．

．

．

．

 

3

2

2

2

2

1

8

3

1

2

 

1

8

7

6

5

 

．

．

．

．

．

 

3

2

2

2

2

 

3.05 

2.83 

2.67 

2.55 

2.46 

3.01 

2.78 

2.62 

2.51 

2.41 

2.98 

2.75 

2.59 

2.47 

2.38 

2.96 

2.72 

2.56 

2.44 

2.35 

2.94 

2.70 

2.54 

2.42 

2.32 

2.90 

2.67 

2.50 

2.38 

2.28 

2.88 

2.64 

2.48 

2.35 

2.26 

2.86 

2.62 

2.45 

2.33 

2.23 

2.85 

2.61 

2.44 

2.31 

2.22 

2.84 

2.59 

2.42 

2.30 

2.20 

1

7

0

7

7

 

8

5

4

2

1

 

．

．

．

．

．

 

2

2

2

2

2

 

2.80 

2.56 

2.38 

2.25 

2. 16 

2.76 

2.51 

2.34 

2.21 

2.11 

4

9

2

8

8

 

7

4

3

1

0

 

．

．

．

 

2

2

2

2

2

 

2.72 

2.47 

2.29 

2.16 

2.06 

12 

14 

16 

18 

20 

8

0

5

1

7

 

l

l

0

0

9

 

．

．

．

．

．

 

3

3

3

3

2

 

2.81 

2.73 

2.67 

2.62 

2.59 

2.61 

2.52 

2.46 

2.42 

2.38 

2.48 

2.39 

2.33 

2.29 

2.25 

9

1

4

0

6

 

3

3

2

2

1

 

．

．

．

．

．

 

2

2

2

2

2

 

2.33 

2.24 

2.18 

2.13 

2.09 

2.28 

2.19 

2.13 

2.08 

2.04 

2.24 

2.15 

2.09 

2.04 

2.00 

l

2

6

0

6

 

2

1

0

0

9

 

．

．

．

．

．

 

2

2

2

2

1

 

2.19 

2.10 

2.03 

1.98 

I. 94

5

5

9

3

9

 

l

0

9

9

8

 

．

．

 

2

2

1

1

1

2

2

5

0

6

 

1

0

9

9

8

 

．

．

．

 

2

2

l

l

l

 

2.09 

2.00 

l.93

l.87

1.83 

8

8

1

5

1

 

0

9

9

8

8

 

．

．

．

．

．

 

2

l

I

l

l

 

2.06 

1.96 

1.89 

1.84 

1.79 

3

3

6

0

6

 

0

9

8

8

7

 

．

．

．

．

．

 

2

1

1

l

l

 

2.01 

1.91 

1.84 

I. 78 

I. 74 

1.96 

1.86 

I. 78 

I. 72

1.68 

I. 93 

1.83 

1.75 

1.69 

1.64 

I

O

2

6

1

 

9

8

7

6

6

 

．

．

．

．

．

 

l

l
.

l
 

25 

30 

60 

120 

+co

2.92 

2.88 

2.79 

2.75 

2.71 

3

9

9

5

1

 

5

4

3

3

3

 

.

.

.

.

.

2

2

2

2

2

 

2

8

8

3

9

 

3

2

1

1

0

 

.

.

.

.

.

2

2

2

2

2

 

2. 18

2. 14 

2.04 

I. 99 

I. 95 

2.09 

2.05 

1.95 

I. 90 

1.85 

2

8

7

2

8

 

0

9

8

8

7

 

．

．

．

．

．

 

2

1

1

1

1

 

7

3

2

7

2

 

9

9

8

7

7

 

．

．

．

．

．

 

l

l

l

l

l

 

3

8

7

2

7

 

9

8

7

7

6

 

．

．

．

．

．

 

l

l

l

l

l

 

9

5

4

8

3

 

8

8

7

6

6

 

．

．

．

．

．

 

l

l

l

l

l

 

1.87 

1.82 

I. 71

1.65 

1.60 

2

7

6

0

5

 

8

7

6

6

5

 

．

．

．

．

．

 

l

l

l

l

l

 

9

4

2

6

1

 

7

7

6

5

5

 

．

．

．

．

．

 

6

1

9

3

7

 

7

7

5

5

4

 

．

．

．

．

．

 

l

l

l

l

 

I. 74 

1.69 

1.56 

1.50 

1.45 

2

7

4

8

2

 

7

6

5

4

4

 

．

．

．

 

1,

I

I

I

 

8

3

0

4

8

 

6

6

5

4

3

 

．

．

．

．

．

 

l

l

l

l

l

 

6

1

8

1

5

 

6

6

4

4

3

 

．

．

．

．

．

 

l

l

l

l

l

 

9

4

0

2

5

 

5

5

4

3

2

 

．

．

．

．

．

 

l

l

l

l

l

 

6

0

5

6

8

 

5

5

3

2

l

 

．

．

．

．

．

 

I

l

l

l

l

 

2

6

0

0

6

 

5

4

3

2

0

 

．

．

．

．

．

 

l

l

l

l

l

 



表5.2 F分布0.95分位数F。95 亿，儿）表

2
 

3 4 5 6 7 8 9 IO 12 14 16 18 20 25 30 60 120 + 00 

2

3

4

5

 

161.45 

18.51 

10.13 

7. 71

6.61 

199.50 215.71 224.58 230.16 233.99 236.77 238.88 240.54 241.88 243.91 245.36 246.46 247.32 248.01 

19.00 

9.55 

6.94 

5.79 

19.16 

9.28 

6.59 

5.41 

19.25 

9.12 

6.39 

5. 19 

19.30 

9.01 

6.26 

5.05 

19.33 

8.94 

6.16 

4.95 

19.35 

8.89 

6.09 

4.88 

19.37 

8.85 

6.04 

4.82 

19.38 

8.81 

6.00 

4.77 

19.40 

8.79 

5.96 

4.74 

19.41 

8.74 

5.91 

4.68 

19.42 

8. 71

5.87 

4.64 

19.43 

8.69 

5.84 

4.60 

19.44 

8.67 

5.82 

4.58 

19.45 

8.66 

5.80 

4.56 

249.26 250. 10 252.20 253.25 254.25

19.46 

8.63 

5.77 

4.52 

19.46 

8.62 

5.75 

4.50 

19.48 

8.57 

5.69 

4.43 

19.49 

8.55 

5.66 

4.40 

19.50 

8.53 

5.63 

4.37 

。

6

7

8

9

9

9

2

2

6

 

9

5

3

1

9

 

．

．

．

．

．

 

5

5

5

5

4

 

4

4

6

6

0

 

1

7

4

2

1

 

．

．

．

．

．

 

5

4

4

4

4

 

4.76 

4.35 

4.07 

3.86 

3. 71

3

2

4

3

8

 

5

1

8

6

4

 

.

.

.

.

.

 

4

4

3

3

3

 

9

7

9

8

3

 

3

9

6

4

3

 

．

．

．

．

．

 

4

3

3

3

3

 

8

7

8

7

2

 

2

8

5

3

2

 

．

．

．

．

．

 

4

3

3

3

3

 

l

9

0

9

4

 

2

7

5

2

1

 

．

．

．

．

．

 

4

3

3

3

3

 

5

3

4

3

7

 

1

7

4

2

0

 

．

．

．

．

．

 

4

3

3

3

3

 

0

8

9

8

2

 

1

6

3

1

0

 

．

．

．

．

．

 

4

3

3

3

3

 

4.06 

3.64 

3.35 

3.14 

2.98 

0

7

8

7

1

 

0

5

2

0

9

 

．

．

．

．

．

 

4

3

3

3

2

 

3.96 

3.53 

3.24 

3.03 

2.86 

2

9

0

9

3

 

9

4

2

9

8

 

．

．

．

．

．

 

3

3

3

2

2

 

0

7

7

6

0

 

9

4

1

9

8

 

．

．

．

．

．

 

3

3

3

2

2

 

7

4

5

4

7

 

8

4

1

9

7

 

．

．

．

．

．

 

3

3

3

2

2

 

3

0

1

9

3

 

8

4

1

8

7

 

．

．

．

．

．

 

3

3

3

2

2

 

1

8

8

6

0

 

8

3

0

8

7

 

.

.

.

.

.

 

3

3

3

2

2

 

4

0

1

9

2

 

7

3

0

7

6

 

．

．

．

．

．

 

3

3

3

2

2

 

0

7

7

5

8

 

7

2

9

7

5

 

.

.

.

.

.

3

3

2

2

2

7

3

3

1

4

 

6

2

9

7

5

 

．

．

．

3

3

2

2

2

 12 

14 

16 

18 

20 

4.75 

4.60 

4.49 

4.41 

4.35 

3.89 

3.74 

3.63 

3.55 

3.49 

3.49 

3.34 

3.24 

3.16 

3.10 

3.26 

3.11 

3.01 

2.93 

2.87 

1

6

5

7

1

 

1

9

8

7

7

 

．

．

．

．

．

 

3

2

2

2

2

3.00 

2.85 

2.74 

2.66 

2.60 

1

6

6

8

1

 

9

7

6

5

5

 

．

．

．

．

．

 

2

2

2

2

2

 

5

0

9

1

5

 

8

7

5

5

4

 

．

．

．

．

．

 

2

2

2

2

2

 

2.80 

2.65 

2.54 

2.46 

2.39 

2.75 

2.60 

2.49 

2.41 

2.35 

2.69 

2.53 

2.42 

2.34 

2.28 

2.64 

2.48 

2.37 

2.29 

2.22 

0

4

3

5

8

 

6

4

3

2

1

 

.

.

.

.

.

 

2

2

2

2

2

 

7

1

0

2

5

 

5

4

3

2

1

．

．

．

．

．

 

2

2

2

2

2

4

9

8

9

2

 

5

3

2

l

l

 

．

．

．

．

．

 

2

2

2

2

2

 

0

4

3

4

7

 

5

3

2

1

0

 

．

．

．

．

．

 

2

2

2

2

2

2.47 

2.31 

2.19 

2.11 

2.04 

8

2

1

2

5

 

3

2

1

0

9

 

．

．

．

．

．

 

2

2

2

2

l

 

2.34 

2. 18 

2.06 

I. 97

I. 90

2.30 

2.13 

2.01 

1.92 

1.85 

25 

30 

60 

120 

十立）

4.24 

4.17 

4.00 

3.92 

3.85 

9

2

5

7

0
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表5. 3 F分布0.975分位数F。975 亿，八）表
＿＿＿
翌
划

2
 

3
 

4 5 6 7 8 9 10 12 14 16 18 20 25 30 60 120 +oo
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表5.4 F分布0.99分位数F。99 亿，儿）表
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3 4 5 6 7 8 9 10 12 14 16 18 20 25 30 60 120 +oo 

4 052. 18 4 999.50 5 403.35 5 624.58 5 763.65 5 858.99 5 928.36 5 981.07 6 022.47 6 055.85 6 106.32 6 142.67 6 170. IO 6 191.53 6 208.73 6 239.83 6 260.65 6 313.03 6 339.39 6 364.27 
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表6 正态性检验统计呈W的系数a 1 (n)数值表

3 4 5 6 7 8 9 10 
I 0.605 2 0.588 8 0.573 9 
2 0.316 4 0.324 4 0.329 I 
3 0.174 3 0.197 6 0.214 I 
4 0.056 I 0.094 7 0.122 4 
5 0.039 9 

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
I 0.560 I 0.547 5 0. 535 9 0.525 I 0.515 0 0.505 6 0.496 8 0.488 6 0.480 8 0.473 4 
2 0.331 5 0.332 5 0.332 5 0.331 8 0.330 6 0.329 0 0.327 3 0.325 3 0.323 2 0.321 I 
3 0.226 0 0.234 7 0.241 2 0.246 0 0.249 5 0.252 I 0.254 0 0.255 3 0.256 I 0.256 5 
4 0.142 9 0.158 6 0.170 7 0. 180 2 0.187 8 0. 193 9 0. 198 8 0.202 7 0.205 9 0.208 5 
5 0.069 5 0.092 2 0.109 9 0.124 0 0.135 3 0. 144 7 0.152 4 0.158 7 0.164 I 0. 168 6 

6 0.030 3 0.053 9 0.072 7 0.088 0 0.100 5 0.1 IO 9 0.119 7 0.127 I 0.133 4 
7 0.024 0 0.043 3 0.059 3 0.072 5 0.083 7 0.093 2 0. IOI 3
8 0.019 6 0.035 9 0.049 6 0.061 2 0.071 I 
9 0.016 3 0.030 3 0.042 2 

10 0.014 0 

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 
I 0 464 3 0.459 0 0.454 2 0.449 3 0.445 0 0.440 7 0.436 6 0.432 8 0.429 I 0.425 4 
2 0.318 5 0.315 6 0.312 6 0.309 8 0.306 9 0.304 3 0.301 8 0.299 2 0.296 8 0.294 4 
3 0.257 8 0.257 I 0.256 3 0.255 4 0.254 3 0.253 3 0.252 2 0.251 0 0.249 9 0.248 7 
4 0.211 9 0.213 I 0.213 9 0.214 5 0.214 8 0.215 I 0 215 2 0.215 I 0.215 0 0.214 8 
5 0.173 6 0. 176 4 0.178 7 0. 180 7 0. 182 2 0.183 6 0 184 8 0.185 7 0.186 4 0.187 0 

＿＿
＿
翌
烛



续表

古。

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 
6 0. 139 9 0.144 3 0.148 0 0.151 2 0.153 9 0. 156 3 0 158 4 0.160 I 0. 161 6 0.163 0 
7 0.109 2 0. I 15 0 0.120 I 0.124 5 0.128 3 0.131 6 0 134 6 0. 137 2 0.139 5 0.141 5 
8 0.080 4 0.087 8 0.094 I 0.099 7 0.104 6 0. 108 9 0 I 12 8 0.116 2 0. I 19 2 0.121 9 
9 0.053 0 0.061 8 0.069 6 0.076 4 0.082 3 0.087 6 0 092 3 0.096 5 0.100 2 0. 103 6

10 0.026 3 0.036 8 0.045 9 0.053 9 0.061 0 0.067 2 0 072 8 0.077 8 0.082 2 0.086 2 

11 0.012 2 0.022 8 0.032 I 0.040 3 0.047 6 0 054 0 0.059 8 0.065 0 0.066 8 
12 0.010 7 0.020 0 0.028 4 0.035 8 0.042 4 0.048 3 0.053 7 
13 0.009 4 0.017 8 0.025 3 0.032 0 0.038 I 
14 0.008 4 0.015 9 0 022 7 
15 0.007 6 

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 
I 0.422 0 0.418 8 0.415 6 0.412 7 0.409 6 0.406 8 0.404 0 0.401 5 0.398 9 0.396 4 
2 0.292 I 0.289 8 0.287 6 0.285 4 0.283 4 0.281 3 0.279 4 0.277 4 0.275 5 0. 273 7
3 0.247 5 0.246 3 0.245 I 0.243 9 0.242 7 0.241 5 0.240 3 0.239 I 0.238 0 0. 236 8 
4 0.214 5 0.214 I 0.213 7 0.213 2 0.212 7 0.212 I 0.211 6 0.211 0 0.210 4 0.209 8 
5 0.187 4 0.187 8 0.188 0 0.188 2 0.188 3 0.188 3 0.188 3 0.188 I o. 188 0 0. 187 8

6 0. 164 I 0.165 I 0.166 0 0.166 7 0.167 3 0.167 8 0. 168 3 0.168 6 0. 168 9 0.169 I 
7 0.143 3 0.144 9 0.146 3 0.147 5 0.148 7 0.149 6 0.150 5 0.151 3 0.152 0 0.152 6 
8 0. 124 3 0.126 5 0.128 4 0.130 I 0. 131 7 0.133 I 0. 134 4 0.135 6 0 136 6 0. 137 6
9 0.106 6 0.109 3 0.111 8 0. I 14 0 0.116 0 0 I 17 9 0. I 19 6 0.121 I 0.122 5 0.123 7 

10 0.089 9 0.093 I 0.096 l 0.098 8 0.101 3 0.103 6 0. 105 6 0.107 5 0.109 2 0.110 8 
主
灿
＿＿
＿
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续表

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 
11 0.073 9 0.077 7 0.081 2 0.084 4 0.087 3 0.090 0 0.092 4 0.094 7 0.096 7 0.098 6 
12 0.058 5 0.062 9 0.066 9 0.070 6 0.073 9 0.077 0 0.079 8 0.082 4 0.084 8 0.087 0 
13 0.043 5 0.0485 0.053 0 0.057 2 0.061 0 0.064 5 0.067 7 0.070 6 0 073 3 0.075 9 
14 0.028 9 0.034 4 0.039 5 0.044 I 0.048 4 0.052 3 0.055 9 0.059 2 0 062 2 0 065 I 
15 0.014 4 0.020 6 0.026 2 0.031 4 0.036 I 0.040 4 0.044 4 0.048 l 0 051 5 0.054 6 

16 0.006 8 0.013 I 0.018 7 0.023 9 0.028 7 0.033 I 0.037 2 0.040 9 0.044 4 
17 0.006 2 0.01 I 9 0.017 2 0.022 0 0.026 4 0.030 5 0.034 3 
18 0.005 7 0 011 0 0.015 8 0.020 3 0.024 4 
19 0.005 3 0.010 I 0.014 6 
20 0.004 9 

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 
I 0.394 0 0.391 7 0.389 4 0.387 2 0.385 0 0.383 0 0.380 3 0.378 9 0.377 0 0.375 I 
2 0.271 9 0.270 I 0.268 4 0.266 7 0.265 I 0.263 5 0.262 0 0.260 4 0.258 9 0.257 4 

3 0.235 7 0.234 5 0.233 4 0.232 3 0.231 3 0.230 2 0.229 I 0.228 I 0.227 I 0.226 0 
4 0.209 I 0.208 5 0.207 8 0.207 2 0.206 5 0.205 8 0.205 2 0.204 5 0.203 8 0.203 2 
5 0.187 6 0.187 4 0. 187 I 0. 186 8 0.186 5 0. 186 2 0.185 9 0 185 5 0.185 I 0. 184 7 

6 0.169 3 0. 169 4 0. 169 5 0.169 5 0.169 5 0. 169 5 0.169 5 0.169 3 0.169 2 0.169 I 
7 0.153 I 0.153 5 0.153 9 0.154 2 0.154 5 0. 154 8 0.155 0 0.155 I 0. 155 3 0.155 4 

8 0.138 4 0.139 2 0.139 8 0.140 5 0.141 0 0.141 5 0.142 0 0.142 3 0.142 7 0.143 0 

9 0.124 9 0.125 9 0.126 9 0.127 8 0.128 6 0.129 3 0.130 0 0. 130 6 0.131 2 0. 131 7
10 0.112 3 0.113 6 0. I 14 9 0. I 16 0 0.117 0 0.118 0 0.118 9 0.119 7 0.120 5 0. 121 2 

＿＿＿
翌
烛



续表

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 
11 0.100 4 0.102 0 0.103 5 0 104 9 0.106 2 0.107 3 0. 108 5 0.109 5 0.110 5 0.111 3 

12 0.089 I 0.090 9 0.092 7 0.094 3 0.095 9 0.097 2 0.098 6 0.099 8 0.101 0 0. 102 0 

13 0.078 2 0.080 4 0.082 4 0.084 2 0.086 0 0.087 6 0.089 2 0 090 6 0.091 9 0.093 2 

14 0.067 7 0.070 I 0.072 4 0.074 5 0.076 5 0.078 3 0.080 I 0.081 7 0.083 2 0.084 6 

15 0.057 5 0.060 2 0.062 8 0.065 I 0.067 3 0.069 4 0.071 3 0 073 I 0.074 8 0.076 4 

16 0.047 6 0.050 6 0.053 4 0.056 0 0.058 4 0.060 7 0.062 8 0 064 8 0.066 7 0.068 5 

17 0.037 9 0.041 I 0.044 2 0.047 I 0.049 7 0.052 2 0.054 6 0.056 8 0.058 8 0.060 8 
18 0.028 3 0.031 8 0.035 2 0.038 3 0.041 2 0.043 9 0.046 5 0.048 9 0.051 I 0.053 2 

19 0.018 8 0.022 7 0.026 3 0.029 6 0.032 8 0.035 7 0.038 5 0.041 I 0.043 6 0.045 9 

20 0.009 4 0.013 6 0.017 5 0.021 I 0.024 5 0.027 7 0.030 7 0.033 5 0.036 I 0.038 6 

21 0.004 5 0.008 7 0.012 6 0.016 3 0.019 7 0.022 9 0.025 9 0.028 8 0.031 4 

22 0.004 2 0.008 I 0.011 8 0.015 3 0.018 5 0.021 5 0.024 4 

23 0.003 9 0.007 6 0.01 I I 0.014 3 0.017 4 

24 0.003 7 0.007 I 0.010 4 

25 0.003 5 

空
烛
＿＿
＿

古
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Ill 附表

表7 正态性检验统计量W的a分位数wa 表
a a 

0.01 0.05 0.10 0.01 0.05 010 

26 0.891 0.920 0 933 

27 0.894 0.923 0.935 

28 0.896 0.924 0.936 

29 0.898 0.926 0.937 

30 0.900 0.927 0.939 

31 0.902 0 929 0.940 

32 0.904 0.930 0.941 

8 0.749 0.818 0.851 33 0.906 0.931 0.942 

9 0.764 0.829 0.859 34 0.908 0.933 0.943 

IO 0 781 0.842 0.869 35 0.910 0.934 0.944 

11 0 792 0.850 0 876 36 0.912 0.935 0.945 

12 0.805 0.859 0.883 37 0.914 0.936 0 946 

I 3 0.814 0.866 0.889 38 0.916 0.938 0.947 

14 0.825 0.874 0.895 39 0.917 0.939 0.948 

15 0.835 0.881 0.901 40 0.919 0.940 0.949 

16 0.844 0.887 0.906 41 0.920 0.941 0.950 

17 0.851 0.892 0.910 42 0.922 0.942 0.951 

I 8 0.858 0.897 0.914 43 0.923 0.943 0.951 

19 0.863 0.901 0.917 44 0.924 0.944 0.952 

20 0.868 0.905 0.920 45 0.926 0.945 0 953 

21 0.873 0.908 0.923 46 0.927 0.945 0.953 

22 0.878 0.911 0.926 47 0.928 0.946 0.954 

23 0.881 0.914 0.928 48 0.929 0.947 0.954 

24 0.884 0.916 0.930 49 0.929 0.947 0.955 

25 0.888 0.918 0.931 50 0.930 0.947 0.955 
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附表 Ill

表8 t化极差统计量的分位数q 1-a (r,f)表
(a = 0.10) 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 15 20 

I 8.93 13.4 16.4 18.5 20.2 21.5 22.6 23.6 24.5 27.6 29.7 

2 4. 13 5. 73 6.77 7.54 8. 14 8.63 9.05 9.41 9.72 10.9 11.7 

3 3.33 4.47 5.20 5.74 6.16 6.51 6.81 7.06 7.29 8.12 8.68 

4 3.01 3. 98 4.59 5.03 5.39 5.68 5.93 6.14 6.33 7.02 7.50 

5 2.85 3.72 4.26 4.66 4.98 5.24 5.46 5.65 5.82 6.44 6.86 

6 2. 75 3.56 4.07 4.44 4.73 4.97 5.17 5.34 5.50 6.07 6.47 

7 2.68 3.45 3. 93 4.28 4.55 4. 78 4.97 5.14 5.28 5.83 6. 19 

8 2.63 3 37 3.83 4.17 4.43 4.65 4.83 4.99 5.13 5.64 6.00 

9 2.59 3.32 3. 76 4.08 4.34 4.54 4.72 4.87 5.01 5.51 5.85 

10 2.56 3.27 3. 70 4.02 4.26 4.47 4.64 4.78 4.91 5.40 5.73 

II 2.54 3.23 3.66 3.96 4.20 4.40 4.57 4.71 4.84 5.31 5.63 

12 2.52 3.20 3.62 3.92 4.16 4.35 4.51 4.65 4.78 5.24 5.55 

13 2.50 3.18 3.59 3.88 4.12 4.30 4.46 4.60 4.72 5.18 5.48 

14 2.49 3.16 3.56 3.85 4.08 4.27 4.42 4.56 4.68 5. 12 5.43 

15 2.48 3.14 3.54 3.83 4.05 4.23 4.39 4.52 4.64 5.08 5.38 

16 2.47 3.12 3.52 3.80 4.03 4.21 4.36 4.49 4.61 5.04 5.33 

17 2.46 3.11 3.50 3. 78 4.00 4. 18 4.33 4.46 4.58 5.01 5.30 

18 2.45 3.10 3.49 3. 77 3.98 4.16 4.31 4.44 4.55 4.98 5.26 

19 2.45 3.09 3.47 3. 75 3.97 4.14 4.29 4.42 4.53 4.95 5.23 

20 2.44 3.08 3.46 3.74 3.95 4.12 4.27 4.40 4.51 4.92 5.20 

24 2.42 3.05 3.42 3.69 3.90 4.07 4.21 4.34 4.44 4.85 5.12 

30 2.40 3.02 3.39 3.65 3.85 4.02 4.16 4.28 4.38 4.77 5.03 

40 2 38 2.99 3.35 3.60 3.80 3.96 4.10 4.21 4.32 4.69 4.95 

60 2.36 2.96 3.31 3.56 3. 75 3.91 4.04 4.16 4.25 4.62 4.86 

120 2.34 2.93 3.28 3.52 3. 71 3.86 3.99 4.10 4. 19 4.54 4.78 

+00 2.33 2.90 3.24 3.48 3.66 3.81 3.93 4.04 4.13 4.47 4.69 
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(a= 0.05) 

2 3 4 s 6 7 8 9 10 IS 20 
I 18.0 27.0 32.8 37.1 40.4 43.1 45.4 47.4 49.1 55.4 59.6 

2 6.08 8.33 9.80 10.9 11.7 12.4 13.0 13.5 14.0 15.7 16.8 

3 4.50 5.91 6.82 7.50 8.04 8.48 8.85 9.18 9.46 10.5 11.2 

4 3.93 5.04 5.76 6.29 6.71 7.05 7.35 7.60 7 83 8.66 9.23 

5 3.64 4.60 5.22 5.67 6.03 6.33 6.58 6.80 6.99 7.72 8.21 

6 3.46 4.34 4.90 5.30 5.63 5.90 6.12 6.32 6.49 7.14 7.59 

7 3.34 4.16 4.68 5.06 5.36 5.61 5.82 6.00 6.16 6.76 7.17 

8 3.26 4.04 4.53 4.89 5.17 5.40 5.60 5.77 5.92 6.48 6.87 

9 3.20 3.95 4.41 4.76 5.02 5.24 5.43 5.59 5.74 6.28 6.64 

10 3.15 3.88 4.33 4.65 4.91 5.12 5.30 5.46 5.60 6.11 6.47 

II 3.11 3.82 4.26 4.57 4.82 5.03 5.20 5.35 5.49 5.98 6.33 

12 3.08 3.77 4.20 4.51 4.75 4.95 5.12 5.27 5.39 5.88 6.21 

13 3.06 3. 73 4.15 4.45 4.69 4.88 5.05 5.19 5.32 5.79 6.11 

14 3.03 3.70 4.11 4.41 4.64 4.83 4.99 5.13 5.25 5.71 6.03 

15 3.01 3.67 4.08 4.37 4.59 4.78 4.94 5.08 5.20 5.65 5.96 

16 3.00 3.65 4.05 4.33 4.56 4.74 4.90 5.03 5.15 5.59 5.90 

17 2.98 3.63 4.02 4.30 4.52 4.70 4.86 4.99 5.11 5.54 5.84 

18 2.97 3.61 4.00 4.28 4.49 4.67 4.82 4.96 5.07 5.50 5.79 

19 2.96 3.59 3.98 4.25 4.47 4.65 4.79 4.92 5.04 5.46 5. 75

20 2.95 3.58 3.96 4.23 4.45 4.62 4.77 4.90 5.01 5.43 5.71 

24 2.92 3.53 3.90 4.17 4.37 4.54 4.68 4.81 4.92 5.32 5.59 

30 2.89 3.49 3.85 4.10 4.30 4.46 4.60 4.72 4.82 5.21 5.47 

40 2.86 3.44 3. 79 4.04 4.23 4.39 4.52 4.63 4.73 5.11 5.36 

60 2.83 3.40 3.74 3.98 4.16 4.31 4.44 4.55 4.65 5.00 5.24 

120 2.80 3.36 3.68 3. 92 4.10 4.24 4.36 4.47 4.56 4.90 5. 13

+oo 2.77 3.31 3.63 3.86 4.03 4.17 4.29 4.39 4.47 4.80 5.01 
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(a= 0.01) 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 15 20 

I 90.0 135 164 186 202 216 227 237 246 277 298 

2 14.0 19.0 22.3 24.7 26.6 28.2 29.5 30.7 31.7 35.4 37.9 

3 8.26 10.6 12.2 13.3 14.2 15.0 15.6 16.2 16.7 18.5 19.8 

4 6.51 8. 12 9. 17 9.96 10.6 II.I 11.5 11. 9 12.3 13.5 14.4 

5 5.70 6.98 7.80 8.42 8.91 9.32 9.67 9.97 10.2 11.2 11. 9

6 5.24 6.33 7.03 7.56 7.97 8.32 8.61 8.87 9.10 9.95 10.5 

7 4.95 5.92 6.54 7.01 7 37 7.68 7.94 8.17 8.37 9. 12 9.65 

8 4.75 5.64 6.20 6.62 6.96 7.24 7.47 7.68 7.86 8.55 9.03 

9 4.60 5.43 5.96 6.35 6.66 6.91 7.13 7.33 7.49 8.13 8.57 

10 4.48 5.27 5.77 6.14 6.43 6.67 6.87 7.05 7.21 7.81 8.22 

11 4.39 5.14 5.62 5.97 6.25 6.48 6.67 6.84 6.99 7.56 7.95 

12 4.32 5.04 5.50 5.84 6.10 6.32 6.51 6.67 6.81 7.36 7.73 

13 4.26 4.96 5.40 5. 73 5.98 6. 19 6.37 6.53 6.67 7.19 7.55 

14 4.21 4.89 5.32 5.63 5.88 6.08 6.26 6.41 6.54 7.05 7.39 

15 4.17 4.84 5.25 5.56 5.80 5.99 6.16 6.31 6.44 6.93 7.26 

16 4. 13 4.79 5. 19 5.49 5.72 5.92 6.08 6.22 6.35 6.82 7.15 

17 4.10 4.74 5.14 5.43 5.66 5.85 6.01 6.15 6.27 6.73 7.05 

18 4.07 4.70 5.09 5.38 5.60 5. 79 5.94 6.08 6.20 6.65 6.97 

19 4.05 4.67 5.05 5.33 5.55 5. 73 5.89 6.02 6. 14 6.58 6.89 

20 4.02 4.64 5.02 5.29 5.51 5.69 5.84 5.97 6.09 6.52 6.82 

24 3.96 4.54 4.91 5.17 5.37 5.54 5.69 5.81 5.92 6.33 6.61 

30 3.89 4.45 4.80 5.05 5.24 5.40 5.54 5.65 5.76 6.14 6.41 

40 3.82 4.37 4.70 4 93 5.11 5.26 5.39 5.50 5.60 5.96 6.21 

60 3.76 4.28 4.60 4.82 4.99 5. 13 5.25 5.36 5.45 5.78 6.01 

120 3.70 4.20 4.50 4.71 4.87 5.01 5.12 5.21 5.30 5.61 5.83 

+00 3.64 4.12 4.40 4.60 4.76 4.88 4.99 5.08 5.16 5.45 5.65 

439 



Ill 附表

表9 检验相关系数的临界值表
a Ot n-2 n-2 n-25% 1% 5% 1% 5% 1% 

I 0.997 1.000 16 0.468 0.590 35 0.325 0.418 

2 0.950 0.990 17 0.456 0.575 40 0.304 0.393 

3 0.878 0.959 18 0.444 0.561 45 0.288 0.372 

4 0.811 0.917 19 0.433 0.549 50 0.273 0.354 

5 0.754 0.874 20 0.423 0.537 60 0.250 0.325 

6 0.707 0.834 21 0.413 0.526 70 0.232 0.302 

7 0.666 0.798 22 0.404 0.515 80 0.217 0.283 

8 0.632 0.765 23 0.396 0.505 90 0.205 0.267 

9 0.602 0.735 24 0.388 0.496 100 0. 195 0 254 

10 0.576 0.708 25 0.381 0.487 125 0.174 0.228 

11 0.553 0.684 26 0.374 0.478 ISO 0.159 0.208 

12 0.532 0.661 27 0.367 0.470 200 0.138 0.181 

13 0.514 0.641 28 0.361 0.463 300 0.113 0. 143

14 0.497 0.623 29 0.355 0.456 400 0.095 0.123 

15 0.482 0.606 30 0.349 0.449 I 000 0.062 0.081 
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表10 统计量H的分位数H) 一。(r,J)表
(a = 0.05) 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 II 12 
2 39.0 87.5 142 202 266 333 403 475 550 626 704 
3 15.4 27.8 39.2 50.7 62.0 72.9 83.5 93. 9 104 114 124 
4 9.60 15.5 20.6 25.2 29.5 33.6 37.5 41.1 44.6 48.0 51.4 
5 7.15 10.8 13.7 16.3 18.7 20.8 22.9 24.7 26.5 28.2 29.9 

6 5.82 8.38 10.4 12.1 13. 7 15.0 16.3 17.5 18.6 19.7 20.7 
7 4.99 6.94 8.44 9.70 10.8 11. 8 12.7 13.5 14.3 15.1 15.8 
8 4.43 6.00 7.18 8.12 9.03 9.78 10.5 II.I 11.7 12.2 12. 7
9 4.03 5.34 6.31 7.11 7.80 8.41 8.95 9.45 9.91 10.3 10.7
JO 3.72 4.85 5.67 6.34 6.92 7.42 7.87 8.28 8.66 9.01 9 34

12 3.28 4.16 4.79 5.30 5.72 6.09 6.42 6.72 7.00 7.25 7.48 
15 2.86 3.54 4.01 4.37 4.68 4.95 5.19 5.40 5.59 5.77 5.93 
20 2.46 2.95 3.29 3.54 3. 76 3.94 4. IO 4.24 4.37 4.49 4.59 
30 2.07 2.40 2.61 2. 78 2.91 3.02 3.12 3.21 3.29 3.36 3.39 
60 1.67 I. 85 1.96 2.04 2. I I 2.17 2.22 2.26 2.30 2.33 2.36 
00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 

(a=0.01) 

2 3 4 5 6 7 8 9 IO II 12 
2 199 448 729 I 036 I 362 I 705 2 063 2 432 2 813 3 204 3 605 
3 47.5 85 120 151 184 216 249 281 310 337 361 
4 23.2 37 49 59 69 79 89 97 106 113 120 
5 14.9 22 28 33 38 42 46 50 54 57 60 

6 II.I 15.5 19.1 22 25 27 30 32 34 36 37 
7 8.89 12.1 14.5 16.5 18.4 20 22 23 24 26 27 
8 7.50 9.9 11.7 13.2 14.5 15.8 16.9 17.9 18.9 19.8 21 
9 6.54 8.5 9.9 II.I 12.1 13.1 13.9 14.7 15.3 16.0 16.6 

10 5.85 7.4 8.6 9.6 10.4 II.I 11. 8 12.4 12.9 13.4 13.9 

12 4.91 6.1 6.9 7.6 8.2 8.7 9.1 9.5 9.9 10.2 10.6 
15 4.07 4.9 5.5 6.0 6.4 6.7 7.1 7.3 7.5 7.8 8.0 
20 3.32 3.8 4.3 4.6 4.9 5.1 5.3 5.5 5.6 5.8 5.9 
30 2.63 3.0 3.3 3.4 3.6 3.7 3.8 3.9 4.0 4.1 4.2 
60 1.96 2.2 2.3 2.4 2.4 2.5 2.5 2.6 2.6 2.7 2.7 
00 1.00 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 
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表11 检验统计量 TEP 的 l-a 分位数 rl -a,EP(n)表
几

I-a 
8 9 10 15 20 30 50 100 200 

0.90 0.271 0.275 0.279 0.284 0.287 0.288 0.290 0.291 0.292 

0.95 0.347 0.350 0.357 0.366 0.368 0.371 0.374 0.376 0.379 

0.975 0.426 0.428 0.437 0.447 0.450 0.459 0.461 0.464 0.467 

0.99 0.526 0.537 0.545 0.560 0.564 0.569 0.574 0.583 0.590 

表12 游程总数检验临界值表
P(R.,;c,).,;a,P(R;;.c2 ).,;a 

c,,0.025 c2 ,0.Q25

n I n I n2 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
几2 4 5 6 7 8 9 10 

5 2 2 5 9 10 

6 2 2 3 3 6 9 10 II 

7 2 2 3 3 3 7 II 12 13 

8 2 3 3 3 4 4 8 II 12 13 14 

9 2 3 3 4 4 5 5 9 13 14 14 15 

10 2 3 3 4 5 5 5 6 10 13 14 15 16 16 

11 2 3 4 4 5 5 6 6 II 13 14 15 16 17 

12 2 2 3 4 4 5 6 6 7 12 13 14 16 16 17 

13 2 2 3 4 5 5 6 6 7 13 15 16 17 18 

14 2 2 3 4 5 5 6 7 7 14 15 16 17 18 

15 2 3 3 4 5 6 6 7 7 15 15 16 18 18 

16 2 3 4 4 5 6 6 7 8 16 17 18 19 

17 2 3 4 4 5 6 7 7 8 17 17 18 19 

18 2 3 4 5 5 6 7 8 8 18 17 18 19 

19 2 3 4 5 6 6 7 8 8 19 17 18 20 

20 2 3 4 5 6 6 7 8 9 20 17 18 20 
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c,,0.05 c2 ,0.05 

n l n l n 2 2 3 4 5 6 7 8 9 IO 
几l 3 4 5 6 7 8 9 10 

4 2 4 7 8 
5 2 2 3 5 9 9 
6 2 3 3 3 6 9 10 II 
7 2 3 3 4 4 7 9 10 II 12 
8 2 2 3 3 4 4 5 8 II 12 13 13 
9 2 2 3 4 4 5 5 6 9 II 12 13 14 14 

10 2 3 3 4 5 5 6 6 6 10 II 12 13 14 15 16 
11 2 3 3 4 5 5 6 6 7 II 13 14 15 15 16 
12 2 3 4 4 5 6 6 7 7 12 13 14 15 16 17 
13 2 3 4 4 5 6 6 7 8 13 13 14 15 16 17 
14 2 3 4 5 5 6 7 7 8 14 13 14 16 17 17 
15 2 3 4 5 6 6 7 8 8 15 15 16 17 18 
16 2 3 4 5 6 6 7 8 8 16 15 16 17 18 
17 2 3 4 5 6 7 7 8 9 17 15 16 17 18 
18 2 3 4 5 6 7 8 8 9 18 15 16 18 19 
19 2 3 4 5 6 7 8 8 9 19 15 16 18 19 
20 2 3 4 5 6 7 8 9 9 20 15 17 18 19 

表13 威尔科克森符号秩和检验统计量的分位数表
P(W飞叭(n)),.;a

几 0.005 0.01 0.025 0.05 n 0.005 0.01 0.025 0.05 
5 。 28 91 JOI 116 130 
6 。 2 29 100 110 126 140 
7 。 2 3 30 109 120 137 151 
8 。 I 3 5 31 118 130 147 163 
9 I 3 5 8 32 128 140 159 175 

10 3 5 8 10 33 138 151 170 187 
II s 7 10 13 34 148 162 182 200 
12 7 9 13 17 35 159 174 195 213 
13 9 12 17 21 36 171 186 208 227 
14 12 15 21 25 37 183 198 221 241 
15 15 19 25 30 38 195 211 235 256 
16 19 23 29 35 39 207 224 249 271 
17 23 27 34 41 40 220 238 264 286 
18 27 32 40 47 41 234 252 279 302 
19 32 37 46 53 42 247 266 294 319 
20 37 43 52 60 43 262 281 310 336 
21 43 49 58 67 44 276 296 327 353 
22 48 55 66 75 45 291 312 343 371 
23 54 62 73 83 46 307 328 361 389 
24 61 69 81 91 47 323 345 378 407 
25 68 76 89 100 48 339 362 396 427 
26 75 84 98 110 49 356 380 415 446 
27 83 93 107 119 50 373 397 434 466 
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Ill 附表

表14 威尔科克森秩和检验临界值表
P(W.;;见(m,n)).;;a

Q' Q' 

m 几 m 
0.05 0.025 0.01 0.005 0.05 0.025 0.01 0.005 

3 3 6 9 8 54 51 47 45 

4 3 6 9 66 62 59 56 

4 II 10 10 2 4 3 

5 2 3 3 10 9 7 6 

3 7 6 4 17 15 13 12 

4 12 II 10 s 26 23 21 19 

5 19 17 16 15 6 35 32 29 27 

6 2 3 7 45 42 39 37 

3 8 7 8 56 53 49 47 

4 13 12 II 10 9 69 65 61 58 

5 20 18 17 16 10 82 78 74 71 

6 28 26 24 23 11 2 4 3 

7 2 3 3 II 9 7 6 

3 8 7 6 4 18 16 14 12 

4 14 13 II JO 5 27 24 22 20 

5 21 20 18 16 6 37 34 30 28 

6 29 27 25 24 7 47 44 40 38 

7 39 36 34 32 8 59 55 51 49 

8 2 4 3 9 72 68 63 61 

3 9 8 6 10 86 81 77 73 

4 IS 14 12 II 11 100 96 91 87 

5 23 21 19 17 12 2 5 4 

6 31 29 27 25 3 II 10 8 7 

7 41 38 35 34 
4 19 17 15 13 

5 28 26 23 21 
8 51 49 45 43 

6 38 35 32 30 
9 2 4 3 

7 49 46 42 40 
3 IO 8 7 6 

8 62 58 53 51 
4 16 14 13 II 

9 75 71 66 63 
5 24 22 20 18 

10 89 84 79 76 
6 33 31 28 26 

7 43 40 37 35 II 104 99 94 90 
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附表 Ill

续表

a a 
m n m 

0.05 0.025 0.01 0.005 0.05 0.025 0.01 0.005 

12 12 120 115 109 105 15 IO 99 94 88 84 

13 2 5 4 3 11 116 I IO 103 99 

3 12 IO 8 7 12 133 127 120 115 

4 20 18 15 13 13 152 145 138 133 

5 30 27 24 22 14 171 164 156 151 

6 40 37 33 31 15 192 184 176 171 

7 52 48 44 41 16 2 6 4 3 

8 64 60 56 53 3 14 12 9 8 

9 78 73 68 65 4 24 21 17 15 

10 92 88 82 79 5 34 30 27 24 

11 108 103 97 93 6 46 42 37 34 

12 125 119 113 109 7 58 54 49 46 

13 142 136 130 125 8 72 67 62 58 

14 2 6 4 3 9 87 82 76 72 

3 13 II 8 7 IO 103 97 91 86 

4 21 19 16 14 11 120 113 107 102 

5 31 28 25 22 12 138 131 124 119 

6 42 38 34 32 13 156 150 142 136 

7 54 50 45 43 14 176 169 161 155 

8 67 62 58 54 15 197 190 181 175 

9 81 76 71 67 16 219 211 202 196 

JO 96 91 85 81 17 2 6 5 3 

II 112 106 100 96 3 15 12 JO 8 

12 129 123 116 112 4 25 21 18 16 

13 147 141 134 129 5 35 32 28 25 

14 166 160 152 147 6 47 43 39 36 

15 2 6 4 3 7 61 56 51 47 

3 13 II 9 8 8 75 70 64 60 

4 22 20 17 15 9 90 84 78 74 

5 33 29 26 23 10 106 JOO 93 89 

6 44 40 36 33 II 123 117 110 105 

7 56 52 47 44 12 142 135 127 122 

8 69 65 60 56 13 161 154 146 140 

9 84 79 73 69 14 182 174 165 159 
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续表

O! ＂ 
m n m 

0.05 0.025 0.01 0.005 0.05 0.025 0.01 0.005 

17 15 203 195 186 180 19 II 131 124 116 Ill 

16 225 217 207 201 12 150 143 134 129 

17 249 240 230 223 13 171 163 154 148 

18 2 7 5 3 14 192 183 174 168 

3 15 13 IO 8 I 214 205 195 189 

4 26 22 19 16 16 237 228 218 210 

5 37 33 29 26 17 262 252 241 234 

6 49 45 40 37 18 287 277 265 258 

7 63 58 52 49 19 313 303 291 283 

8 77 72 66 62 20 I I 

9 93 87 81 76 2 7 5 4 3 

10 110 103 96 92 3 17 14 II 9 

II 127 121 113 108 4 28 24 20 18 

12 146 139 131 125 5 40 35 31 28 

13 166 158 150 144 6 53 48 43 39 

14 187 179 170 163 7 67 62 56 52 

15 208 200 190 184 8 83 77 70 66 

16 231 222 212 206 9 99 93 85 81 

17 255 246 235 228 JO 117 110 102 97 

18 280 270 259 252 II 135 128 I 19 114 

19 I I 12 155 147 138 132 

2 7 5 4 3 13 175 167 158 151 

3 16 13 10 9 14 197 188 178 172 

4 27 23 19 17 15 220 210 200 193 

5 38 34 30 27 16 243 234 223 215 

6 51 46 41 38 17 268 258 246 239 

7 65 60 54 50 18 294 283 271 263 

8 80 74 68 64 19 320 309 297 289 

9 96 90 83 78 20 348 337 324 315 

10 113 107 99 94 
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习 题参考答案 | 

习 题 1.1

I.(!) fl=!(0,0,0),(0,0,l),(O,l,O),(l,0,0),(0,1,1),(1,0,1),(l,1,0),( l,1,1)1, 
其中0表示反面，l表示正面

(2) fl = I (x,y,z) lx,y,z = 1,2,3,4,5,61.
(3) fl = l(I),(O,l),(O,O,l),(0,0,0,1),.. ·I
(4) fl= I BB,BW,BR, WB, WW, WR,RB,RW,RR I，其中B表示黑球，W表示白球，R表示红球
(5) fl = !BW,BR,WB,WR,RB,RWI，其中B表示黑球，W表示白球，R表示红球

2. fl= I Zl,Z2,Z3,Z4,Z5,Z6,FF,FZI

3. (I) ABCUABC; (2) ABCUABCUABCUABC; (3) ABC=AUBUC;
(4) ABUACUBC.

4. (I) A :J B; (2) B :J A; (3) AB = 0
5. (I) AB= I xl0.25:;;;x:;;;0.5 l U I xi l<x< 1.5 I;

(2) A UB = fl = lxlO:;;;x:;;;21;

(3）森丑＝ ｛xlO:;;;x氢0.51u 11＜这21;
～ 

(4) AUB = B=lx10:;;;x<0.25lulx11.5:;;;x:;;;2l 
6. A= I (I, 0, 0), (0, I, 0), (0, 0, I) I,

B = I (I, I, I) I, 
C= I (0,0,0) I, 
D=0. 

7成立的为(2)，不成立的为(1)(3)(4). 8不一定．
9. (I) A= ＂ 掷两枚硬币，至少有一反面” ; （2) B= ＂ 射击三次，至少一次不命中目标 ” ;

(3) c= “ 加工四个零件，全部为不合格品 ”

IO—11.略．

习 题 1.2

7-.
8

 
2
 

略
!＿
2
 

3
 

5 15 11 19 I 
4. (I)—; (2)—; (3) -;:-;-. — —  

36' 36' 36 
5. p= 

36 '
q = 

18 
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Ill 习题参考答案

7 7 I 6. (I) 0.002 6; (2) 0.010 6; (3) 0.105 5; (4) 0.110 4. 7. — -- －12'18'36 ° 

8 7 8. (I)—; (2)—. 9． 巴l5' l5 40' 10. c;_,c\ 
C 2 

n 

5 1 51-41 
12. (I)一; (2)—.

6l' 63 
I 13. -2..., 14. 上30 ° ·.. n-1·

I 11. (I)—·
21 ，

15.略．

(2) 上105 
8 n+ I 16. —. 17.—.
1 5 C ” 

2n 

x
 

。
18. ＿

3
 

3_8 X-P0 2 

2 
cm

8 2 19.一一”·一1 ．
cm 

15 15 a•m 

2 3 
9 21. 0.212.

16 16 

.
'n

 
V/k

 
V/。，

 

'
i

 

2

,
'

 

-

l

 

k
k
-

-
－
n
n

 

n
几

十

+

N

N

(
 

'
，、�,1 、22 (2) 仁）（ N －

n
;

1

-1)

(
N+n-l

) 
, N－咚飞 N-1;

n 

(3) 
（

m

;勹） （

N -m::-j-1 

(
N+n- l

) 

几
一j ), I幻正 N ,0旬�n.

a+b+c 2 23. 0.82. 24. 0.879. 25. �- 26. 0.866. 27.一． 28. 0. 596 6. 29-30.略．
d'IT 3 

习 题 1.3

I I. (I) 0. 8; (2) 0; (3) 0. 3. 2. (4) (6)是正确的 ． 3.—.
9 

7 14 4. (I)—; (2)一; (3) 工． 5. (I) 0. 05; (2) 0. 25; (3) 0.40; (4) 0. 60.15' l5' 30 
10. .  8"+5"-4" 6.一．7. p, = 0.517 7, p2 = 0.491 4. 8. 1-�-
1 3 9” 

(n-1)尸

9. I- ， . 10.略．
n 

11. 0.5. I 12 I 2. (I)—; （2)一2 5 2 5
. 13. 0.618 I.

I I I 14. I-—+—-—+···+(-)) ”_, _:_
2! 3! 4! n!

15. (I) P(AB)=P(A)时，P(AB)达到最大值0.6; (2)P(AUB)=I 时，P(AB)达到最小值0.4.
16. 1-p. 17. 0.7. 18-23.略
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习题参考答案 Ill

习 题 1.4

12 I I 5 I. (I) 0. 25 ; (2) 0.4. 2. —. 3. P(A 18)＝一，P(BIA)=－—. 4. —.1 9 1 5 3 8 
几 －m-1 13 13 3 5. 0.125. 6. �- 7. P(BIA)= —,P(AIB)= —. 8.一．n+m-1 · · 30 · · · 15 4 

9. 0.25. 7 l l 
10. — 11. (I)—· (2) 4 

12·...,.,n+I' . 12.一．n+I 几 (n+I) 5 
13. (I) a(n+l)+bn ,_, a(a-l)(n+2)+2ab (n+l)+b (b-l)n., a 

; (2) �- 14.—.(a+b)(n+m+I)',-, (a+b)(a+b -l)(n+m+2) · -·· a+b
15. 0. 51. 16. (I) 0. 96; (2) 0. 5. 17. (I) 0. 5 ; (2) 0. 506 8.

2 I 18. (I) 0.8; (2) 0.5. 19. 0.954 4. 20. —. 21.3 (2n-I) ! ! 
22 计叶让） ,

-
2],n= 2,J,.... 23 宁［ 1 +片） ”，

],n= 2,3,
几I r ,  I I 24了[ I +（计］ ，n= 1,2,… 25.了［I + (2p-I)”一 1 ],n= 2,3,….

26—33.略

习 题 1.5

3 I.一． 2. (I) 0. 72; (2) 0. 98; (3) 0. 26. 3. 0. 851.5 
4. (I) 0. 552; (2) 0. 0 I 2; (3) 0. 328.

26 2 7 (3) 5. (1)0.003; (2)0.388; (3)0.059. 6. (1)－�; (2)—· 一－．27',-, 9 ' 

7. 0. 8. (I) 0. 5;
5 (2)—; （3) 0.9. 9. (I) 0.5; (2) 0.25.6 

27 

3 2 10. P(A)=P(B)=0.5. II.一．12. 13门．13. 4. 14.一．15. 5. 16. 0. 75.4 .. 3 
17. (I) 0.332 4; (2) 149位18. (I) 0.050 7; (2) 0.034 I.
19.五局三胜制对甲更有利．

5 5 2 20. 甲得冠军的概率一，乙得冠军的概率一，丙得冠军的概率 一－．14 14 7 
l l l 1 5 21. (I)甲得全部赌本的 —-，乙得全部赌本的一； （2)甲得全部赌本的 —.，乙得全部赌本的 —飞2 2 16 1 6 

a (3)记a=C0._, +c'._, +···+C�:�,,b=C�---• +C�令］ ＋··•+c:::一］ ，则甲得全部赌本的 一— -，乙得全部赌“m- I n令m- l n+m- 1 ”+m- I n+m- l n令m- 1 2”今m一 ］
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Ill 习题参考答案

本的
b 

2a•m-1 • 

22. 0.668 2. 23-25.略．

习 题 2.1l 0, x<3, 
X 3 4 5 0.1, 3 ,.; x<4, 

1.(1) ; (2)F(x)= pl 。.I 0.3 0.6 0.4, 4:s;;;x<5, 
I, 5:s;;x. 

X 2 3 4 5 6 
2. (I) 11 9 7 5 3 I P — 一 一 一 一 —

36 36 36 36 36 36 

Y O 2 3 4 5 
(2) 3 5 4 3 2 I p - — — — — 一

18 18 18 18 18 18 

X I I 2 3 4 
3. (I)

p . -7 7 7 -I 
JO 30 120 120 

X 2 3 4 
(2) 7 6 27 3 

P — —
10 25 500 500 

X O 2 3 I 
4. (I) 5 15 9 I ; (2)一．

P 一 3

5. 

30 30 30 30 

X O 2 3 4 

P 0.482 3 0.385 8 0.115 7 0.015 4 0.000 8 

(5
39

-K) （:

3

)6. P(X=k)= , k=O, 1,2,3,4,5. 

（勹
c90 5\k ck lO 

7. (I) P(X=k)=－了一 ，k=0,1,2,3,4,5; (2) 0.416 2. 
C 100 

X I O 3 6 I I 2 3 
8. I I I —，一，一一，一． 9. In 2, I,In 1.25.p - — — -- 3 2 3 4 

4 12 6 2 



习题参考答案 Ill

0, x<2, 
3 
10' 2<x<3, 

JO. 1-a-{3. 11. (l)F（x) = { (2) 0,0.7 
10 3�x<4, 

I ， 4�x; 
0, x<-1, 

2 I -+x+- -1,;;;;x<O,2 2'
12. F(x)= � 13. 0.875.

I -—+x+- O:e,;x<l 2 2 ' ' 

I, I.,;;x. 
l .fi  14.(l)A =-::;- ; (2)一． 15. (I) A = I ; (2) 0.4; (3) p (x) = 2x, O<x< I 2 4 

，
 
5

．＇
 

兀

n5
 

VI 

＜ 

，

无Vl

5
 

。＜
 
x

0

0

 

，
 

l_
2

 
＋
 

3
 

,

x

,
 

0

7

l
 

＇

�
略

＿＿
 
、.，'，x

9}
 

（
 

F切

沉

','＼ 

8
 

．＇ 
2

 
＝

升千

c
 

、丿l

6

(

4

6

7

l

l

(3) 旦54 ｀ (4) 座l 08. 

习 题 2.2

I. E(X)= -0.2,E(3X+5)= 4.4. 2. 1.9. 3. 1.201.

4 卢 I 0.255 4 
2 

0.397 3 
3 

0.238 4 
4 

0.054 2 
一一—, E(X)= 2. 0.003 6 

5. 乙组祛码 6.一． 7.2 _ 1-(1-p)" 
9. .. D

. 8. 先回答问题 2. 9.正确． 10. 0.l+p. 

11. 50. 12. 0.2. 13. 7. 14. I.
1 3 15. a =—,b=2. 16. (I) 11; (2) 100; (3) 20. 17. 5. 18. 一． 19—21． 略
3 4 

习 题 2.3

I. I. 2. 0.217 3. 3. 9. 4. — 5. 6.5. 6. 1.5. 7. 0.05.3 

石 1T 8 8. — 1-—. 9-13.略． 14. —.2' 4 9 
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习 题 2.4

I. 0.972. 2. 0.993 3. 3. 0.784. 4. 0.000 127 9. 5. n = 6,p=0.4.
80 
8 1. 6. -;:-:-. 7. (I) 0. 190 5; (2) 0. 191 2. 8. 0.090 2. 9.略． IO. 0.889.

几II. (1) 0.187 5; (2) 0.0156. 12. —. 13. I.m 
9 I 14. — 15. 1.055 6. 16. p>—- ． 17. E(X')＝入'+2入2 .64 . 2 

18—20.略．

习 题 2.5

20 _ 3 _ 4 .. _ 602 ,,r(a2+b2+ab) 
l 百 2了 3了 4. 4. 5了6 12 7 21 
8. 0. 152 3. 9. 4 .  10. 33.64 元 II. 0.516 7. 12. l-e-1.

ln 2 l l l 13. k=—. 14. [1,3). 15. -2 —;0,－一；0,—. 16. 0.593 4. 入 '
ji

. -. 2. -'
ji 

17.(1) µ= 70,(J'=14.81; (2) 0.94. 18. 0.045 6. 19. 0.841 3. 
20. (1) 0.532 8; (2) 0.697 7; (3) 3
21. (I) 0.954 4; (2) 0.630 4; (3) d�0.154. 
22. 0.869 8. 23. (1) 0.158 7; (2) 0.691 5; (3) 0.682 6. 24. 78.75.
25. a= 55.56, b=58.5, c = 61.5, d=64.44. 26. 一样大小． 27. 0.95.

28. 不变． 29. 24.3. 30(J'《了． 31. 由上题即可得． 32. 0.594 0. 
1T 

33. 0.263 9, 0.181 8. 34. 0.409 6.

习 题 2.6

1 汇言勹
3勹 4. 1-X~U(O,I)

2 3 
I 11 . 
S 30 

2卢
2 5. p(y) =-----====-,O<y< I. 

1T 卢
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习题参考答案 Ill

I . 1T 6. p(y)=�. O<y<—. 
石 4

I 7. p(y)=—, 2y 
2 . . e· <y<e. 

I I I 8. (I) p(y)=—,0<y<4; (2)—. 9. (I)—; （2) p(y)= y,O<y<l. 
咕 ff. ., 2 

10. (I) p(y)= 0.5e-05', y>O; I I (2) p(y)=—,l<y<4; (3) p(y)= —,l<y<e;3 y 
(4) p(y)= e-,, y>O. 

y 2 3(3-y)2 5 II. (I) p(y)= �. -3<y<3; (2) p(y)= �. 2<y<4; (3) p(y)=3一，O<y<I.1 8' 2 2 
I 一二＿

12. p(y) = �e 2"2, y>O. 
尽6

13. p(y)= --kexp{-¥}, y>O 
尽r(T 2(T

2 },y 

矿E(Y) = exp{µ,+T}, Var(Y) = e l.,•v\ e"2 -1) 2 

14. (I) p(y)＝JI;-e-�, y>O; (2) p(y)=� 卢， y>l'1T 2扛(r-l)
I 立 1 1 一石15. (I) p(y)＝ 一e-2,y>l; (2) p(y) = 下,y>l;(3) p(y)=-—e , y>0. 2 r 动

16—17.略．18. 0.977 2. 

习 题 2.7

a+b a 2+ab+h2 a 3+a 2b+ah2+h3 a•+a 3b+a千＋ab 3+b• I. µ, =--
2 心 ＝

3 心 ＝ 4 ,µ. = 5 
(b-a) 2 _ (h-a)' V 1 =0,v2 = ，v3 = 0,v4 = ；队＝ 0，队＝ －1.2. l2 80 

./3 � ,.. a+b 2.一．3. (I)—, （2) µ; (3) e". 
3 2 

a a(a+l) a(a+l)(a+2) _ a 2a 4. µ, ＝ 一，µ2= ，µ3 = 
入

;v1 
= 0,v2

＝ 飞，V3＝ 六·
入 入 入 入

I 2 6 24 I 2 9 5. µ, =—,µ产下，µ尸了心= �;v,= 0,v2
= 下,vl＝ 寸，v.= �;C,(X)=I，队＝2，队＝6

入 入 入 入 入 入 入

6. x0_1 = 6.16,x0_9 = 13.84. 
7. xp =n［一ln(l-p) J-; ；当m=1.5,71= I(XX)时，xn, =223.08,x。.s =783.22,xn, = I 373.36. 
8, X。, =0.21 l,x0.s = 1.386,x。, = 3.219. 9 —10.略
11. (I) exp I µ切u,I;(2) 62; (3) 341. 12. µ

= 9.799,u=l. 527. 13.4 099kg
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Ill 习题参考答案

习 题 3. 1 

501, 301'20 
i I \ J I \ 5-i-J I. (I) p'J ＝ () （) （ )

100 句<5;
(

1:0)
' 

5 ! (2) P;;=�(0.5)'(0.3);(0. 2)'一 ，
－

J' 由�5.i! j! (5-i一丿） ！ 
2. 2.35 
3. (I) X x, x3 1 p (2)三Xl 。 。 o Io. 195 8

1 0 。 。 1 Io. 1 63 2 39 。 I o Io. 163 2 10 5 
39 39 I 。 。 0. 163 2 。 I I 0. 093 2 

I 。 I 0. 093 2 
I 。 0. 093 2 

I 0. 035 0
I 3 27 2 4. 0. 5. (I)一； (2)—8 ; (3)—· (4)—. 8 32' 3 

6. (I) 12; (2) F (x , r) = ( 1-e一）又） （l-e-41), x>O ,y>O; (3) 1-e一）－e-s+e-11 _
0, x<O，或y<O,
占2 ,0<x<l,0勺<I,15 7. (I)—. 64 (2)0; (3)0.5; (4)F(x)=�/, O,s;;x<l,l,s;;y, 8.f.
/, l:!E;.x,O勺<I'
I, 兀;;!: I,y;;!: I. 

9. (I) 6; (2)一，0.664 2. 2 

x, X2 

I 7 I 3 JO. (I)—; (2)一一· 一．II.8''-, 8'2' (3) 4
。。 1-e - I 。

一I -2 -2 e -e e 
65 5 

12. -一．13. 0.580 9. 14.—. IS. 0.044. 
72 8 
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习题参考答案 Ill

习 题 3. 2

I. I 5 p I -12 

o-
l-
6

5-
12

勹 2
 

p -
12

＿
3

-
12

2 凡（x)= l-e-'1', x>O, 凡（y)= 1-e一入 2` , y>0 
2J 3. Px(x) = 2 卢, -l<x<I, p,(y)= �, -l<y<I.'IT 'lT

I 4. p(x,y)＝一，l<x<e 2,2 
I I O<y<—,p,(x)= —,l<x<e2. X.. •.. 2x 

5. (l) p,(x)=e-', x>O, py(y)= ye-•, y>O; 
5(1-x4) (2) p.,(x)=�. -l<x<I, py(y)= 5卢(I+2y) 

8 6 , 0<y< l ; 
(3) p,(x)= I, O<x<I, Pr(r)= -In y, O<y<I.

6. p卢）＝6(x-x'), O<x<I, Pr<r)= 6(./y-y), O<y<I. 7.略8. 0.5
I 2 I 9. 0.89. 10. a =—-b =-:-,c =-:-1 8'9 6 . 

II. (I) p(x,y)= e-•, O<x<I, y>O; (2) e一 I; (3) e-1. 
12. (I) p x (x) = 3x 2, 0<．飞<I, P心）＝3(I寸）／2, O<y< I ; (2) 不独立．

l3 (l) px(x) ＝ ｛ l 
l 
-x

x
'
, 

0一昙厂' Py(y) ＝ {2y,
0, 其他，

0, 

14. (I) (2) (5)独立，（3)(4)(6)不独立．
215. —. 16.略．
9

习 题 3.3

u 2
 

3
 

O<y<I, 
其他；

(2) 不独立．

P I 0.12 0.37 0.51 妇 2 
0.16 

入 µ, � ZI 0 2. P(Z=I)＝ 石' P(Z= O)＝ 厂µ, 3 计正 0.75

z I o
4. (I)

P I 0.25 o.75 (2) (l-p)'-'p[2-(l-pf-1-(1-p)'],i = 1,2,···. 
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Ill 习题参考答案

5 
5. �- 6. (I) p2(z)=4ze一 2,, z>O;

7 

3(I子）
7. p 1 (z) = �, O<z< I. 

2 

e-1,1
(2) Pz(z)=·—- Ā 00 <z<oc. 2 ， 

'

,
 

.,

l

2
 

o

<
.'

 
他

＜
 

>

z

z
 其

X

V/
 
V/
 

0

1
 

,
 

6 I

'

 

亘

z

一

一

，

，
 
2

0

 

e
 
3

z
 

X

,

｀

r
 

＝

＝

 

）

）

x

z

(

（

2

Z

p

p

、丿

）

l

l

(

'\
 

9
 

8
 

，
 

l
 

又

！ ，

他

0

朊

？

其

＞
 

x
 

，
 

．．
 

,

e

0

,

)

 

l
 

，
 

2
 
I
e

_

-

e
 

／
 
耳

，

l

(

0

J

'

『

e
 
，

 

＿＿
 

x
 

＝－

）
 

、,,

z

x

(l
 

p
 

（
 
J

 

、
�

p
 

)

2

2

(

 

（
 

l 入从
10. (I) p z (z) = I -(I+—）产，z>O; (2) p1(z)=�,z>0

z （入 ！ z+入 2)

4 J 8 
11. 0. 5. 12.p,(z)=—z -4z七一，O<z<i. 13.p,(t)= 3入e-）入I,t>O.

3 3 

14. p1(z)= (In 2-ln z)/2, 0<z<2. 15. p(r,()） ＝—,O<r< 1,0<()<2,r. 

16. (I) p(u,v)=ue-•, u>O, O<v<I; (2) 独立． 17—21. 略．

习 题 3.4

91 7n . 35n n+2 
I. — 2. E(X)=—,Var(X)=— 3.一一

3 6. 2 l 2. 3 . 

n-1 2n-l 4 I 
4. —. 5. —. 6. 0.25. 7.— — 8-9．略． 10. 2(J'l . 

n+ l n-l 3'1 8
. 

5 10 5 
11.一．12. Pr(r)= !Oy9 ,O<y<l,E(Y)= —,Var(Y)=— 

8 1 1 7 2 6. 

l n l l l 
13. (I) 五，（2 ）了c!(TA) +c忨） ＋ ＋（－I).-1巨）

I._ n8 __ 8 14.一．15. E(Y)= �.E(Z)=—. 
石 n+I · · · n+I 

几 I 2 
16. 2. 17. 14 166.67 元． 18. 略． 19. -0.02. 20. -—-- -． 21. 0. 22. --=--·

36 5 3 
3 I 2 

23. -;.-, -1. 24.一．25. 1, I. 26.一27.一，0,0.
4 5 1 2

. 
3 

2
 
c

 
c

 
b

 

2
 

2

\

）

b
 

6

-

l-
3

11-
36

2a
 ＝

 J
 

。,

2

0

6

P
 

6

l-
3

'
 

2
 

-

c

 

)

11-
3

 

2
 

(

r

\

C
 

a
 

2
 

)

a

 

2
 

.,

2

-

'，̀、

2

)

b

p

=－
 

-

T

.＇

l
 

、

J

P

0

,

 

0

3
一

8

2

（一

b
 

b
 

厂\，

8

2

a
 

0

a
2
 

l

l-
l
 

（
 

(

\、

2c
 

)

_＿
 

2
 

3

!

 

2
 

(

_

.

p

 

芜
36

勹

I

l-
§

d
 

当

3

 

5
 

3

,

2

l＝
 

69

召
23

关

”

5

相

P

0}

－

l
-

，

不

Il

O

I-
47

y

p
 

l

=

 

3

 

－

与

12p
 

4

X

,
 

µ
 

3

ÿ

寸

9

B

2

时

。

．
 

．
 

5

#

略

0}
 

.

l_
2
 

7

,

d
 

9
 

4
 

3

万�

l-
36

户

当

．

．

．

．

 

8

3

7

8

9
 

2

3

3

3

3
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习 题 3. 5 

l. m! （nn,-m) ！（节） m（宁） •-m, m = O, I,…， n 

2. P(X=m,Y=n)= (l-p)"-2p 2,m = 1,2,…，几一 I,n=2,3,…， P(Y=n I X = m)= (1-p) a-m-\p,m = 1,2,···,n-1,n = 2, 3,···. 
3. (II 勹尸勹飞千，（2) 不独立

I 4. (I) P(X=k I X+ Y = m)=—,k= 1,2,--·,m-1; m-1 
(2) P(X=klX.Y = m) = �, k=O, I,…,minln,ml. 

习题参考答案 Ill

l l 5.当O＜兀<1 时，p(ylx) = —, O<y<x. 6.当－l<y<I 时，p(xly) = �, lyl<x<I. x (I-IyI) 
7 47 . 78 7. — 8. — 9.略．10.E(XIY=2) = — E(YIX= 0) = 2. 15· 64. 25' 

n入 ，l l. ． l 2 ． 工 ．（入 ， ＋入 2) 1 2 1 3. (2 y+ I) . 14 — 15.略．16. （入＋9) 17--18. 略 ．
3 (2入）

＇

习 题 4. 1 

1-5.略 ． 6. (I) (3)不是，（ 2)是． 7 — 14.略 15. c=—. 16 一 20.略．

I. 0.4+0. 3e"+0.2e'2'+0. le'3'. 
3 （五）

习 题 4.2

pe” 1 q 2. ip (t) =—E(X) = —,Var(X)＝下·l -qe't'p p 
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Ill 习题参考答案

矿 2
4. (I) �,E(X)=O,Var(X)=—; (2) exp I -a I I I I ，数学期望和方差不存在 5. 0,3矿2. .  2'- ".' -' . -·'..' 2' 

a +t a 

6—12.略． 13. exp｛叫夸｝． 14—15.略

习 题 4.3

I. 验证马尔可夫条件． 2. 验证马尔可夫条件． 3. 验证马尔可夫条件．
4. 验证马尔可夫条件． 5. 验证马尔可夫条件 6 不适用．
7. 由辛钦大数定律知 IX"} 服从大数定律． 8. 由辛钦大数定律知 IX"} 服从大数定律．
9. 是． 10—17．略

习 题 4.4

I. (I) b(100,0.2); (2) 0.943 7. 2. 0.915 5. 3. 0.008 8. 4. 0.996 6.

5. 0.096. 6. 0. 785 2. 7. 0. 983 6. 8. 0.866 5. 9. (I) 24 000元； （2) 0.90.

10. 0.007 I. II. (I) 0.180 2; (2) 443. 12. 0.078 7. 13. 0.025 4. 

14. 0. 894 4. 15. 甲班的概率大．

16. 不超过 0. 026 8; 次数在 220到277之间

17. (I) 0. 818 5 ; (2) 8 I. 18. 9 488万元 19. 842 kW. 20. 23. 21. 16.

22. 11 209. 23. 104. 24. 9 604. 25. 664. 26. N( 
叮al

al, n) 27．略

习 题 5.3

I. 3, 3. 78, I. 94. 2．略． 3.了＝ 3于4,s:=9s;. 4—5.略．

I 
6.了s=ax.+b,s. = lals.,R. =aR.,m. =am.+b. 7.略． 8. 0,—. 9—12.略13. 14

3n 

14. 68. 15. N(8 ，玉） 16. N什古） 17. N(p,�). 18. 1. 06 

19. 12. 86. 20. 163,9. 23,0. 198,-0. 742. 21. 0. 047.



习题参考答案 Ill

22. 
X (I) 2 3

 
4 5 p 0. 590 4 0. 28 0. 104 0.024 0. 001 6

兀(4) 2 3
 

4
 

5 p 0. 001 6 0.024 0. 104 0.28 0. 590 4
23. P(x,,i= k)= (I才） ” － （1-q•-,)",P(x 1 ,i= k)= q•<•-1>(I －旷）
24. (I) 0. 937 O; (2) 0. 330 8. 25.略 26. Pm. _(x)= 3 7沁山 l－扩（3-2.x)飞2.x+I)•.m0.5 

27—28. 略．

30. (I) N(0. 5 I 
，司；

31—36. 略．

I. 4. 2. 62.

6 5 29. (I) -:-:- — ·11'242' 

3. 0. 771 8.
8. Be(T •T).
14. F(I0,5).
18.—(m>2),m-2 

1-4. 略．

9. (I)云；

们<T 2

(2) N(µ,，百） ；

9. F(I, I).

l n 5.—Lin气．
n '＝ 1 

(2) x(n) ; 

．＇ 2 、`丿
．

µ

.'
 

-

x

x,
“

2
可

,'\
 

，
 

“
2i
x, 

)

．

ni
 

l
 
(

＇

,
 

0

3

l

l

(2) 0. 001 4.

习

4. 0. 898 3.

15. -0. 423 4. 
IO. 0. 993 8. 

2m2(k+m-2) (m>4). k(m-2尸(m-4)

习

(3) N（今上） ； 

题

5. 0. 685 4.
II. 略．

16. 2(n-1)矿 ．

19. 略．

题 5. 5

6. Ix�.
i = I 

(2) x.

I (4) N(O，丁） ·

5.4 

12.`，几一 ）．
17. 0 (bl), —(k> 2)．k-2 

20. 27.

I ; 7. － 2 lnx,
几 '= l 

几 "

(3) (� In x,, � ln2 元） • 
11. (x 1 ,1, x1九） ）．

． ．14. (D父，门(l - x) ） 

6. c = u{l•a)/2／fo. 7. 略 ．

13. 0. 079 8.

21—22. 略 ．

n, 

8 2 1 X, I. 
i = I 

(4) I 式．
i = l 

1 2. （x(1) ，x (n)) ． 
15. 略．

`

j

 

2
,

 
y

 

m
2i，2, 又

“
2i，-Y ，

-
R
 

'
,

 

6 7 (2 x,2 X2 2 y,2 y2 ，言 xy) 18—20. 略．
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Ill 习题参考答案

习 题 6. 1 

I. i)有效性最差． 2. 不是 3. 略． 4． l I 2( 几 －I) 5. 一（x（I) +x(n) ）较有效2 

4 ..... _ n1 庄 I I.;.... I 6了x(l)较有效 7. a ＝ 示＇ b ＝了 8略 9. a，勹了！；万 ' i = 1, 2,···, n 

10. 略． 11. C1 =｀:勹�. C2=q_.

习 题 6.2

I. 114 3. 75, 96. 056 2. 2. 2. 68. 3. (I) 2元； 2一 ，一X、丿2 （ 1- 2 云 云 2 ^ 4. (I) 3元（2)言； （3)巨） ； （4) 8=5,µ于s
5. u,1,. 6. (I)产，（2)� -a-b+c. 7点＝ ［五］护1-f

习 题 6. 3 

I.:, \ -2 I. (I) (� � In x,) - ; (2) ( I ; 一 l

n,= 1 
; （2)了� In x, - Inc)

＾ ＾ 兀（月）2. （l) x( l) ； （2) µ = x(1) ，0＝己一无 (l) ; （3) 一－
k+I 

I ..'.'... .. 1 I I 
( 2 2)

＾ ＾ 
3. (I) — 2 I X,| ; （2 ）可取 x(n) －一 ，X(I) +－ 中的任意值； （3 ） 0l =元 ( I),{)产环 ） ·n i•I 

4. 0. 499. 5. 
2(i-1) . 6. 28. 305 3. 7. (I) 略； （2)不是无偏估计，是相合估计．

8. (I)是相合估计，不是无偏估计；（2)是相合估计，是无偏估计
9. 15 000. 10．略．
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习题参考答案 Ill

习 恶 6.4

l “ 1 n 

1-5.略 6. (I) －— 2 lnX, ; （2) －- 2 ln x,. 
n i • I n i = I 

I I 2 7.— 8.— 9. 2. 2. ． o o 矿(I -0) 
、1

)

2 
、
�

-
r

 
n

n 

l_
2
l_
2
 

+

＋ 

5

m

m 
,1 , 2.'

 
r

 

“
2i

) 

)

意壬

＿
2

 

t 

＋ 

b 

2.＇

， 

x

0

 

m
2�

Q （
 

（

＼

 

b 
＋ 

）
�

戎＿＿ 

m 
， 

） 
。

-
r 

（
 

n

n

 

l_
2
1_
2

g 

+ 

+

)

 

-x

m

2
 

m

( 

1

;

 

3 。、̀，'

略

（

O

3

 

12.略．

..
l.' 

,

X 

又
令
生
亡
生2

 

＋ 
I一
2

l̀l'
J
 

（
 

4� 
.＇

I_
2

＋ 云
、丿2

 
（

 
(3) 2(J(1-(J ） . 15.略．

习 题 6.5

I. P(入＝I.5 I x = 3) = 0. 389 9, P（入＝I.8 I x = 3) = 0. 610 I. 2. U (11. I, 11. 7). 

3. (I) Be (n + I, L x, + I) ; (2) 0. 25. 4-5.略
，二1

2n-l , 2n-3 6. (I) TT(8 /元 ， ，x2 , · · · , x.) ＝ ; （2) 介((J / x,,x2 ,···,x.)= 矿＂ （心'-I) (J五 2(x�!;'3-l)
n + a (n+B) max1 工 (J

7. I几），。1. 8. (I) 略；（2) �. 9. Ga (0. 000 4, 2). 
入一 2 n+/3-I 

In x 
，重1

10.略 ）1．1I'(0|x ! ,x2 ，父 3)=6x86矿，8>8. 12一 ）3.略
14. Be (5, 297).

习 题 6. 6 

I. [ I. 916 8,2. 583 2 3. 92u , 2. 583 2]. 2. (丁－）．
3. (I) [-0.980 0,0.980 0); (2) [0.618 8,4.3929). 
4. (I) [0.148 7,0.4215]; (2) [56.073 9,56.5661].
5. (1) [432.306 4,482.693 6]; (2) [438.905 8,476.094 2];
(3) [24.223 9,64.137 8]. 6. [0.074 2,0.200 8]. 7.略．
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Ill 习题参考答案

8. [11.039 2,12.999 2]. 9. (I) [-0. 093 9,12.093 9); (2) [-0.206 3,12. 206 3]; 
(3) [-0.328 8,12. 328 8]; (4) [0.3359,4.097 3) 

10. (I) (0.062 0,1.007 5); (2) (-0.2855,0.3255) 
札（加） x？＿工(2n)

11. (言.�)
12. [36.76,113.64),98. 04,40.82. 13. ( m05 一会于， m“古叶

64u 飞- l/“环） ＋x(ll l-a11"环） ＋x （I) l -a I 4. �. 15.略．16.L2 [ 2 - 2 ' 2 十了－］

17.(1)[�.� Be,-a/2(几- 1,2) ＇ Bea/2(几-1,2) ］ ； 

(2)[¥-�，环）；x（I) +e(x0)
2

-x( I)）］，其中c=(-;)了- 1 

［庐 m+n了 X(m) m+n 
18 汇（二） ·汇（五”)

-;;
]

19. (I)略；（2) [ 
In a 

x(I) ＋丁＇ 兀( I)].

习 题 7.1

I. (I) 0. 003 7, 0. 036 7; (2) 34; (3)略2. 0.032 8, 0.633 I. 

3. c = 0.98, 0.83. 4尸）
”

， 17. 5略6.(I)略，（2) 0.264 I. 7 上工3 4 8 
8.略．

习 题 7.2

l 拒绝，有显著降低 2.接受，可认为不变． 3. 拒绝． 4.接受 5. n�?. 
6. (I)接受； （2)接受 7.可以． 8.拒绝，校长的看法是对的． 9.不能
10.接受． 1 1. 拒绝． 12. 拒绝． ）3．可以 14. 有显著差别

x-2y 
15 检验统计量为 u = ，拒绝域为 W= lu>u1-a1.

' 2  6 1 46: -+ 

16. 拒绝，有显著性差异． 17. p = 0.008 2，有显著差异 18. 接受，无显著差别

19. 拒绝，有显著性差异． 20.接受，不能认为 21. 拒绝，不正常

22.接受，无显著差异． 23 拒绝，显著偏大 24接受，无显著差异 25接受．

26. (I)接受，可认为两个总体方差相等； （2)接受，可认为两个总体均值相等

27.接受，不能认为显著偏大．



习题参考答案 Ill

习 题 7.3

I. 可以 2.拒绝，有明显提高 3. p=0.296 9. 4. p= 0.031 4. 5. p=0.017 9 

6. p = 0.004 7. 7.接受． 8. (2) 65. 9. n = 11, c = I. 10.拒绝． 11.接受

习 题 7.4

1 略 2 双侧 X2 检验 3. (I) 双侧 F检验； （2) 略； （3) F (2n, 2m). 4略
5. 接受． 6. p=0.730 8 ，接受 7.p=0.6374 ，接受 8. p= 0.210 8 ，接受

9. 0.606 6，接受． 10.接受 II 接受 12略 13. 有显著疗效． 14.拒绝，有关系

15.拒绝，

习 题 7.5

I.接受． 2.接受． 3.接受． 4.接受

习 题 7.6

I. p=0.035 4. 2. p=0.933 I. 3. p=0.377 0. 4. p=0.387 2. 

5. ()) p=0.07, 显著； （2) p = 0.089 8，不显著； （3) 不显著．

6. (I) p=0.027 4，可认定材料 A制成的后跟比材料 B的耐穿；

(2)可认定材料A制成的后跟比材料B的耐穿

7. (I)接受； （2)接受． 8. 正态假设下拒绝，符号检验接受，符号秩和检验拒绝．

习 题 8.1

I. S, = 42. 75,/, = 9 ;SA
= 105.5,f. = 2;Sr = 148.25 Jr = 11.

2. f. = 22，儿＝ 3，儿＝25. 3. S, = 20.5,矿＝2.562 5. 
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Ill 习题参考答案

4

来源 平方和 自由度 均方和 F比

因子A

误差e

4.2 

2.5 

2

9

 

2.1 7.5 

0.28 

和T 6.7 II 

显著
5显著． 6.显著
7. (I) 有显著影响； （ 2) [7.173,8.787),[5.593,7.207),[8.313,9.927).
8. (I) 显著； （ 2) 第五组，［ 25.671 1,30.300 3). 

习 题 8.2 

I. 水平1 、3之间无显著差异，它们与水平2有显著差异．
2. 水平 5 与水平 1,3,4 之间以及水平 2 与水平 4 之间有显著差异，其他无显著差异．
3. (I) 不显著； （ 2)[ 6. 323 2,6. 991 OJ.
4. 

来源 平方和 自由度 均方 F 比

因子A

误差e

20. 125 

15. 362

2 

24 

10. 063

0. 640 

15. 72 

和T 35.487 26 

显著，各个水平间均有显著差异．

习 题 8. 3

1.接受 2.接受 3. 接受． 4. 接受 5. 接受． 6. 接受，

习 题 8.4 

2z,y, 
i 盒 l l ” 

(l)/3=�— ,;
2 =— 2 (r， 击，）

2z,2 
n - I ;';-1 

, • 1 

2
.'

 

心
言
E

、1'2(
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习题参考答案 Ill

2. 一致． 3．略． 4. 一般不重合，有交点，（元才）．
5. (1)略； （2) 0. 959 7; (3)户22.648 6+0.264 3x; (4)显著
6. o. 324 s, [ o. 800 6, o. 886 8 l. 7． 略

8. (I) y=35.238 9+84.397 5x; (2) 瓦～ N(/3。，0.114 2矿）,µ 1 ~ N(/3 1 ,3.306 9矿） ；

(3) -0. 672 6; 

(4)显著

来源

回归

误差

和

平方和 自由度 均方 F比

2 153. 975 8 

278.480 8 

2 153.975 8 

19.891 5 

108.286 2 

14 

2 432.456 6 15 

(5) [67.002 2,101.792 8]; (6) [38.028 7,57.768 3]. 

9. (1) 瓦＝ 24.299 l,�, = 1.591 4; (2)显著； （3) [ 25. 155 3, 26. 943 9].
10. (I)显著

来源

回归

误差

和

平方和 自由度 均方 F比

0.081 0 

0.043 6 

0.081 0 

0.001 453 

55.746 7 

30 

0.124 6 31 

(2) 0.806 3; (3) [ 1.450 0,1.599 4).

I I. (I)略； （2) i = -2.26+0.048 7x，显著

来源

回归

误差

和

平方和 自由度 均方 F比

203.40 

7.93 

203.40 

1.13 

180.00 

7

211. 33 8

(3) [9.688,14.999);
(4) y = 0.041 7.x，显著．

习 题 8.5

l. u = In x, v = y 2. u ＝-Jx,v = y. 3. u = 元,v = In(y-100),/3。 = In a,/3 1 
= - lib. 

4.不能 ． 5． 能 ． 6.能 ． 7. y = l 051.423 2e-o.m,,R2 = 0.990 2,s = 22. 621 0. 
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