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摘要

　　本文针对求指定花样在抛硬币时首次出现时间期望的问题, 分别从统计模拟、马氏过程、延迟更

新过程、鞅、随机图等角度出发对该类问题进行了模拟和理论方面的解答，并展现了各种方法的特

点和实用价值．
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1 问题背景

一道古典概率题目：一个均匀硬币，反复抛掷，请问一直抛到出现 HTT(正反反) 和 HTH(正反

正) 的期望次数分别是多少？

首先考虑一下 HTT 和 HTH 的首达时刻的期望是否相同，很容易犯的一个错误是认为 HTT 和

HTH 的出现没本质区别，因此它们的首达时刻的期望也是一样的．但实际上它们是有区别的．一个

具体解释如下，在当前时刻得到 HT 的时候：

• 针对 HTT 目标：如果下一次抛出 T，则成功得到 HTT 序列；如果下次抛出结果为 H，则得不

到 HTT 序列，但刚抛出的 H 是 HTT 的首字母，为之后得到 HTT 序列奠定了部分基础．

• 针对 HTH 目标：如果下一次抛出 H，则成功得到 HTH 序列；如果下次抛出结果为 T，则得不

到 HTH 序列，且刚抛出的 T 并不是 HTH 的首字母，也就说之后需要完全“从头开始”．

因此，HTT 的首达时间期望应该比 HTH 要小，这和大多数人的第一直观 (或者说错觉) 是不一

致的．此外，首次得到 HTT 和 HTH 的区别可以通过分析它们的随机图 (图2 和图3) 更直观地得到．

2 统计模拟

该问题看似很简单，但用传统的古典方法计算时，发现非常繁琐．考虑到古典方法的困难性，采

用数值模拟来计算该问题，在 R 中编写函数来模拟该问题，分别模拟 10000 次，发现 HTT 和 HTH
的首达时间的期望分别近似为 8 和 10，代码 (来自 [3]) 和运行结果如下．

coin.seq = function(v) {
x = NULL
n = 0
while (!identical(x, v)) {
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图 1: 10000 次模拟下 HTT 和 HTH 首达时刻的箱线图 (来自 [3])

x = append(x[length(x) - 1:0], rbinom(1, 1, 0.5))
n = n + 1

}
return(n)

}
> mean(htt <- replicate(1e+05, coin.seq(c(1, 0, 0)))) ## HTT 模拟均值
[1] 8.00304
> mean(hth <- replicate(1e+05, coin.seq(c(1, 0, 1)))) ## HTH 模拟均值
[1] 10.0062

显然，模拟的结果是 HTT 和 HTH 的首达时间明显不同，画出 10000 次模拟下它们的箱线图 (如
图1)．

此外，HTT 和 HTH 的首达时间在 10000 次统计模拟情况下非常接近于 8 和 10，而它们的理论

值具体应该是多少就不是数值模拟能解决的了．下面借助其他工具来精确求解该问题及其拓展问题．

3 马氏过程

可以借鉴马氏过程的思路，先求 HTT 首次出现时间的期望 E(NHTT)：每一步扔下去是否到

达 HTT 仅和前两步有关，所以已知前两步状态，后面的期望步数就确定了，那么假设前两步是

HT,TH,HH,TT 之后的到达 HTT 所需步数为 x1, x2, x3, x4，那么就可以列出方程组 (1)．
x1 = 0.5 + 0.5(x2 + 1)

x2 = 0.5(x3 + 1) + 0.5(x1 + 1)

x3 = 0.5(x3 + 1) + 0.5(x1 + 1)

x4 = 0.5(x2 + 1) + 0.5(x4 + 1)

(1)

方程组 (1) 中，第一个式子意思是，HT 之后一步如果扔的是 T，那么就终止，1 步到达 HTT，

如果扔的是 H，那么回到 TH 的状态，也就是 x2．其他三个式子以此类推，求解方程组 (1)，得

x1 = 4, x2 = 6, x3 = 6, x4 = 8，于是．

E(NHTT) = 0.25(x1 + x2 + x3 + x4) + 2 = 8

即 HTT 首次出现时间的期望为 8．
同理，求 HTH 首次出现时间的期望 E(NHTH)，列出方程组 (2)
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
x1 = 0.5 + 0.5(x4 + 1)

x2 = 0.5(x3 + 1) + 0.5(x1 + 1)

x3 = 0.5(x3 + 1) + 0.5(x1 + 1)

x4 = 0.5(x2 + 1) + 0.5(x4 + 1)

(2)

求解方程组 (2)，得 x1 = 6, x2 = 8, x3 = 8, x4 = 10，于是．

E(NHTT) = 0.25(x1 + x2 + x3 + x4) + 2 = 10

即 HTT 首次出现时间的期望为 10．
如此一来，一道本来非常繁琐的题目就可以通过马氏链的思想轻松解决了．但是该方法在状态长

度较大时 (比如求 HTHTTH) 的时候比较麻烦，后面将要介绍的延迟更新过程和鞅理论可以更便捷地

解决这一问题．

4 延迟更新过程

设 {Xn, n = 1, 2, · · · } 为一列独立非负随机变量， X1 具有分布 G，而 Xn 具有分布 F， n > 2．

令 S0 = 0, Sn =
n∑

i=1

Xi， n > 1，且定义

ND(t) = sup{n : Sn 6 t} (3)

则随机过程 {ND(t), t > 0} 称为延迟更新过程 [1]．
记首次更新时间的分布为花样 (比如抛硬币中的 HTT、HTH 等) 首次发生时间的分布，而后面

的间隔分布为该花样复制之间的时间分布，以 N(n) 记到时刻 n 发生花样的次数，则 {N(n), n > 1}
是一个延迟更新过程．

令 pi, i = 1, 2, · · · , k 表示 k 叠 (即花样长度为 k) 花样中各个元素的单次概率，由延迟更新过程

的强大数定律和布莱克威尔定理可知

E(花样之间的时间) = (

k∏
i=1

pi)
−1 (4)

从式 (4) 中可以知道花样之间时间的期望值，比如抛掷均匀硬币时，第 n 次出现 HHH 和第 n+1

次 (n > 1) 出现 HHH 的间隔时间的期望就是 1/0.53 = 8．下面我们以两次花样间隔时间的期望作为

桥梁来求首次出现花样时间的期望．

首先计算 HTT 首次出现时间的期望，我们发现在 HTT 出现后，下一次重现 HTT 和这一次的

HTT 完全无关，也就是说本次的 HTT 不能为下一步的 HTT 提供任何基础，因此两次 HTT 的间隔

时间期望就等于 HTT 首次出现时间的期望，即 E(NHTT) = 8．

然后再计算 HTH 首次出现时间的期望，和 HTT 不同的是 HTH 出现之后能为下一次出现 HTH
提供基础�比如再抛掷出 TH 后，结合上一次最后的花样元素 H，即可得到下一次的 HTH．为了计

算 HTH 首次出现时间的期望，我们需要做的就是剥离这种基础．

用全概率公式，将得到 HTH 后再次得到 HTH 的事件一分为二，分别是接着抛出 TH 和没有

抛出 TH，对应的分别是“有基础”和“没有基础”的两种情况，如果抛出 TH，则 2 步到达下一个

3
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HTH，如果抛不出，设期望为 X．根据全概率公式得

E(花样之间的时间)

= P (下两次抛出 TH) · 2 + P (下两次未抛出 TH) ·X
= (1/4) · 2 + (3/4)X = 8

(5)

求解式 (5)，得到 NHTH|!TH = X = 10(其中!TH 表示未抛出 TH)，即在前两次未抛出 TH 情况

下，得到 HTH 的时间期望为 10．无论是首次更新 (对应分布 G) 还是之后的更新 (对应分布 F )，
NHTH|!TH 都等于 10．

现计算前两次抛出 TH 时，得到 HTH 的时间期望 (不能利用前面基础)，如果接下来两步抛出

TH(概率为 1/4)，那么 4 步达到 HTH，如果抛不出 TH(概率为 3/4)，那么期望转为 2 + NHTH|!TH

次，根据全概率公式得

NHTH|TH =
1

4
4 +

3

4
(2 +NHTH|!TH) = 1 + 9 = 10 (6)

至此，可以计算出首次抛出 HTH 的平均时间了．

NHTH = NHTH|TH +NHTH|!TH =
1

4
10 +

3

4
10 = 10 (7)

对任意有限离散分布，都可以用该方法类似地求其花样首次出现时间的期望．

5 鞅

通过构造鞅可以计算任意有限离散分布下各种花样首次出现时间的期望，本节的关键也就是构造

鞅，并且是构造一个非常巧妙的鞅．

以 [1] 中的例子来演示鞅的构造：假设序贯地观察一列独立同分布的离散随机变量，一天一个，

直到某个给定的序列出现．设每次观察的结果分别以概率 1/2, 1/3, 1/6 分别取为 0, 1, 2 ，我们希望求

直到游程 020 出现为止的平均时间 N．

表 1: 首达时间为 N 时的赌博情况

天数 1 2 3 4 5 · · · N − 2 N − 1 N

实际情况 0 2 0
赌徒 1 的赌法 0 2 0
赌徒 2 的赌法 0 2 0
赌徒 3 的赌法 0 2 0

· · ·
赌徒 N − 2 的赌法 0 2 0
赌徒 N − 1 的赌法 0 2

赌徒 N 的赌法 0

为了计算 E(N). 设想有一列赌徒在一个公平的赌场参赌，每人起初都有 1 元．第 i 个赌徒在第

i 天的开始赌起，以他的 1 元打赌那天的观察值将是 0 ．如果他赢了 (从而他有 1/2−1 = 2 元)，就

以 2 元打赌下一个结果是 2 ．如果这次赢了 (从而他有 1/(2−1 × 6−1) = 12 元) ，就以全部 12 元打

赌下一个结果是 0 ．因此每个赌徒如果在三次打赌中输掉任何二次，将输 1 元，但三次都赢了将赢

1/(2−1 × 2−1 × 6−1)− 1 = 23 元．每天一开始又一个赌徒开始赌．记 Xn 为第 n 天结束时赌场的总赢

得．由于所有的打赌都是公平的，故得 {Xn, n > 1} 是鞅，均值为 0 ．

以 N 记直到序列 020 出现的时间，如表 1 所示 (表中蓝色粗体字为恰好完全匹配的赌博)．故

在第 N 天结束时赌徒 1, ..., N − 3 都输 1 元，赌徒 N − 2 赢了 23 元，赌徒 N − 1 输 1 元 (因为第

4



统计之都 http://cos.name 一道抛硬币问题的不同解法和比较

N − 1, N 天的观察结果是 2, 0，与该赌徒的答案不能匹配)，赌徒 N 赢 1 元 (因为第 N 天的观察结果

是 0，恰好匹配)．所以

XN = N − 3−
(
(
1

2
× 1

2
× 1

6
)−1 − 1

)
−
(
(
1

2
)−1 − 1

)
− 1 = N − 26

又由于 E(XN ) = 0，故 E(N) = 26，即得到 020 的首次时间的期望为 26．

该方法具有很强的通用性，通过表 1 可以看出，该方法仅需看最后 k(k 为花色长度) 个赌徒和指

定花色的匹配情况，具体来说，对任意 k 叠的花样，其首次出现时间的期望是

Nk =

k∑
i=1

fi
1

p1 · · · pi
(8)

其中， fi 为 0− 1 变量，表示花样中前 i 个元素构成的序列是否和后 i 个元素构成的序列完全一

致；若一致，取 1，若不完全一致，取 0． pi 表示花样中第 i 个元素的单次概率．

根据式 (8)，可以很方便地编程计算任意有限离散分布下各种花样首次出现时间的期望．R 程序

（Mathematica 程序见 [4]）如下：

coinE <- function(res.seq, p.seq){
E <- 1/prod(p.seq)
n <- length(res.seq)
for(i in 1:(n-1)){

f <- 1*!sum(abs(diff(res.seq,i)))
if(f==1) E <- E + 1/prod(p.seq[1:(n-i)])

}
return(E)

}

res.seq 是输入花样，需用整数表示；p.seq 和res.seq 等长，表示对应花样元素的单次概率．

用该程序计算 HTT 和 HTH 的首次发生时间期望，得到期望值分别为 8、10．

> coinE (c(1,0,0), rep(0.5,3)) ## HTT 首次发生时间期望
[1] 8
> coinE (c(1,0,1), rep(0.5,3)) ## HTH 首次发生时间期望
[1] 10

当然，还可以计算更复杂的例子，比如

> ## 抛掷均匀骰子，得到 123456123456 首次时间期望
> coinE (c(1:6,1:6), rep(1/6,12))
[1] 2176828992
> ## 抛掷不均匀硬币 (正反面概率分别为 0.4,0.6)，得到 HTHTHTHT 首次时间期望
> coinE (rep(1:2,4), rep(c(0.4,0.6),4))
[1] 395.2739

花色信息及随机变量分布见上面程序中的注释 (## 后面的文字)．

5
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6 GERT 方法
GERT 方法 (Graph Evaluation and Review Technique) 是解决随机网络问题中的一种方法，它

结合了流线图理论、矩母函数、计划评审技术等多种方法．文献 [2] 较为详细地介绍了该方法，并利

用 GERT 解答了本文开头提出的问题．GERT 方法的优势是可以解决更复杂、更一般的问题，并得

到更一般的结论．这里仅仅给出该方法的结论．

图 2 和图 3 分别是实现 HTT 和 HTH 的随即网络图 (p = q = 0.5，用 Z 对每次抛掷硬币做标

记)．
结合梅森公式，可使用 GRET 方法得到 HTT 和 HTH 的首达时刻的期望分别是 8 和 10，并且

可以得到抛掷 n 次得到 HTT 和 HTH 的概率，如式 (9) 和 (10)．

PHTT =

[(n−3)/3]∑
j=0

(
n− 2j − 3

j

)
(−1)j(

1

2
)3j+3 (9)

PHTH =

[(n−3)/3]∑
j=0

j∑
k=0

(
n+ k − 2j − 3

j

)(
j

k

)
(−1)j(

1

2
)3j+3 (10)

图 2: 实现 HTT 的随机网络图 (来自文献 [2])

图 3: 实现 HTH 的随机网络图 (来自文献 [2])

该方法的细节情况可以在文献 [2] 中得到，此处不表．

7 总结

本文用统计模拟、马氏过程、延迟更新过程、鞅、GERT 等各种角度求解了抛掷硬币时，HTT
和 HTH 的首次到达时间的期望．得到的结论有

• 统计模拟最为直观简便，不需要太多理论，非常实用，但不能得到精确值，并且在花样长度较

长时，需要花费很长时间求得一个近似程度较高的解．

• 借助马氏过程的转移概率的概念，可以求出期望的精确值，但在花样长度增加时，需要计算的

方程数目呈指数速度增长 (2n)，不方便求解．

• 延迟更新过程和鞅方法都能直观、快速求出期望的精确值 (尤其是鞅方法)，并且可以拓广到任

意离散分布下的任意有限长度花样，计算速度很快．

6
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• GERT 方法虽然显得较为复杂，但是可以得到更多信息，并且可以更系统地解决更广泛的与随

机图相关的问题．

本文所涉及的题目是最常见的抛硬币问题，但通过该题目的多种方法求解和相互比较可以获得很

多有意思的东西，显示了随机过程中这些工具的实用价值．

现代概率论和随机过程中很多知识都可以以抛硬币等初级问题来展开引入，因此关注这些初级问

题或许并不仅仅是纯粹的无聊游戏；当然，做这些题目也可以当做是纯粹的陶冶情操，锻炼思维．
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