
第三章 微分中值定理与导数的应用试题库

一、选择题

1. 设当 0x 时， 2e ( 1)x ax bx   是比 2x 高阶的无穷小，则（ A ）.

A.
1 , 1
2

a b  ； B. 1, 1a b  ；

C.
1 , 1
2

a b   ； D. 1, 1a b   。

解：当 0x 时，有 2e ( 1) 0x ax bx    ,因此 2e ( 1)x ax bx   是无穷小量。又
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。如果 1b  ，则
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 
成立。因此选(A)。

2. 设常数 0k  ，函数 ( ) ln
e
xf x x k   在 (0, ) 内零点的个数为（ B ）.

A. 1； B. 2； C. 3； D. 4。

解：
1 1'( )

e
f x

x
  ，令

1 1'( ) 0
e

f x
x

   ，得唯一的驻点 x e 。在区间 (0, )e 上， '( ) 0f x  ，

故 ( ) ln
e
xf x x k   在 区 间 (0, )e 上 单 调 递 增 。 在 区 间 ( , )e  上 ， '( ) 0f x  ， 故

( ) ln
e
xf x x k   在区间 (0, )e 上单调递减。而 ( ) 0f e k  ，

0
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    ，且

+ +

1
1lim lim 0

ln 1ln
e e

x x

x
x x kx k

x x



   
 

   
， （ 因 为

+

+

1lim 0
x x 

 ，
+

+
lim 0
x

k
x 
 ，



+

+ +

1
lnlim lim 0

1x x

x x
x   

  ）。故
+

lim ln
ex

xx k
 

    。综上所述零点的个数为 2，选(B)。

3. 若 ( )y f x 对一切 x满足 2( ) 3 [ ( )] 1 e xxf x x f x     ，并且 0 0( ) 0 (f x x   0)，则（B）.

A. 0( )f x 是极大值； B. 0( )f x 是极小值；

C. 0 0( , ( ))x f x 是拐点； D. 以上说法都不对。

解 ： 把 0x 代 入 2( ) 3 [ ( )] 1 e xxf x x f x     ， 得 02
0 0 0 0( ) 3 [ ( )] 1 e xx f x x f x     ， 又

0 0( ) 0 (f x x   0)，所以
0

0
0

1( )=
xef x

x

 。现分两种情形讨论，如果 0 0x  ，则 01 0xe  ，

得
0

0
0

1( )= 0
xef x

x

  。如果 0 0x  ，则 01 0xe  ，得
0

0
0

1( )= 0
xef x

x

  。因此，无论如何

有
0

0
0

1( )= 0
xef x

x

  ，故 0( )f x 是极小值，选(B)。

4. 若函数 ( ) ( )f x f x  ( )x    ，在 ( ,0) 内 ( ) 0f x  且 ( ) 0f x  ，则在 (0, )

内有（ C ）．

A． ( ) 0f x  ， ( ) 0f x  ； B． ( ) 0f x  ， ( ) 0f x  ；

C． ( ) 0f x  ， ( ) 0f x  ； D． ( ) 0f x  ， ( ) 0f x  。

解： 当 (0, )x  时，由 ( ) ( )f x f x  ，两边同时求导，得 ( ) ( ) 0f x f x     ，两

边同时再求一次导数得 ( )= ( ) 0f x f x    ，故选（ C ）。

5. 若 30

sin6 ( )lim 0
x

x xf x
x


 ，则 20

6 ( )lim
x

f x
x


为（ C ）.

A. 0； B. 6； C. 36； D. 。

解：恒等变形后用洛必达法则，由

3 3 30 0

sin 6 ( ) sin 6 6 6 ( )lim lim 0
x x

x xf x x x x xf x
x x x 

       
又因为

3 20 0

sin 6 6 6cos6 6lim lim 36
3x x

x x x
x x 

 
   以及

2 3 30 0 0

6 ( ) 6 ( ) sin 6 6lim lim lim 36
x x x

f x x xf x x x
x x x  

  
    ，所以选（ C ）。

6. 设在 [0,1]上 ( ) 0f x  ，则 (0), (1), (1) (0)f f f f   或 (0) (1)f f 的大小顺序为（B）.

A. (1) (0) (1) (0)f f f f    ； B. (1) (1) (0) (0)f f f f    ；

C. (1) (0) (1) (0)f f f f    ； D. (1) (0) (1) (0)f f f f    。

解：在区间 [0,1]上 ( ) 0f x  ，因此 '( )f x 在 [0,1]上单调上升，得 (0) (1)f f  ,又由中值



定理 (1) (0) '( )(1 0)f f f   ，即 (1) (0) '( )f f f   ，其中 (0,1) ，所以 '(0) '( ) '(1)f f f  ，

即 (1) (1) (0) (0)f f f f    ，故选(B)。

二、填空题

1.
0

1 1lim
sin 6x

a b
x x x®

÷ç ÷- = -ç ÷ç ÷ç
，则常数 _____, ______a b  .

解：
2 3 20 0 0

1 sin sin coslim lim lim
6 sin 3x x x

a x bx a x bx a x b
x x x x

- - -- = = = ，所以 a b ，否

则极限为无穷大了。
2 20 0 0

1 cos (cos 1) sinlim lim lim
6 6 63 3x x x

a x b a x a x a
xx x

- - -- = = = = - ，

所以 1a b  。

2.曲线
1arctany x
x

= + 的单调减少区间是 .

解：定义域为 ( ,0) (0, )  ，求导得
2 2 2 2

1 1 1 0
1 (1 )

y
x x x x

-¢ = - = <
+ +

，所以

单调减少区间为 ( ,0), (0, )  。

3.曲线 31 1y x= + + 的拐点为 .

解：在 1x = - 处，
30 0 2

( 1 ) ( 1) 1( 1) lim lim
h h

f h fy
h h

- + - -¢ - = = = ¥，导数不存

在。而在 ( ,0) (0, )  上，求导得

2 5
3 31 2(1 ) , (1 )

3 9
y x y x

- -
= + = - + ，当 1x   时，

0y < ；当 1x   时， 0y > ，所以拐点为 ( 1,1) 。

4. 设
2

20

ln(1 )lim 2
x

x ax bx
x

  
 ，则 a  ，b  .

解：方法一：由洛必达法则，有
0

1 2
1lim 2

2x

a bx
x

x

 
  ，由于分母 2 0x ，分子也必须

趋于 0，否则极限值就不会是 2，因此
0

1lim 2 0
1x

a bx
x
  


，故

1 2 0 0
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a b   


，即 1a  。

所 以
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  ， 再次 利 用 洛 必达 法 则 ，得 2
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 ， 从而

2
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(1 0) 2
2
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 ，得
5
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b   。



方法二：由泰勒公式：
2 21ln(1 ) ( )

2
x x x o x    ，得

2 2 21ln(1 ) (1 ) ( ).
2

x ax bx a x b x o x          
 

又因为
2

20

ln(1 )lim 2
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x ax bx
x

  
 ，故

22ln(1 ) 2 ( 0)x ax bx x x    ，则

1 0
1 2.
2
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 



  

，解得
51,
2

a b   。

5.
2

1
ln(1 )

0
lim(cos ) x

x
x 


 .

解：属于1 型，用求指数型极限的一般方法计算，即

原式
2

1 ln cos
ln(1 )

0
lime

x
x

x




 ，而 2 20 0 0

sin
ln cos ln cos 1coslim lim lim
ln(1 ) 2 2x x x

x
x x x
x x x  



   


，故原式为

1
2e


。

6. 设 ( ) e xf x x ，则 ( ) ( )nf x 在点 x  ____________处取得极小值____________．

解： 由 ( ) ( ) ( )en xf x x n  ， ( 1) ( ) ( 1)en xf x x n    ，令 ( 1) ( ) 0 1nf x x n      ，所以

( ) ( )nf x 的极小值为 1

1
ne  。

三、解答题

1. 函数 ( )f x 在( , )a b 内具有二阶导数，且 1 2 3( ) ( ) ( )f x f x f x= = ，其中

1 2a x x< < < 3x b< ，证明：在( , )a b 内至少有一点 x ，使得 ( ) 0f x = 。

证明：因为 ( )f x 在 ( , )a b 内具有二阶导数，所以由罗尔定理，得 1 1 2( , )x x  ，

2 2 3( , )x x  ，使得 1 2( ) ( ) 0f f    ，又因为 ( )f x 在 1 2,  且满足罗尔定理的条件，

故由罗尔定理，得： 1 2 1 3( , ) ( , )x x     ，使得 ( ) 0f   。

2.设 0h > ，证明：
2

arctan
1
h h h
h

< <
+

。

证明： 对函数 ( ) arctanf x x 在[0, ]h 上应用拉格朗日中值定理：存在 (0, )h  ，



使得 2arctan arctan arctan 0
1
hh h


  


，从而 2 arctan
1
h h h
h

 


。

3.试证方程 3 3 0x x c   （ c为任意常数）在[0,1]上不可能有两个根。

证明：用反证法, 假设 ( )f x 在[0,1]上有两个零点 1x ， 2x , 不妨设 1 2x x ,则 ( )f x 在

区间 1 2[ , ]x x , 满足罗尔定理条件, 于是至少存在一点 1 2( , ) (0,1)x x  ,使得 '( ) 0f  ,

而当 (0,1)x 时, 2'( ) 3 3 0f x x   ,这与 '( ) 0f  矛盾, 故假设不成立, 命题得证。

4. 用洛必达法则求下列极限：

(1)
0

ln(1 )lim
cos 1x

x x
x®

+ -
-

； (2)
π
2

tanlim
tan 3x

x
x®
； (3)

2

3 5lim 1
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x x x
÷ç ÷+ +ç ÷ç ÷ç
。

解：（1）
0 0 0

1 1ln(1 ) 11lim lim lim 1
cos 1 sin 1 sinx x x

x x xx
x x x x  

          
。

（2）
π π
2 2

tan sin cos3lim lim
tan3 cos sin 3x x

x x x
x x x 


π π
2 2

cos3 3sin 3lim lim 3
cos sinx x

x x
x x 

     。

（3）令 2

3 51
x

y
x x

    
 

，则
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2

3 5ln 1
lim ln lim 1

3 5 533 5lim lim lim 3,1 1

x x

x x x

x xy

x
x

xx x
x

x

 

  

   
 




   

所以
3

2

3 5lim 1 e
x

x x x

    
 

。

5. 证明不等式：
2

ln(1 ) ( 0)
2
xx x x x- < + < > 。

证明：设
2

( ) ln(1 )
2
xf x x x    ，则

2

( ) 0( 0)
1
xf x x
x

   


从而当 0x  时， ( )f x

严格单调增加。又 ( )f x 在 0x  处连续，且 (0) 0f  ，所以当 0x  时， ( ) 0f x  ，即



2

ln(1 )
2
xx x   。又设 ( ) ln(1 ) , 0g x x x x    .求导得 ( ) 0

1
xg x
x

  


，所以 ( )g x 严

格单调增加，又 (0) 0g  ，所以，当 0x  时， ( ) 0g x  ，即 ln(1 )x x  。综合上述结果

可得，当 0x  时，有
2

ln(1 ) ( 0)
2
xx x x x     。

6. 一个无盖的圆柱形容器，当给定体积V 时，要使容器的表面积为最小，问底半径与

容器的高的比例应该怎样？

解：设底半径为R ，高为 h，则体积为 2V πR h ，表面积为

2 2 2VπR 2πRh πR
R

S     。

令 2

2V2πR 0
R

S    ，得 3
VR
π

h  。所以，当底半径与高的比例为1:1时，容器

的表面积为最小。

7. 求下列曲线的渐近线：(1) ；
1
1

y
x

=
+

(2) e 2

1

xy x= 。

解：（1）
1lim 0
+1x x

 ，所以 0y  为水平渐近线，
1

1lim
+1x x

 ，所以 1x   为铅直渐

近线，无斜渐近线.

（2）无水平渐近线，
e 2tee

2 2

2
1

0
lim lim lim

1

t t
x

x t t
x

t
= = = ¥ ，所以 0x  为铅直渐近

线 ，
e

1
2
1

( )lim lim
x

x x

f x xa
x x

= = = ，

lim( ( ) )
x

b f x ax= -
2 2

2
1

0 0

1 2lim( ) lim lim 0
1

t t
x

x t t

e texe x
t
-= - = = = ，所以 y x 为斜

渐近线。

8. 求抛物线
2 ( 0)y ax bx c a= + + ¹ 上哪一点处的曲率半径最小？求出该点处的

曲率半径。

解： 2 , 2y ax b y a    代入曲率公式，得 3
2 2

| 2 |

[1 (2 ) ]

ak
ax b


 

，由 k 容易看出，

当 2 0ax b  ，即
2
bx
a

  时，k的分母最小，因而 k有最大值 2a 。而
2
bx
a

  所对应

的点为抛物线的顶点。因此，抛物线在顶点处的曲率最大。即在顶点处的曲率半径最小，



1
| 2 |a

  。

9. 设 ( )f x 在[ , ]a b 上连续，在( , )a b 内可导，证明：至少存在一点 ( , )a bx Î ，使

( ) ( ) ( ) ( )bf b af a f f
b a

x x x- ¢= +
-

。

证明：令 ( )y xf x 在，可以验证函数 ( )y xf x 在[ , ]a b 上连续，在 ( , )a b 内可导，由

拉格朗日中值定理，存在 ( , )a b  ，使得

( ) ( ) ( ) ( )bf b af a f f
b a

    


。

10. 设函数 ( )f x 在[0,1]上可导，且0 ( ) 1f x  ， '( ) 1f x   ，证明：方程 ( ) 1f x x 

在 (0,1)内有惟一的实根。

证明：先证存在性。

令 ( ) ( ) 1F x f x x   ， 则 ( )F x 在 [0,1] 内 连 续 , 且 (0) (0) 1 0F f   ，

(1) (1) 0F f  。由闭区间上连续函数的零点定理知,存在 (0,1) ,使 ( ) 0F  ，即 为

方程 ( ) 1f x x  的实根。

唯一性(用反证法证)。

若 ( ) 1f x x  在 (0,1) 内有两个不等实根 1 2 1 2, (0 1)x x x x   ，即 1 1( ) 1f x x  ，

2 2( ) 1f x x  。对 ( )f x 在 1 2[ , ]x x 上利用拉格朗日中值定理,至少存在一点 1 2( , )x x 

(0,1) ，使得
2 1 2 1

2 1 2 1

( ) ( ) (1 ) (1 )'( ) 1f x f x x xf
x x x x
   

   
 

 ，这与题设条件 '( ) 1f x  

矛盾。唯一性得证，证华。


