
第十章 无穷级数

一、选择题

1. 设{ }nu 是数列,则下列命题正确的是( );

A 若
1

n
n
u




 收敛,则 2 1 2

1

( )n n
n

u u





 收敛

B 若 2 1 2
1

( )n n
n

u u





 收敛,则
1

n
n
u




 收敛

C 若
1

n
n
u




 收敛,则 2 1 2

1

( )n n
n

u u





 收敛

D 若 2 1 2
1

( )n n
n

u u





 收敛,则
1

n
n
u




 收敛

答案：A

解：根据级数的性质“如果级数收敛，则对这级数的项任意加括号后所成的级数仍然收敛”,A

正确;

设 2 1 21, 1n nu u    ,则级数 2 1 2
1

( )n n
n

u u





 收敛,级数
1

n
n
u




 发散,所以 B不对;

设
1 1( 1)nnu n
  ,则级数

1
n

n
u




 收敛,但级数 2 1 2

1 1

1 1( ) ( )
2 1 2n n

n n
u u

n n

 


 

  
  发散,

所以 C不对;

设
1

nu n
 ,则级数 2 1 2

1 1 1

1 1 1( ) ( )
2 1 2 2 (2 1)n n

n n n
u u

n n n n

  


  

   
    收敛,但级数

1
n

n
u






发散,所以 D 不对.

2. 下列级数条件收敛的是( );

A
  1

1

1
!

n

n n






 B

  1

1

1
2

n

n
n








C
 2 1

1

1 n

n n






 D

   
2

1

1 2 1n

n

n
n





 


答案：D

解:对于级数
1

1
!n n




 ,由于

1
1( 1)!lim lim 01 1

!
n n

n
n

n
 

  


,所以根据比值审敛法知,该级数收敛,



从而级数
1

1

( 1)
!

n

n n





 绝对收敛,所以 A 不对;

对于级数
1

1

( 1)
2

n

n
n





 ,易知其一般项的极限不存在,因此该级数发散,所以 B 不对;

级数
2 1

1

( 1) n

n n





 就是
1

1
n n





 ,所以发散,故 C 不对;

首先,对于级数 2
1

2 1
n

n
n





 ,由于
2

2 1
2 1lim lim 11n n

n
nn
n

n
 




  ,且
1

1
n n




 发散,因此

2
1

2 1
n

n
n





 发散,故 2
1

( 1) (2 1)n

n

n
n





  不是绝对收敛;其次,级数 2
1

( 1) (2 1)n

n

n
n





  是交错级数,

且满足莱布尼兹条件,因此收敛;由此可知,级数 2
1

( 1) (2 1)n

n

n
n





  条件收敛.故 D 正确.

3．常数项级数 1

1

1( 1) ln 1n

n n






   
 

 （ ）．

A．条件收敛 B．绝对收敛 C．发散 D．可能收敛，也可能发散

答案：A

解：由莱布尼茨定理知级数 1

1

1( 1) ln 1n

n n






   
 

 条件收敛．

4．正项级数
1

n
n
a




 收敛是级数 2

1
n

n
a




 收敛的（ ）．

A．必要条件 B．充分条件 C．充分必要条件 D．既非充分也非必要条件

答案：B

解：若正项级数
1

n
n
a




 收敛，则

2

lim lim 0n
nn n

n

a a
a 

  ，由比较审敛法知级数
2

1
n

n
a




 收敛，

反之，若级数
2

1
n

n
a




 收敛，则正项级数

1
n

n
a




 不一定收敛。如

1
na n
 。故应选 B。

5．级数 1

1

( 1)n p

n
n






 （ p为常数）（ ）．

A．一定条件收敛 B．一定绝对收敛 C．一定发散 D．收敛性与常数 p有关

答案：D

解：
1( 1)n

n pu
n


 ，

1p
n pu n

n
  ，故当 1p  ，即 1p   时，级数

1
n

n
u




 收敛，即原

级数绝对收敛；当 0 1p   ，即 1 0p   时，级数
1

n
n
u




 发散，但由莱布尼茨定理知

级数
1

n
n
u




 收敛，即原级数条件收敛；当 0p  ，即 0p  时， lim 0nn

u


 ，原级数发散。

故应选 D。



二、填空题

1．正项级数
1

1
2 n

n a



  （ 0a  ）当 a ________时收敛．

答案： 1a 

解： 1
1

21 1lim ,    12 2lim lim
2

1,                           1

n
n

n n
nn n nn

a aa a
aaa a a

a

  
 

 
       

 

，由此可知当 1a  时级数收

敛；当 1a  时级数发散。

2. 级数
1

2 2
n

n n
n





   当 满足 时收敛,在 发散;

答案：
1
2

  ；
1
2

 

解:

1
2

2 2
1lim lim1 22 2n n

n n
nn

n n

n





 



  

 
  

由于级数 1
1 2

1
n n






 在

1 1
2

   时收敛,在
1 1
2

   时发散,因此根据比较审敛法,原级数在

1
2

  时收敛,在
1
2

  时发散.

3. 幂级数
 
 0

1
2 1

n

n

x
n






 的收敛区间为 ;

答案： (0, 2)

解:令 1x t  ,则原级数成为
0 2 1

n

n

t
n



  ,对于该级数,由于

1

1
2 3lim lim 11
2 1

n

n n
n

a n
a

n

 

 

  



,

所以 1R  ,故
0 2 1

n

n

t
n



  的收敛区间为 ( 1,1) ,从而原级数的收敛区间为 (0, 2)

4．设幂级数
1

( 1)nn
n
a x





 在 3x  处条件收敛，则该幂级数的收敛半径为 R  _______．

答案： 4R 



解：令 1t x  ，则原幂级数变为
1

n
n

n
a t




 ，由题设它在 4t  处条件收敛，由 Abel 定理可

知，它在区间 ( 4, 4) 内绝对收敛，因此其收敛半径 4R  。若 4R  ，则它在 4t  处绝对

收敛，与题设“在 4t  处条件收敛”矛盾。故只能有 4R  。

5.函数  
3

1
xf x
x




在(-1,1)内的幂级数展开式为 ;

答案：
3

3

0

( ) ( 1)
1

n n

n

xf x x
x






  
  , ( 1,1)x 

解:由于
0

1
1

n

n
x

x






  , ( 1,1)x  , 所以

0 0

1 ( ) ( 1)
1

n n n

n n
x x

x

 

 

   
  

从而
3

3

0

( ) ( 1)
1

n n

n

xf x x
x






  
  , ( 1,1)x 

三、计算题或者证明题

1.判定级数
1

3
1 e

n

n
n



  的敛散性。

解:因为
3 3

1 e e

n n

n n


,而
3 3lim 1
e e

n
n

nn
  ,所以根据根值审敛法可知,

1

3
e

n

n
n




 发散,从而由比

较审敛法知,原级数发散。

2.判定级数
1 1 1 1(1 sin1) sin sin
2 2 n n

            
   

 的敛散性。

解:该级数的一般项为
1 1sinnu n n

  ,因为

2

3 2 2

1 1 1 1 1sin 1 cos 12lim lim lim1 1 1 63 3
n n n

n n n n

n n n
  

  
   ,

而级数 3
1

1
n n




 收敛,因此根据比较审敛法知,原级数收敛.

3. 判定级数

1 1

1

(e e 2)n n

n

 



  的敛散性。

解:因为

1 1 1 1
1 1

2

2lim lim lim 21 1
n n n n

n n
n n n

e e e e e e

n n

 


  

   
    

 
,而级数 2

1

1
n n




 收敛,因此根

据比较审敛法知,原级数收敛.



4. 判定级数
1

2
3 2

n

n n
n

n




 的敛散性。

解:对于该正项级数,由于

1

1 1
1

2( 1) 2 1
2( 1) 233 2lim lim lim 1

2 323 23 2 3

nn

n n
n

n nn n n
n

n n

n
u n

nu n



 


  

           
      

,

所以根据比值审敛法知,原级数收敛.

5. 判定级数
1

( 1)
sin

n

n n n






 的敛散性。

解:对于级数
1

1
sinn n n



  ,由于

1
sinlim lim 11 sinn n

nn n
n n

n
 

  


,并且
1

1
n n




 发散,所以级数

1

1
sinn n n



  发散,从而原级数不是绝对收敛.

原级数
1

( 1)
sin

n

n n n






 为交错级数,并且有 1n nu u  , lim 0nn

u


 ,满足莱布尼兹条件,

故原级数收敛.从而原级数条件收敛.

6. 判定级数
1

1

( 1)
ln

n

n n n






 的敛散性。

解:对于级数
1

1
lnn n n



  ,由于

1
lnlim lim 11 lnn n

nn n
n n

n
 

  


,并且
1

1
n n




 发散,所以级数

1

1
lnn n n



  发散,从而原级数不是绝对收敛.

原级数
1

1

( 1)
ln

n

n n n






 为交错级数,并且有 1n nu u  , lim 0nn

u


 ,满足莱布尼兹条件,故

原级数收敛.从而原级数条件收敛.

7. 求幂级数 2 1

1

1
2 1

n

n
x

n




  的收敛域，并求和函数．

解：设 2 1

1

1( )
2 1

n

n
s x x

n







 ，上式两边对 x求导，得

2 2
2

1

1( )
1

n

n
s x x

x






  
 ( 1 1)x  

两边从 0 到 x积分，并注意到 (0) 0s  ，得

20 0

1 1 1( ) (0) ( )d d ln
1 2 1

x x xs x s s x x x
x x

   
   ， ( 1 1)x   ．



故所求和函数为
1 1( ) ln
2 1

xs x
x





， ( 1 1)x   .

8. 求幂级数 1 1

1

( 1)n n

n
nx


 



 的收敛域，并求和函数．

解:
1 1( 1)n n

nu nx   ,由于 1 1lim lim 1n

n n
n

a n
a n

 

 


   ,所以该级数的收敛区间为

( 1,1) .

设
1 1

1

( ) ( 1)n n

n
s x nx


 



  ,两边从 0 到 x逐项积分得

1 1 1 1 1

0 0 0
1 1 1

( ) ( 1) ( 1) ( 1)
1

x x xn n n n n n

n n n

xs x dx nx dx nx dx x
x

  
    

  

      
    

两边逐项求导得 2

1( )
1 (1 )
xs x
x x

     
, ( 1,1)x 

9.将函数 cos x展开成(
3

x 
 )的幂级数.

解:
π π 1 π 3 πcos cos ( ) cos( ) sin( )
3 3 2 3 2 3

x x x x         

因为
2

0

cos ( 1)
(2 )!

n
n

n

xx
n





  ( )x    ,
2 1

0

sin ( 1)
(2 1)!

n
n

n

xx
n





 
 ( )x    ,

所以

2 2 1

0

π π( ) ( )1 33 3( ) ( 1)
2 (2 )! 2 (2 1)!

n n

n

n

x x
f x

n n






   
      

 

 , ( )x    .

10.将 2

1( )
5 6

f x
x x


 

展开为( 2x  )的泰勒级数.

解: 2

1 1 1 1 1 1 1( ) 2 25 6 2 3 4 51 1
4 5

f x x xx x x x
    

      

因为
0

1
1

n

n
x

x






  ( 1 1)x   ,

所以
0 0

1 2 1 2( )
4 4 5 5

n n

n n

x xf x
 

 

          
   

 

1 1
0

1 1( 1) ( 2)
4 5

n n
n n

n
x



 


      
 , ( 2 6)x   .


