
第 11章 微分方程

一、选择题

1. 满足方程
2

0
( ) 2 ( )

x
f x f x dx x  的解是 ( )f x  ( ).

(A) 21 1
2 2

xe x   (B) 21 1
2 2

xe x  

(C) 2 1
2

xce x   (D) 2 1
2

xce x  

解： 这里实际上给出了初始条件: (0) 0,f  两边求导得： '( ) 2 ( ) 2f x f x x  ，解此一阶

线性微分方程得：

2 2 21( ) 2
2

dx dx xf x e xe dx C x Ce
        

  ， 由 初 始 条 件 知 ：
1
2

C  ， 故 ：

21 1( ) .
2 2

xf x e x   故选 (B).

2. 若 ( )y y x 是方程
2 2'x y xy y  的满足条件 1| 1xy   的解，则

3

1
( )y x dx  ( ).

(A) ln 5 (B) ln 3 (C) ln 2 (D) ln 7

解 ： 方 程 两 边 同 除 以
2x ， 原 方 程 变 为 齐 次 方 程 形 式 ：

2dy y y
dx x x

    
 

， 令

y dy duu u x
x dx dx
    ，解得通解为

22y x Cyx  ，代入初始条件得： 1,C   故

2

2
1
xy
x




，因此
3 2 3

11
( ) ln(1 ) | ln 5.y x dx x   所以选(A).

3. 函数 ( )y y x 在点 x处的增量满足  2 ( 0)
1
y xy o x x
x


     


且 (0)y  ,则

(1)y  ( ).

(A) 2 (B)  (C) 4e


(D) 4e




解：当 0x  时，得
arctan

2 ,
1

xdy dx y Ce
y x
  


又 (0)y  ，得C  ,因此 4(1)y e



 .

选(D).

4. 设线性无关函数 1 2 3, ,y y y 都是二阶非齐次线性方程： '' ( ) ' ( ) ( )y p x y q x y f x   的解，

1 2,c c 是特定常数，则此方程的通解是（ ）.



(A) 1 1 2 2 3c y c y y  (B) 1 1 2 2 2 3 3( )c y c y c c y  

(C) 1 1 2 2 1 2 3(1 )c y c y c c y    (D) 1 1 2 2 1 2 3(1 )c y c y c c y   

解：这是有关线性方程解的结构性质问题，由 1 3y y 和 2 3y y 是相应齐次方程的解，且若

1 1 3 2 2 3( ) ( ) 0y y y y     , 则： 1 1 2 2 1 2 3( ) 0y y y       ,又已知函数 1 2 3, ,y y y 线

性无关，由线性无关的定义知： 1 2 1 20, 0, ( ) 0        ，即： 1 2 0   ，这说明 1 3y y

和 2 3y y 线性无关，故通解为： 1 1 1 3 2 2 3( ) ( )y c y y c y y    ，故选：（Ｄ）.

二、填空题

1. 一阶微分方程 2dy x
dx

 的通解 ; 通过点(1,4)的特解 ;

满足条件
1

0
2ydx  的解 .

解：分离变量得 2dy xdx ，两边积分得通解：
2y x c  ; 通过点 (1, 4)，即

24 1 c  ，

解得： 3c  ，所以此特解为：
2 3y x  ; 满足条件

1

0
2ydx  的解，即：

1 2

0
( ) 2x c dx  ，

解得：
5
3

c  ,所以满足该条件的解为：
2 5

3
y x  。

2. 写出具有下列性质的曲线所满足的微分方程，（1）：曲线在点 ( , )x y 处的切线的斜率等于

该点横坐标的平方 ; （2）：曲线上任一点的切线的斜率

与切点的横坐标成正比 .

解： (1) 设曲线为 ( )y y x ，则曲线在点 ( , )x y 处切线斜率为 'y ，由条件知
2'y x , 即为

所求的微分方程。（2）设曲线为 ( )y y x ，由条件知: 'y kx （ 0k  为常数）, 即为所求

的微分方程。

3. 通解为 1 2
xc e c x 的微分方程是 .

解：由题目知， 1 2' xy c e c  ， 1'' xy c e ，消去 1 2,c c 得： ( 1) '' ' 0x y xy y    。

4. 微 分 方 程
2(1 ) '' 2 'x y xy  满 足 初 始 条 件 0 0| 1, ' | 3x xy y   的 特 解

是 .

解： 原方程是 '' ( , ')y f x y 型的，设 'y p ，代入方程并分离变量后，有

2

2
1

dp x dx
p x



，两边积分得

2ln | | ln(1 )p x C   ，即



2
1 1' (1 ), ( )Cp y C x C e     ，由条件 0' | 3xy   ，得 1 3C  ，所以

2' 3(1 )y x  ，两端

积分得
3

23y x x C   ，又由条件 0| 1xy   ，得 2 1C  ，于是所求特解为：
3 3 1.y x x  

5. 微分方程
2'' 1 'yy y  的通解为 .

解 ： 此 方 程 不 显 含 x ， 故 令 'y p ， 则 '' dpy p
dy

 ， 于 是 所 给 方 程 化 为

2
21

1
dp p dyyp p dp
dy p y

   


，积分得
2

1
1 ln | 1| ln ln
2

p y C   .

6. 微分方程 '' 2 ' 2 xy y y e   的通解为 .

解：特征方程为
2 2 2 0r r   ，特征根为一对共轭复根 1 ,r i  故对应的齐次方程通解为：

1 2( cos sin )xY e C x C x  ，而 1  不是特征根，故设特解为：
* xy Ae ，代入原方程得

1,A  从而
* xy e ，故原方程通解为：

*
1 2( cos sin ) .x xy Y y e C x C x e    

三、计算题或证明题

1. 试证： 2 3
1 1c xy c e   是方程 '' 9 9y y  的解，但不是它的通解，其中 1 2,c c 是任意常数。

解：方程 2 3
1 1c xy c e   ，可以写成 2 3

1 1c xy c e e   ，我们记 2
1
cc c e ，则

3 1xy ce  ,

将其代入方程 '' 9 9y y  ，得

方程左端
3( 1) ''xce  39( 1)xce  3( 3 ) 'xce  39 9xce  3 39 9 9 9x xce ce    

方程的右端

所以 2 3
1 1c xy c e   是方程的解，但因解中实际只含有一个独立的任意常数，故它不是该方

程的通解。

2. 解方程
2 cosdy y x

dx
 ，并求满足初始条件：当 0x 时， 1y 的特解。

解：将变量分离，得 2 cosdy xdx
y

 ,两边积分，即得
1 sin x c
y

   , 因而，通解为

1
sin

y
x c

 


(c是任意常数)。此外，方程还有解 y=0.，它是不包含在通解中的，需要

补上。 为了确定所求的特解，以 0, 1x y  代入通解中以决定任意常数 c , 得到 1c   ，



因而，所求的特解为
1

1 sin
y

x



。

3. 求 ' ln yxy y
x

 的通解。

解：原方程可改写成 ' lny yy
x x

 ，这是齐次方程，令
yu
x

 ，则 ' 'y u xu  ，代入原方程

得 ' lnu xu u u   ,
(ln 1)
du dx

u u x



即 ln | ln 1| ln | |u cx   ln 1u cx  ，故通解为

1 cxy xe  。

4. 求线性方程
23 xdy y e

dx
  的解。

解法 1： 该方程是一阶非齐次线性方程，先用常数变易法求其通解其对应的齐次线性方程

为 3 0dy y
dx

  ，由分离变量法得其通解为
3xy Ce , 然后假设

3( ) xy C x e 是原方程的

解，代入原方程得
5'( ) xC x e ，积分得

51( )
5

xC x e C  ，所以原方程的通解为

3 21
5

x xy Ce e  。

解 法 2 ： 利 用 公 式 直 接 求 其 通 解 ， 这 里
2( ) 3, ( ) xP x Q X e  . 由 线 性 方 程

( ) ( )dy P x y Q x
dx

  的通解公式
( ) ( )

( ( ) )
P x dx P x dx

y e Q x e dx C
   ，得原方程的通解为

3 32 2 31( )
5

dx dxx x xy e e e dx C e Ce
       。

5. 求方程
26dy y xy

dx x
  的通解.

解 ： 原 方 程 可 写 成
26dy y xy

dx x
  , 与 Bernoulli 方 程 形 式 一 致 。

( ) ( ) ndy P x y Q x y
dx

  ( 0,1n  是常数)，在 Bernoulli方程求解过程中，当 0n  时，方程还

有解 0y  。需要注意补上！此题是 2n  时的伯努利方程，令
1 1nz y y   ，记算得

2dz dyy
dx dx

  ，代入原方程得到

6dz z x
dx x

   ，这是线性方程，利用线性方程的求解公式，可求得它的通解为

2

6 8
c xz
x

  ，代回原来的变量 y，得到
2

6

1
8

c x
y x
  ，或

6 8

8
x x c
y
  ，这就是原方程的

通解。此外，方程还有解 0y  。



6. 判断方程 ( sin 1) cos 0y x dx xdy   是否为全微分方程，并求出其解。

解：这里 sin 1, cosP y x Q x    ，由于 sinP Qx
y x

 
 

 
，所以该方程是全微分方程。记

( sin 1) cos ( , ),y x dx xdy dU x y   以下用三种方法来求 ( , ).U x y

解法 1： 线积分法，选择积分路径为折线路径： (0,0) ( ,0) ( , ),x x y 

即选择了 0M RM 路径，则
( , )

(0,0)
( , ) ( sin 1) cos .

x y
U x y y x dx xdy  

0 0
1 cos

cos .

x y
dx xdx

x y x

   

  
 

解法 2： 凑微分法，重组方程的左端，得

方程左端 ( sin cos )dx y xdx xdy    ( cos )dx d y x   ( cos )d x y x  

所以 ( , ) cos .U x y x y x  

解法 3： 偏积分法，由于 sin 1, cos .U Uy x x
x y

 
   

 
所以

cos cos ( )U xdy y x C x     ，其中 ( )C x 是任意的可微数，在上式两端分别对 x求导，

得 sin '( ),U y x C x
x


 


结合前面的式子得 sin '( ) sin 1y x C x y x   ,所以 '( ) 1.C x  

故可取 ( ) ,C x x  所以 ( , ) cos .U x y x y x  

由上可知此方程的通解为 cosx y x C   (其中 C为任意的常数)。

7. 求下列高阶微分方程的通解。

(1) ''' xy xe ； (2) '' ' lnxy y x  ； (3) 22'' ' 0.
1

y y
y

 


解： (1) 观察原方程是
( ) ( )ny f x 型的方程，对此类型的高阶微分方程，只需连续积分 n

次即可求出通解。

因为 ''' xy xe ，所以 1'' .x x xy xe dx xe e C   
再 积 分 一 次 得 1' ( )x xy xe e C dx   1 22x xxe e C x C    . 第 三 次 积 分 得

1 2( 2 )x xy xe e C x C dx   



21
2 33 .

2
x x Cxe e x C x C    

即为所求的通解。

（2）该方程属于 '' ( , ')y f x y 型的方程，这类题只需做变换 'y p ,化原方程为一阶微

分方程求出通解，代回 'p y ，即可求出原方程的通解。

令 'y p ，则 '' 'y p ，代入原方程，得 ' ln .xp p x  即 ( ) ' lnxp x ，积分得

1lnxp x x x C   ，把 'p y 代入该方程整理得 1' ln 1 .Cy x
x

  

再积分，得所求通解为

1
1 2(ln 1 ) ( ) ln 2 .Cy x dx x C x x C

x
      

(3) 该方程属于 '' ( , ')y f y y 型，令 ' , ( )y p p p y  ，利用复合函数的求导法则得

'' dpy p
dy

 , 代入原方程得
22 0

1
dpp p
dy y

 


.

当 0p  时 ， 分 离 变 量 得
2 .
1

dp dy
p y



积 分 得 1ln | | 2 ln | 1| lnp y C   ， 即

2 2
1 1( 1) ( 1) .dyp C y C y

dx
     分离变量得 12 .

( 1)
dy C dx
y




积分得

1 2
1
1

C x C
y

  


，即
1 2

11 .y
C x C

 


当 0p  时， ( 1)y C  亦是方程的解（已隐含于上式中）。

综上所述，所求通解为
1 2

11 .y
C x C

 


其中 1 2,C C 为任意常数。

8 求下列常系数齐次线性方程的通解。

(1) 3 '' 2 ' 8 0y y y   ； (2) '' 2 ' 5 0y y y   ； (3) 9 '' 30 ' 25 0y y y   。

解：（1）相应特征方程为
23 2 8 0r r   ，得两特征根为 1 2

4 , 2
3

r r   ,

这是属于两个不相等特征根的情形，故通解为：

4
23

1 2

x xy C e C e


  .

（2）所给方程的特征方程为
2 2 5 0r r   ，其根为 1,2 1 2r i  为一对共轭复根，因此，

所求通解为 1 2( cos 2 sin 2 ).xy e C x C x 



(3) 所给方程的特征方程为
29 30 25 0r r   ，解得

5
3

r  （二重根），故通解为

5
3

1 2( )
x

y C C x e  .

9. 求非齐次线性微分方程 '' 2 ' 3 3 1y y y x    的通解。

解：先求其对应的齐线性方程 '' 2 ' 3 0y y y   的通解，这里特征方程为

2 2 3 0r r   有两个根 1 23, 1,r r   因此，通解为
3

1 2
x xy C e C e  ，其中 1 2,C C 为任意

常数。再求非齐次线性方程的一个特解，这里 ( ) 3 1,f x x  所以为 ( ) ( )x
mf x e P x 型，

其中 0  ，又 0  不是特征根，故可取特解形如 * ( ) ( 0, 0)k x
my x Q x e k    ，即可

设为 *y A Bx  ，其中 ,A B为待定常数，为了确定 ,A B，将 *y A Bx  代入原方程，得

到 2 3 3 3 1B A Bx x     ，比较系数得
3 3
2 3 1
B
B A

 
  

，由此得
1 , 1
3

A B   ，从而

1*
3

y x  ，因此原方程的通解为
3

1 2
1
3

x xy C e C e x    .

10. 求非齐次线性微分方程 ''' 3 '' 3 ' ( 5)xy y y y e x     的通解。

解 ： 原 方 程 为 ( ) ( )x
mf x e P x 型 非 齐 次 线 性 微 分 方 程 ， 特 征 方 程 为

3 2 33 3 1 ( 1) 0r r r r      有三重根 1,2,3 1,r   故有形状为
3* ( ) xy x A Bx e  的特解，

将它代入方程得

(6 24 ) ( 5)x xA Bx e e x    ，比较系数得
5 1,
6 24

A B   ，从而
31* ( 20)

24
xy x x e   ，

故方程的通解为
2 3

1 2 3
1( ) ( 20) .
24

x xy C C x C x e x x e      其中 1 2 3, ,C C C 为任意常数.


