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Part I

微积分（B）（上）期中考试
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CHAPTER 1

2025-2026学年微积分（B）（上）期中考试

1 基本计算题 (每小题 6分，共 60分)

1. 求极限 l = lim
n→∞

(
1

n2 + 1
+

2

n2 +
√
2
+ · · ·+ n

n2 +
√
n

)
.

2. 求极限 l = lim
x→0

ex − etan x

ln(1 + sin3 x)
.

3. 设 y = arctan ex − ln
√

e2x
1 + e2x

，求 dy
∣∣
x=1

.
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4. 已知曲线的参数方程为


x =

3t

1 + t3
,

y =
3t2

1 + t3
,
，求该曲线在对应 t = 1的点 P 处的切线方程.

5. 求当 x → 0时，无穷小量 u =
√
1 + x arcsinx−

√
cosx的主部和阶数.

6. 讨论函数 f(x) = lim
n→∞

x+ enx

1 + enx
的连续性，若有间断点，指出其类型.

7. 试确定常数 a, b，使得 lim
x→0

√
(1 + x)4 + 3− (a+ bx)

x
= 0.

8. 已知函数 y = f(sin2 x)，其中 f(u)二阶可导，求 y′′.
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9. 设 f(x) =

xn cos
1

x
, x ̸= 0,

0, x = 0,
，要使 f ′(x)在 x = 0处连续，求正整数 n的取值范围.

10. 设 f(x) = cos4 x+ sin4 x，求 f (6)(0).

2 综合题 (每小题 6分，共 30分)

11. 设 y = y(x)由方程 x = 1 +
t

2
+

t3

6
与 ey sin t− y + 1 = 0确定，求

dy
dx

,
dy
dx

∣∣∣∣
x=1

.

12. 设 f(x)定义于 (−∞,+∞)，且 f(x) ̸= 0.若任给 x, y总有 f(x+ y) = f(x)f(y)，且 f ′(0) = λ，讨论 f(x)

的可导性，并求 f(x).
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13. 设 f(x)二阶可导，且 lim
x→0

f(x)

x
= 0，f ′′(0) = 2，求 l = lim

x→0

(
1 +

f(x)

x

) 1
x

.

14. 设函数 f(u)二阶可导且 f ′(u) ̸= 0，若 x = φ(y)为 y = f(lnx)的反函数，求
d2x
dy2

.

15. 利用不等式
1

n+ 1
< ln

(
1 +

1

n

)
<

1

n
，研究数列 xn = 1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n
− lnn的收敛性.

3 证明题 (每小题 5分，共 10分)

16. 设常数 α > 1，证明方程 αx = tanx在
(
0,

π

2

)
内至少有一个实根.

17. 设函数 f(x)在 [0, 1]上连续，在 (0, 1)内可导，并且 f(0) = f(1) = 0, f(θ) = 1, θ ∈ (0, 1)，证明：存在

ξ ∈ (0, 1)，使得 f ′(ξ)− f(ξ) + ξ = 1.



CHAPTER 2

2025-2026学年微积分（B）（上）期中考试参考答案

1 基本计算题 (每小题 6分，共 60分)

1. Solution. 记和式 1

n2 + 1
+

2

n2 +
√
2
+ · · ·+ n

n2 +
√
n
为 An，因为

1

2

n(n+ 1)

n2 +
√
n
< An <

1

2

n(n+ 1)

n2 + 1
,

而 lim
n→∞

1

2

n(n+ 1)

n2 +
√
n
=

1

2
， lim

n→∞

1

2

n(n+ 1)

n2 + 1
=

1

2
，由夹逼准则得

l = lim
n→∞

An =
1

2
.

2. Solution.
l =− lim

x→0
ex
etan x−x − 1

sin3 x
= − lim

x→0

tanx− x

x3

=− lim
x→0

sec2 x− 1

3x2
= − lim

x→0

tan2 x
3x2

= −1

3
.

3. Solution.

y = arctan ex − x+
1

2
ln(1 + e2x)，

dy =
ex

1 + e2x
dx+

1

2

1

1 + e2x
e2x · 2 dx =

ex − 1

1 + e2x
dx，

dy
∣∣
x=1

=
e− 1

1 + e2
dx.

4. Solution.对应 t = 1的点 P 为

(
3

2
,
3

2

)
.

dy
dx

=
y′t
x′
t

=

6t(1+t3)−9t4

(1+t3)2

3(1+t3)−9t3

(1+t3)2

=
2t− t4

1− 2t3
.

曲线在点 P 的切线斜率为 k =
dy
dx

∣∣∣∣
t=1

= −1，故切线方程为

y − 3

2
= −

(
x− 3

2

)
或 x+ y = 3.

13
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5. Solution.

法一.设 u的主部为 cxk(c ̸= 0, k > 0)，则有

lim
x→0

√
1 + x arcsinx−

√
cosx

cxk
= 1.

而

lim
x→0

√
1 + x arcsinx−

√
cosx

cxk
= lim

x→0

1− cosx+ x arcsinx
cxk(

√
1 + x arcsinx+

√
cosx)

=
1

2c
lim
x→0

1− cosx+ x arcsinx
xk

=
1

2c
lim
x→0

1
2x

2 + x2

xk
=

3

4c
lim
x→0

x2

xk
,

要使
3

4c
lim
x→0

x2

xk
= 1，必有 k = 2, c =

3

4
.

综上所述，无穷小量 u =
√
1 + x arcsinx−

√
cosx的主部为

3

4
x2，阶数为 2.

法二.当 x → 0时，

u =
√
1 + x arcsinx−

√
cosx =

1− cosx+ x arcsinx√
1 + x arcsinx+

√
cosx

∼1

2
(1− cosx+ x arcsinx) ∼ 1

2

(
1

2
x2 + x2

)
=

3

4
x2.

综上所述，无穷小量 u =
√
1 + x arcsinx−

√
cosx的主部为

3

4
x2，阶数为 2.

6. Solution.当 x < 0时， lim
n→∞

enx = 0，f(x) = lim
n→∞

x+ enx

1 + enx
= x；

当 x = 0时，f(0) =
1

2
；

当 x > 0时， lim
n→∞

e−nx = 0，f(x) = lim
n→∞

x+ enx

1 + enx
= lim

n→∞

xe−nx + 1

e−nx + 1
= 1.

因此 f(x) =


1, x > 0,
1

2
, x = 0,

x, x < 0

，在区间 (−∞, 0) ∪ (0,+∞)连续.

因 f(0−) = 0，f(0+) = 1，故 x = 0是 f(x)的跳跃间断点.

7. Solution.由题意知
√
(1 + x)4 + 3− (a+ bx) = o(x)，(x → 0).

首先， lim
x→0

(√
(1 + x)4 + 3− (a+ bx)

)
= 0，计算极限可得 a = 2.

其次， lim
x→0

√
(1 + x)4 + 3− (2 + bx)

x
= lim

x→0

(√
(1 + x)4 + 3− 2

x
− b

)
= 0，可得

b = lim
x→0

√
(1 + x)4 + 3− 2

x
= lim

x→0

(1 + x)4 − 1

x
· 1√

(1 + x)4 + 3 + 2
= 1.

8. Solution.y′ = f ′(sin2 x) · 2 sinx cosx = f ′(sin2 x) · sin 2x，

y′′ = f ′′(sin2 x) · sin2 2x+ 2 cos 2x · f ′(sin2 x).
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9. Solution.要使 f ′(x)在 x = 0处连续，必有 lim
x→0

f ′(x) = f ′(0).

要使 f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x
= lim

x→0
xn−1 cos

1

x
存在，必有 n > 1，此时 f ′(0) = 0.

x ̸= 0时，f ′(x) = nxn−1 cos
1

x
+ xn−2 sin

1

x
.当 n > 1时，

lim
x→0

f ′(x) = lim
x→0

(
nxn−1 cos

1

x
+ xn−2 sin

1

x

)
= lim

x→0
xn−2 sin

1

x
,

欲使上式极限为 0，必有正整数 n > 2.

综上所述，当且仅当正整数 n > 2时，f ′(x)在 x = 0处连续.

10. Solution.因为 f(x) = 1− 2 cos2 x sin2 x = 1− 1

2
sin2 2x =

3

4
+

1

4
cos 4x，

所以

f (6)(x) = 45 cos
(
4x+

6π

2

)
= −45 cos 4x,

f (6)(0) = −1024.

2 综合题 (每小题 6分，共 30分)

11. Solution. 当 t = 0时，x = 1, y = 1.x′
t =

1

2
+

t2

2
̸= 0.

对方程 ey sin t− y + 1 = 0两边关于 t求导得

ey
dy
dt

sin t+ ey cos t− dy
dt

= 0,

解得
dy
dt

=
ey cos t

1− ey sin t
,

dy
dx

=
y′t
x′
t

=
2ey cos t

(1− ey sin t)(1 + t2)
,

dy
dx

∣∣∣∣
x=1

=
2ey cos t

(1− ey sin t)(1 + t2)

∣∣∣∣
t=0

= 2e.

12. Solution. 由条件 f(x + y) = f(x)f(y) 得 f(0) = f2(0)，f(x) = f2
(x
2

)
. 因 f(x) ̸= 0，故 f(x) > 0，

f(0) = 1.

lim
y→0

f(x+ y)− f(x)

y
= lim

y→0

f(x)f(y)− f(x)

y

=f(x) lim
y→0

f(y)− f(0)

y
= f(x)f ′(0) = λf(x).

因此函数 f(x)处处可导，且 f ′(x) = λf(x).

因为 f ′(x)− λf(x) = 0，所以

(e−λxf(x))′ = e−λxf ′(x)− λe−λxf(x) = 0,

从而 e−λxf(x) ≡ k，由 f(0) = 1得 k = 1，f(x) = eλx.
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13. Solution. 由题设条件得 f(0) = 0, f ′(0) = 0.

因为

lim
x→0

ln
(
1 +

f(x)

x

) 1
x

= lim
x→0

1

x
ln
(
1 +

f(x)

x

)
= lim

x→0

f(x)

x2

= lim
x→0

f ′(x)

2x
=

1

2
lim
x→0

f ′(x)− f ′(0)

x
=

1

2
f ′′(0) = 1.

所以

l = lim
x→0

(
1 +

f(x)

x

) 1
x

= e.

14. Solution.

法一. 因 dy
dx

= f ′(lnx) · 1
x
，所以

dx
dy

=
1
dy
dx

=
x

f ′(lnx)
.

d2x
dy2

=
d
dy

(
x

f ′(lnx)

)
=

d
dx

(
x

f ′(lnx)

)
· dx
dy

=
f ′(lnx)− x ·

(
f ′′(lnx) · 1

x

)
(f ′(lnx))2

· x

f ′(lnx)

=
x(f ′(lnx)− f ′′(lnx))

(f ′(lnx))3
.

法二. 对 y = f(lnx)两边关于 y求导得

1 = f ′(lnx) · 1
x
· dx
dy

, (*)

解得
dx
dy

=
x

f ′(lnx)
.

式 (*)变形得 x = f ′(lnx) · dx
dy
，两边关于 y再求导得

dx
dy

= f ′(lnx)
d2x
dy2

+ f ′′(lnx) · 1
x
·
(
dx
dy

)2

,

解得

d2x
dy2

=

dx
dy − f ′′(ln x)

x

(
dx
dy

)2
f ′(lnx)

=
x(f ′(lnx)− f ′′(lnx))

(f ′(lnx))3
.

15. Solution. xn+1 − xn =
1

n+ 1
− ln(n+ 1) + lnn =

1

n+ 1
− ln

(
1 +

1

n

)
< 0，

因此数列 {xn}单调减少.

xn = 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
− lnn > ln

(
1 +

1

1

)
+ ln

(
1 +

1

2

)
+ · · ·+ ln

(
1 +

1

n

)
− lnn

= ln(n+ 1)− lnn > 0,

即数列 {xn}有下界 0，由单调有界收敛准则知数列 {xn}收敛.
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3 证明题 (每小题 5分，共 10分)

16. Proof.设 f(x) =
sinx
x

− α cosx，则 f(x)在
(
0,

π

2

]
上连续.

因为 f(0+) = 1− α < 0，所以 ∃x1 ∈ (0, δ)（δ是足够小的正数），f(x1) < 0.

而 f
(π
2

)
=

2

π
> 0，显然 f(x)在

[
x1,

π

2

]
上连续，由零点定理知存在 ξ ∈

(
x1,

π

2

)
，

使得 f(ξ) = 0即 αξ = tan ξ，故方程 αx = tanx在
(
0,

π

2

)
内至少有一个实根.

17. Proof. 令 F (x) = f(x)− x，则 F (x)在 [0, 1]上连续，在 (0, 1)内可导，且 F (θ)F (1) = −(1− θ) < 0，

由零点定理可得，存在 c ∈ (θ, 1)，使得 F (c) = 0.

再令 G(x) = e−xF (x)，因为 G(0) = G(c) = 0，由 Rolle定理得存在 ξ ∈ (0, c) ⊂ (0, 1)，使得

G′(ξ) = 0.

注意 G′(x) = e−x(f ′(x)− 1− f(x) + x)，有 f ′(ξ)− f(ξ) + ξ = 1.
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CHAPTER 3

2024-2025学年微积分（B）（上）期中考试

1 基本计算题 (每小题 6分，共 60分)

1. 设 xn =
1

n+ 1
+

1

n+ 3
√
2
+ · · ·+ 1

n+ 3
√
n
，求 lim

n→∞
xn.

2. 求极限 l = lim
x→0

ex − ex cos x

x ln(1 + x2)
.

3. 当 x → 0时，求无穷小量 u =

(
2 + cosx

3

)x2

− 1的主部和阶数.

19
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4. 求极限 l = lim
x→0

√
1− x2 − cos 3x
ex − 1− x

.

5. 设函数 f(x) =

√
1 + sinx+ sin2 x− (α+ β sinx)

sin2 x
，且点 x = 0是 f(x)的可去间断点，试求常数 α, β的

值.

6. 设 y = 3

√
x(x2 + 1)

(x2 − 1)2
，求导数 y′.

7. 设 y = f(sin2 x)，求 y′ 及 y′′.

8. 设 f(x) =

(1 + x2)
1

sin x , x ̸= 0,

1, x = 0
，求 f ′(x).
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9. 设函数 y = y(x)是由方程 cos(xy) + ln y − x− 1 = 0确定的可微函数，求 dy|x=0.

10. 设 f(x) = x2 ln(1 + x)，求 f (6)(0).

2 综合题 (每小题 6分，共 30分)

11. 讨论函数 f(x) = lim
n→∞

x2en(x−1) + ax+ b

en(x−1) + 1
的连续性，其中 a, b为常数.

12. 设函数 y = f(x)由参数方程

x = arctan
√
t,

y = y(t)
(t > 0)确定，其中 y = y(t)由方程 ey + et = 2e确定，

求曲线 y = f(x)在点
(π
4
, f
(π
4

))
处的切线方程.
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13. 设数列 {xn}满足 x1 = 1，xn = xn−1 +
1

n2
(n ≥ 2)，研究极限 lim

n→∞
xn 的存在性.

14. 在距火箭发射塔 4000米处安装一台摄像机，为使摄像机的镜头始终对准火箭，摄像机的仰角 θ应随着

火箭的上升不断增加.假设火箭发射后垂直上升到距离地面 3000米处，其速度为 600米 /s，试求在此时
刻摄像机仰角 θ的变化率.

15. 设可微函数 y = f(x)由方程 x3 + y3 + xy − 1 = 0确定，求 lim
x→0

f(cosx− 1)− 1

ln(1 + x2)
.

3 证明题 (每小题 5分，共 10分)

16. 设正整数 n > 1，证明：x2n + a1x
2n−1 + a2x

2n−2 + · · ·+ a2n−1x− 1 = 0至少有两个实根.

17. 设函数 f(x)在 [0, 1]上连续，在 (0, 1)内可导，并且 f(0) = f(1) = 0, f

(
1

2

)
= 1，证明存在 ξ ∈ (0, 1)，

使得 f ′(ξ) = 1.
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2024-2025学年微积分（B）（上）期中考试参考答案

1 基本计算题 (每小题 6分，共 60分)

1. Solution. 注意到 n+ 1 ≤ n+
3
√
k ≤ n+ 3

√
n，所以

n

n+ 3
√
n
≤ xn ≤ n

n+ 1
.

且 lim
n→∞

n

n+ 3
√
n
= lim

n→∞

n

n+ 1
= 1，由夹逼定理得 lim

n→∞
xn = 1.

2. Solution.

l = − lim
x→0

ex
ex cos x−x − 1

x3
= − lim

x→0

x cosx− x

x3

= lim
x→0

1− cosx
x2

= lim
x→0

1
2x

2

x2
=

1

2
.

3. Solution.

u =

(
2 + cosx

3

)x2

− 1 = exp
(
x2 ln

2 + cosx
3

)
− 1

∼x2 ln
2 + cosx

3

∼x2 ln
(
1− x2

6

)
∼x2

(
−x2

6

)
= −1

6
x4.

所以 u的主部为 −1

6
x4，阶数为 4.

4. Solution.

l = lim
x→0

(
√
1− x2 − 1) + (1− cos 3x)

1 + x+ 1
2x

2 + o(x2)− 1− x

= lim
x→0

− 1
2x

2 + 9
2x

2 + o(x2)
1
2x

2 + o(x2)

=8.

23
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5. Solution.

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

√
1 + sinx+ sin2 x− (α+ β sinx)

sin2 x

= lim
x→0

1 + 1
2 sinx+ 1

2 sin
2 x− 1

8 (sinx+ sin2 x)2 + o(sinx+ sin2 x)2 − α− β sinx
sin2 x

= lim
x→0

1 + 1
2 sinx+ 1

2 sin
2 x− 1

8 sin
2 x+ o(sin2 x)− α− β sinx

sin2 x

= lim
x→0

(1− α) + ( 12 − β) sinx+ 3
8 sin

2 x+ o(sin2 x)
sin2 x

.

因为点 x = 0是 f(x)的可去间断点，故 lim
x→0

f(x)存在，所以 1−α = 0，
1

2
− β = 0，解得 α = 1, β =

1

2
.

6. Solution. ln y =
1

3

[
lnx+ ln(x2 + 1)− 2 ln(x2 − 1)

]
，

所以
1

y
· y′ = 1

3

(
1

x
+

2x

x2 + 1
− 4x

x2 − 1

)
，即

y′ = 3

√
x(x2 + 1)

(x2 − 1)2
· 1
3

(
1

x
+

2x

x2 + 1
− 4x

x2 − 1

)
.

7. Solution.

y′ = f ′(sin2 x) · 2 sinx cosx = f ′(sin2 x) · sin 2x，

y′′ = f ′′(sin2 x) · sin2 2x+ 2 cos 2x · f ′(sin2 x).

8. Solution.f(x)的定义域为 x ̸= kπ, k = ±1,±2, · · · .

当 x ̸= 0时，ln f(x) =
ln(1 + x2)

sinx
，所以

f ′(x) =f(x) ·

(
2x

1+x2 sinx− ln(1 + x2) cosx
sin2 x

)

=(1 + x2)
1

sin x ·

(
2x

1+x2 sinx− ln(1 + x2) cosx
sin2 x

)

=(1 + x2)
1

sin x ·
(

2x

(1 + x2) sinx
− ln(1 + x2) cosx

sin2 x

)
.

当 x = 0时，

f ′(0) = lim
x→0

(1 + x2)
1

sin x − 1

x
= lim

x→0

e
ln(1+x2)

sin x − 1

x

= lim
x→0

ln(1 + x2)

x sinx
= 1.

综上所述，f ′(x) =

(1 + x2)
1

sin x ·
(

2x

(1 + x2) sinx
− ln(1 + x2) cosx

sin2 x

)
, x ̸= 0,

1, x = 0.

9. Solution. 对方程 cos(xy) + ln y − x− 1 = 0两边求微分得

− sin(xy)(y dx+ x dy) +
1

y
dy − dx = 0.

当 x = 0时，y = 1，代入上式得 dy|x=0 = dx.
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10. Solution. 利用 ln(1 + x) =

∞∑
n=1

(−1)n−1x
n

n
，得

f(x) = x3 − 1

2
x4 +

1

3
x5 − 1

4
x6 + · · · =

∞∑
n=1

(−1)n−1x
n+2

n
.

由 Taylor定理，将上式与 f(x) =

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn 对照，得 f (6)(0) = −1

4
· 6! = −180.

2 综合题 (每小题 6分，共 30分)

11. Solution.

当 x > 1时，en(x−1) → +∞，所以

f(x) = lim
n→∞

x2en(x−1) + ax+ b

en(x−1) + 1

= lim
n→∞

x2 + ax+b
en(x−1)

1 + 1
en(x−1)

=x2.

当 x = 1时，en(x−1) = 1，所以 f(1) = lim
n→∞

x2 + ax+ b

2

∣∣∣∣
x=1

=
1 + a+ b

2
.

当 x < 1时，en(x−1) → 0，所以 f(x) = lim
n→∞

ax+ b

1
= ax+ b.

综上所述，f(x) =


x2, x > 1,

1 + a+ b

2
, x = 1,

ax+ b, x < 1.

f(x)连续当且仅当

1 =
1 + a+ b

2
,

a+ b = 1
，即 a+ b = 1.

12. Solution. 当 x =
π

4
时，t = 1，由方程 ey + et = 2e得 y(1) = 1，所以 f

(π
4

)
= 1.

对方程 ey + et = 2e两边求微分得 eydy + et dt = 0，代入 t = 1, y = 1得 dy = −dt，所以 y′t(1) = −1.

且 x′
t =

1

2
√
t(1 + t)

，所以 x′
t(1) =

1

4
.故

dy
dx

∣∣∣∣
x=π

4

=
y′t(1)

x′
t(1)

= −4.

所以切线方程为

y − 1 = −4
(
x− π

4

)
或 4x+ y − 1− π = 0.

13. Solution. 由题可得
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xn − xn−1 =
1

n2
,

xn−1 − xn−2 =
1

(n− 1)2
,

· · ·

x2 − x1 =
1

22
.

将上述各式相加得 xn = x1 +
1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

n2
=

n∑
k=1

1

k2
.

显然 {xn}单调增加，且 xn < 1 +

n∑
k=2

1

k(k − 1)
= 2− 1

n
< 2，所以数列 {xn}收敛，即 lim

n→∞
xn 存在.

14. Solution.

设火箭上升的高度为 h，则 tan θ =
h

4000
，所以

dh
dt

= 4000 · sec2 θ · dθ
dt
.

由题设可知此时刻
dh
dt

= 600，sec θ =

√
40002 + 30002

4000
=

5

4
，

所以
dθ
dt

=
dh
dt

4000 · sec2 θ
=

600

4000 ·
(
5
4

)2 =
12

125
（弧度/秒）.

15. Solution. 当 x = 0时，由方程得 y = f(0) = 1.

对方程 x3 + y3 + xy − 1 = 0两边求微分得 3x2 dx + 3y2 dy + y dx + x dy = 0，所以当 x = 0, y = 1时，

f ′(0) =
dy
dx

∣∣∣∣
x=0

= −1

3
.

因此

lim
x→0

f(cosx− 1)− 1

ln(1 + x2)
= lim

x→0

f(cosx− 1)− f(0)

cosx− 1− 0
· cosx− 1

ln(1 + x2)

=f ′(0) · lim
x→0

cosx− 1

ln(1 + x2)

=− 1

3
· lim
x→0

− 1
2x

2

x2

=
1

6
.

3 证明题 (每小题 5分，共 10分)

16. Proof. 令 F (x) = x2n + a1x
2n−1 + a2x

2n−2 + · · ·+ a2n−1x− 1，则 F (x)在 R上连续.

注意到 F (0) = −1F (−∞) = F (∞) = +∞，由介值定理可知，存在 c1 ∈ (−∞, 0)，c2 ∈ (0,+∞)，

使得 F (c1) = 0，F (c2) = 0，即方程至少有两个实根.

17. Proof. 令 F (x) = f(x)− x，则 F (x)在 [0, 1]上连续，在 (0, 1)内可导.

注意到 F (0) = f(0)− 0 = 0，F

(
1

2

)
= f

(
1

2

)
− 1

2
=

1

2
，F (1) = f(1)− 1 = −1.

任取 η ∈
(
0,

1

2

)
，由介值定理可知存在 x1 ∈

(
0,

1

2

)
, x2 ∈

(
1

2
, 1

)
，使得 F (x1) = F (x2) = η.

所以由 Rolle定理可知，存在 ξ ∈ (x1, x2) ⊂ (0, 1)，使得 F ′(ξ) = 0，即 f ′(ξ) = 1.



CHAPTER 5

2023-2024学年微积分（一）（上）期中考试

1 基本计算题 (每小题 6分，共 60分)

1. 求极限 l = lim
n→∞

(−1)n sin
(√

n2 + 1π
)
.

2. 求极限 l = lim
x→0

etan x − ex

x− sinx
.

3. 当 x → 0时，设 u =
√
1 + tanx−

√
1 + sinx的主部为 cxk，试确定常数 c, k的值.

27
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4. 求极限 l = lim
x→0

(
arcsinx

x

) 1
x2

.

5. 设函数 f(x) =
x− x2

sinπx
，指出 f(x)的间断点并判断其类型.

6. 设 y =

√
x sinx

√
ex − 1(0 < x < π)，求导数 y′.

7. 设 f(x) =

a+ x+
√
1− x, x < 0

1 + b arctanx, x ≥ 0
，求常数 a, b，使 f(x)在 x = 0处可导.

8. 设函数 y = y(x)由方程 y = 2ey sinx− 7x确定的可微函数，求 dy|x=0.
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9. 设 y =
1

2− 3x− 2x2
，求 y(n)(0).

10. 设 y = sin4 x− cos4 x，求 y′ 及 y′′.

2 综合题 (每小题 6分，共 30分)

11. 设函数 y = y(x) 由参数方程

x = t2 + 1,

y = 4t− t2
, t > 0 确定，过点 (−1, 0) 作 y = y(x) 的切线，求切点

(x0, y0)，并写出该切线的方程.

12. 设 y = g(x)是 y = f(x)的反函数，f(x) = x+ (1 + x)x，求 y = g(2 + x2)在 x = 1处的导数.

13. 设 bi ≥ 0(i = 1, 2, · · · , n, · · · )，xn =
b1

1 + b1
+

b2
(1 + b1)(1 + b2)

+ · · ·+ bn
(1 + b1)(1 + b2) · · · (1 + bn)

，研

究数列 {xn}的极限的存在性.
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14. 设函数 f(x) =


g(x)− e−x

x
, x ̸= 0,

0, x = 0
，其中 g(x)在 (−∞,+∞)内具有一阶连续的导数，且 g′′(0)存在，

g(0) = 1，g′(0) = −1，求 f ′(x)，并讨论 f ′(x)在 x = 0处的连续性.

15. 一观察者站在地面上用望远镜观察一架飞机，该飞机的高度为 20km，正以 16km/min的速度向观察者
水平地飞过来，试问当飞机离观察者的水平距离为 40km时，望远镜视角改变的速率是多少？

3 证明题 (每小题 5分，共 10分)

16. 设函数 f(x)在 (a, b)内连续，且 xi ∈ (a, b), i = 1, 2, · · · , n，证明至少存在一点 ξ ∈ (a, b)，使

f(ξ) =
1

n
(f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn)) .

17. 设函数 f(x)在 [0, 1]上连续，在 (0, 1)内可导，并且 f(0) = 0, f(1) =
1

2
，证明存在 ξ, η ∈ (0, 1)，且 ξ ̸= η，

使得 f ′(ξ) + f ′(η) = ξ + η.



CHAPTER 6

2023-2024学年微积分（一）（上）期中考试参考答案

1 基本计算题 (每小题 6分，共 60分)

1. Solution.

l = lim
n∞

(−1)nn sin
(
(
√
n2 + 1− n)π + nπ

)
= lim

n→∞
n sin

(
(
√
n2 + 1− n)π

)
= lim

n→∞
n sin

(
π√

n2 + 1 + n

)
= lim

n→∞

n√
n2 + 1 + n

π =
π

2
.

2. Solution.

l = lim
x→0

ex(etan x−x − 1)

x− sinx
= lim

x→0

tanx− x

x− sinx

= lim
x→0

sec2 x− 1

1− cosx
= lim

x→0

tan2 x
1
2x

2
= 2.

或

l = lim
x→0

eξ
tanx− x

x− sinx
(ξ介于x与 tanx之间)

= lim
x→0

tanx− x

x− sinx

= lim
x→0

sec2 x− 1

1− cosx
= lim

x→0

tan2 x
1
2x

2
= 2.

3. Solution.

法一.

u =
1√

1 + tanx+
√
1 + sinx

(tanx− sinx)

∼1

2
(tanx− sinx) =

1

2
tanx(1− cosx) ∼ 1

4
x3,

即 k = 3, c =
1

4
.

31
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法二.由题意得 lim
x→0

u

cxk
= 1. 而

lim
x→0

u

cxk
=

tanx− sinx
cxk(

√
1 + tanx+

√
1 + sinx)

= lim
x→0

tanx(1− cosx)
2cxk

= lim
x→0

1
2x

3

2cxk
= lim

x→0

x3−k

4c
,

故 3− k = 0, 4c = 1，即 k = 3, c =
1

4
.

4. Solution.
l = lim

x→0
e

1
x2 ln( arcsin x

x ) = e lim
x→0

1
x2 ln( arcsin x

x )

=e lim
x→0

1
x2 ( arcsin x

x −1)
= e lim

x→0

arcsin x−x

x3 = e lim
x→0

1√
1−x2

−1

3x2 = e
lim
x→0

1−
√

1−x2

3x2
√

1−x2

=e
lim
x→0

1
2
x2

3x2
√

1−x2 = e
1
6 .

5. Solution.

当 sinπx = 0即 x = k, k = 0,±1,±2, · · · 时，f(x)无定义，故 x = k, k = 0,±1,±2 · · · 是 f(x)的间断

点.

因

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

x− x2

sinπx
= lim

x→0

πx

sinπx
· 1− x

π
=

1

π
;

lim
x→1

f(x) = lim
x→1

π(1− x)

sinπ(1− x)
· x
π

=
1

π
,

所以 x = 0, 1是可去间断点；

当 k = −1,±2,±3, · · · 时， lim
x→k

f(x) = ∞，所以 x = −1,±2,±3, · · · 是无穷间断点.

6. Solution.因 ln y =
1

2

(
lnx+ ln sinx+

1

2
ln (ex − 1)

)
，

所以 y′ =
1

2

√
x sinx

√
ex − 1

(
1

x
+ cotx+

ex

2(ex − 1)

)
.

7. Solution.要 f(x)在 x = 0处可导，必须 f(x)在 x = 0处连续，即

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0−

f(x) = f(0).

因 f(0) = 1， lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

(1 + b arctanx) = 1 = f(0)，

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

(a+ x+
√
1− x) = a+ 1，所以 a+ 1 = 1，即 a = 0.

又 f ′
−(0) = lim

x→0

(x+
√
1− x)− 1

x
= lim

x→0

√
1− x(1−

√
1− x)

x
= lim

x→0

√
1− x · 1

2x

x
=

1

2
，

f ′
+(0) = lim

x→0

1 + b arctanx− 1

x
= lim

x→0

b arctanx
x

= b，

要 f(x)在 x = 0处可导，必须 f ′
−(0) = f ′

+(0)，所以 b =
1

2
.
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8. Solution.

法一. 当 x = 0时 y = 0.

方程两边求导

y′ = 2eyy′ sinx+ 2ey cosx− 7,

即 y′ =
2ey cosx− 7

1− 2ey sinx
，

所以 y′|x=0 = −5，dy|x=0 = y′|x=0 dx = −5 dx.

法二. 当 x = 0时 y = 0.

方程两边求微分，得

dy = 2ey sinx dy + 2ey cosx dx− 7 dx,

dy =
2ey cosx− 7

1− 2ey sinx
dx，dy|x=0 =

2ey cosx− 7

1− 2ey sinx

∣∣∣∣
x=0

dx = −5 dx.

9. Solution.y =
1

(1− 2x)(x+ 2)
=

1

5
· 1

x+ 2
− 2

5
· 1

2x− 1
.

由公式

(
1

(1 + x)

)(n)

=
(−1)n n!

(1 + x)n+1
，得

y(n)(x) =
1

5

(
1

x+ 2

)(n)

− 2

5

(
1

2x− 1

)(n)

=
1

5

(−1)n · n!
(x+ 2)n+1

− 2

5

(−1)n · 2n · n!
(2x− 1)n+1

=
n!

5

(
(−1)n

(x+ 2)n+1
− (−1)n2n+1

(2x− 1)n+1

)
,

所以 y(n)(0) =
n!

5

(
(−1)n

2n+1
+ 2n+1

)
.

10. Solution.y = sin4 x− cos4 x = (sin2 x+ cos2 x)(sin2 x− cos2 x) = − cos 2x,

所以

y′ =2 sin 2x,

y′′ =4 cos 2x.

2 综合题 (每小题 6分，共 30分)

11. Solution. 设切点 (x0, y0)对应的参数为 t = t0，则
dy
dx

∣∣∣∣
t=t0

=
4− 2t

2t

∣∣∣∣
t=t0

=
2− t0
t0
，

曲线在 (x0, y0)的切线方程为 y − y0 =
2− t0
t0

(x− x0)，

即 y − (4t0 − t20) =
2− t0
t0

(x− t20 − 1)化简得 y =
2− t0
t0

x+ 2t0 −
2− t0
t0
，

切线过 (−1, 0)，故代入方程得 t20 − t0 − 2 = 0，解得：t0 = −2（不合题意），t0 = 1，

由 t0 = 1得 (x0, y0) = (2, 3)，故所求切线方程为 y = x+ 1.
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12. Solution. 由题意得 f ′(x) = 1 + (1 + x)x
(
ln(1 + x) +

x

1 + x

)
，

所以 f ′(1) = 2(ln 2 + 1).

f(1) = 3，g′(3) =
1

f ′(1)
=

1

2(ln 2 + 1)
，

y′ = g′(2 + x2) · 2x = 2xg′(2 + x2)，y′|x=1 = g′(3) · 2 =
1

ln 2 + 1
.

13. Solution.

xn+1 =
b1

1 + b1
+

b2
(1 + b1)(1 + b2)

+ · · ·+ bn
(1 + b1)(1 + b2) · · · (1 + bn)

+
bn+1

(1 + b1)(1 + b2) · · · (1 + bn+1)

=xn +
bn+1

(1 + b1)(1 + b2) · · · (1 + bn+1)
≥ xn,

故数列 {xn}单调递增.

因
bk

(1 + b1)(1 + b2) · · · (1 + bk)
=

1

(1 + b1)(1 + b2) · · · (1 + bk−1)
− 1

(1 + b1)(1 + b2) · · · (1 + bk)
，

所以xn = 1− 1

1 + b1
+

(
1

1 + b1
− 1

(1 + b1)(1 + b2)

)
+· · ·+

(
1

(1 + b1)(1 + b2) · · · (1 + bn−1)
− 1

(1 + b1)(1 + b2) · · · (1 + bn)

)
，

故 xn = 1− 1

(1 + b1)(1 + b2) · · · (1 + bn)
< 1.

从而数列 {xn}有上界，由单调有界准则知数列得极限存在.

14. Solution.

当 x ̸= 0时，f ′(x) =
x(g′(x) + e−x)− g(x) + e−x

x2
=

xg′(x) + (x+ 1)e−x − g(x)

x2
.

当 x = 0时，

f ′(0) = lim
x→0

g(x)−e−x

x − 0

x
= lim

x→0

g(x)− e−x

x2
= lim

x→0

g′(x) + e−x

2x

= lim
x→0

g′(x) + 1 + e−x − 1

2x
= lim

x→0

g′(x)− g′(0) + e−x − 1

2x
=

1

2
(g′′(0)− 1),

因

lim
x→0

f ′(x) = lim
x→0

x(g′(x) + e−x)

x2
= lim

x→0

(
g′(x) + e−x

x
− g(x)− e−x

x2

)
= lim

x→0

g′(x) + e−x

x
= − lim

x→0

g(x)− e−x

x2
= g′′(0)− 1− 1

2
(g′′(0)− 1) =

1

2
(g′′(0)− 1) = f ′(0),

故 f ′(x)在 x = 0处连续.

15. Solution. 设时刻 t飞机离观察者的水平距离为 xkm，望远镜视角为 θ弧度，则有

dx
dt

= −16km/min, x = 20 tan θ,

故 θ = arctan
x

20
，于是

dθ
dt

=
1

20 + x2

20

dx
dt
.

当 x = 40km，
dx
dt

= −16(km/min)时，
dθ
dt

=
1

20 + 402

20

(−16) = − 4

25
rad/min.

即望远镜视角改变的速率是 − 4

25
rad/min.
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3 证明题 (每小题 5分，共 10分)

16. Proof.不妨设 a < x1 < x2 < · · · < xn < b，显然 f(x)在 [x1, xn]上连续.

故 f(x)在 [x1, xn]上必取得最大值M 和最小值m，即m ≤ f(x) ≤ M,x ∈ [x1, xn]，从而有m ≤ f(xi) ≤
M, i = 1, 2, · · · , n，故有

m ≤ 1

n
(f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn)) ≤ M.

由介值定理知至少存在一点 ξ ∈ [x1, xn] ⊂ (a, b)使得

f(ξ) =
1

n
(f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn)) .

使得 f(ξ) = 0即 αξ = tan ξ，故方程 αx = tanx在
(
0,

π

2

)
内至少有一个实根.

17. Proof.

法一. 令 F (x) = f(x)− 1

2
x2，

则 F (x)在 [0, 1]上连续，在 (0, 1)内可导，且 F (0) = f(0) = 0，F (1) = f(1)− 1

2
= 0，

函数 F (x)在

[
0,

1

2

]
,

[
1

2
, 1

]
上分别应用 Lagrange中值定理得，∃ η ∈

(
0,

1

2

)
, ξ ∈

(
1

2
, 1

)
，使得

F

(
1

2

)
− F (0) = F ′(η)

1

2
, 即 2F

(
1

2

)
= f ′(η)− η,

F (1)− F

(
1

2

)
= F ′(ξ)

1

2
, 即 − 2F

(
1

2

)
= f ′(ξ)− ξ,

两式相加得 f ′(η)− η + f ′(ξ)− ξ = 0，即 f ′(ξ) + f ′(η) = ξ + η.

法二. 令 G(x) = f(x)− f(1− x)，则

G′(x) = f ′(x) + f ′(1− x), G(0) = f(0)− f(1) = −1

2
, G

(
1

2

)
= 0.

应用 Lagrange中值定理得，∃ ξ ∈
(
0,

1

2

)
，使

G

(
1

2

)
−G(0) = G′(ξ)

(
1

2
− 0

)
即 f ′(ξ) + f ′(1− ξ) = 1.

令 η = 1− ξ ∈
(
1

2
, 1

)
，即得 f ′(ξ) + f ′(η) = ξ + η.
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CHAPTER 7

2022-2023学年微积分（一）（上）期中考试

1 基本计算题 (每小题 6分，共 60分)

1. 求极限 l = lim
n→∞

(
sin

π√
n2 + 1

+ sin
π√

n2 + 2
+ · · ·+ sin

π√
n2 + n

)
.

2. 求极限 l = lim
x→0

1

ln(1 + x)

(
1

x
− 1

sinx

)
.

3. 求当 x → 0时，无穷小量 x− arctanx的主部和阶数.

37
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4. 设 b = lim
x→0

x+ a cosx− 2

tanx
为常数，求 a, b.

5. 设函数 f(x) =
ln |x|
|x− 1|

sinx，求 f(x)的间断点并判断类型.

6. 设 y(x) =

√
1 + x−

√
1− x√

1 + x+
√
1− x

(x ̸= 0, x ̸= ±1)，求 y′(x).

7. 设二阶可导函数 y = y(x)由方程 y = 1 + xey 确定，求
d2y
dx2

∣∣∣∣
x=0

.

8. 设 y = (1 + x2)sin x，求 dy.
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9. 已知 f(x) = x3 ln(1 + x)，求 f (10)(0).

10. 求曲线 r = 1− cos θ在 θ =
π

2
处的切线方程.

2 综合题 (每小题 6分，共 30分)

11. 研究函数 f(x) = lim
x→∞

x+ x2enx

1 + enx
的连续性.

12. 设 y = g(x)是 y = f(x)的反函数，f(x)可导，f(1) = 2, f ′(1) = −4，求 y = g(1 + x2)在 x = 1处的导

数.

13. 设函数 f(x)在 x = 1处二阶可导，且 f ′(1) = 0，f ′′(1) = 0，y = f2(x)，求
d2y
dx2

∣∣∣∣
x=1

.
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14. 设函数 g(x) =

x3 sin
1

x
, x ̸= 0,

0, x = 0
，函数 f(x)可导，求 F (x) = f(g(x))的导数.

15. 将水以 4m3/min的速率注入一个圆锥形容器中，容器顶朝下倒立，它的高度为 8m，底面半径为 4m，当
容器内的水深达 5m时，水面升高的速率是多少？

3 证明题 (每小题 5分，共 10分)

16. 设 xn > 0，xn+1 +
4

xn
< 4(n = 1, 2, · · · )，证明： lim

n→∞
xn 存在并求其值.

17. 设函数 f(x)在 [0, b]上具有二阶导数，且 |f ′′(x)| ≤ M，f(x)在 (0, b)内取得最大值，试证：|f ′(0)|+|f ′(b)| ≤
Mb.
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2022-2023学年微积分（一）（上）期中考试参考答案

1 基本计算题 (每小题 6分，共 60分)

1. Solution. 设 xn = sin
π√

n2 + 1
+ sin

π√
n2 + 2

+ · · ·+ sin
π√

n2 + n
，则

n sin
π√

n2 + n
≤ xn ≤ n sin

π√
n2 + 1

, n > 1.

而 lim
n→∞

n sin
π√

n2 + 1
= lim

n→∞
n · π√

n2 + 1
= π， lim

n→∞
n sin

π√
n2 + n

= lim
n→∞

n · π√
n2 + n

= π，

所以 l = π.

2. Solution.
l = lim

x→0

1

x
· sinx− x

x sinx

= lim
x→0

sinx− x

x3

= lim
x→0

cosx− 1

3x2
= −1

6
.

3. Solution.

法一. 设 f(x) = arctanx，则 f(0) = 0，f ′(0) =
1

1 + x2

∣∣∣∣
x=0

= 1，

f ′′(0) = − 2x

(1 + x2)2

∣∣∣∣
x=0

= 0，f ′′′(0) =
−2(1 + x2)2 + 8x2(1 + x2)

(1 + x2)4

∣∣∣∣
x=0

= −2，

所以 arctanx = x− 1

3
x3 + o(x3)，于是

x− arctanx =
1

3
x3 + o(x3) ∼ 1

3
x3.

即主部为
1

3
x3，阶数为 3.

法二. 设 x → 0，x− arctanx的主部为 cxr，则 lim
x→0

x− arctanx
cxr

= 1.

因

lim
x→0

(x− arctanx)′

(cxr)′
=
1− 1

1+x2

crxr−1

= lim
x→0

1

crxr−3
,

41
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所以 lim
x→0

1

crxr−3
= 1，从而 r = 3, c =

1

3
，即主部为

1

3
x3，阶数为 3.

4. Solution. 由 b是常数， lim
x→0

tanx = 0知， lim
x→0

(x+ a cosx− 2) = 0，于是 a = 2.

进而 b = lim
x→0

x+ 2(cosx− 1)

x
= 1，即 a = 2, b = 1.

5. Solution. 当 x = 0, x = 1时，f(x)无定义，故 x = 0, x = 1是 f(x)的间断点.

因

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

lnx
cscx

· 1

|x− 1|

= lim
x→0+

1
x

− cscx cotx

=− lim
x→0+

sin2 x
x cosx

= 0.

类似可得 lim
x→0−

f(x) = 0，所以 x = 0是可去间断点.

（或 lim
x→0

f(x) = lim
x→0

x ln |x| · 1

|x− 1|
= lim

x→0
x ln |x| = lim

x→0

ln |x|
1
x

= lim
x→0

1
x

− 1
x2

= 0）

又

lim
x→1+

f(x) = lim
x→1+

lnx
x− 1

sinx = lim
x→1+

x− 1

x− 1
sinx = sin 1

lim
x→1−

f(x) = lim
x→1−

− lnx
x− 1

sinx = − sin 1,

所以 x = 1是跳跃间断点.

6. Solution. 化简得 y(x) =
1−

√
1− x2

x
.

所以 y′(x) =
− 2x

2
√
1−x2

· x− (1−
√
1− x2)

x2
=

1−
√
1− x2

x2
√
1− x2

.

7. Solution. 由题设有 x = 0, y = 1，方程两边关于 x求导得

(1− xey)y′ = ey, (*)

y′(0) = e.

方程 (*)两边再关于 x求导得

(1− xey)y′′ = 2y′ey + x · (y′)2 · ey,

所以

y′′(0) = 2e2, 即
d2y
dx2

∣∣∣∣
x=0

= 2e2.

8. Solution. 因 ln y = sinx ln(1 + x2)，所以

1

y
y′ = cosx ln(1 + x2) + sinx · 2x

1 + x2
,

即 y′ =

(
cosx ln(1 + x2) +

2x sinx
1 + x2

)
y = (1 + x2)sin x

(
cosx ln(1 + x2) +

2x sinx
1 + x2

)
，

因此 dy = (1 + x2)sin x
(
cosx ln(1 + x2) +

2x sinx
1 + x2

)
dx.
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9. Solution. 取 v(x) = x3，它的四阶以上的导数为 0，

u(k)(x) = (ln(1 + x))
(k)

=
(−1)k−1(k − 1)!

(1 + x)k
, k = 1, 2, · · · ,

由 Leibniz公式 (uv)(n) =

n∑
k=0

Ck
nu

(n−k)v(k)，得

f (10)(x) = x3 (−1)99!

(1 + x)10
+ 30x2 (−1)88!

(1 + x)9
+ 3× 10× 9x

(−1)77!

(1 + x)8
+ 10× 9× 8

(−1)66!

(1 + x)7
.

所以 f (10)(0) =
10!

7
.

10. Solution.曲线的参数方程为

x = (1− cos θ) cos θ,

y = (1− cos θ) sin θ
.于是得到

dy
dx

=
dy
dθ
dx
dθ

=
sin2 θ + (1− cos θ) cos θ

2 sin θ cos θ − sin θ
.

代入 θ =
π

2
得到

dy
dx

∣∣∣∣
θ=π

2

= −1，x = 0, y = 1，因此切线方程为 y = −x+ 1.

2 综合题 (每小题 6分，共 30分)

11. Solution. 当 x > 0时，enx → +∞(n → ∞)，因此 lim
n→∞

x2 + x2enx

1 + enx
= x2；

当 x < 0时，enx → 0(n → ∞)，因此 lim
n→∞

x+ x2enx

1 + enx
= x；

当 x = 0时， lim
n→∞

x+ x2enx

1 + enx
= 0，

综上所述，f(x) =

x2, x > 0,

x, x ≤ 0.

当 x ̸= 0时，f(x) = x2 及 f(x) = x均为幂函数，连续；

当 x = 0时， lim
x→0+

f(x) = 0 = lim
x→0−

f(x)，且 f(0) = 0，故 f(x)在 x = 0处连续.

因此 f(x)在 (−∞,+∞)上处处连续.

12. Solution. 由题意得 g′(2) =
1

f ′(1)
= −1

4
.

所以

y′(1) = [2xg′(2)]|x=1 = −1

2
.

13. Solution. y′(x) = 2f(x)f ′(x)，
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d2y
dx2

∣∣∣∣
x=1

= lim
x→1

y′(x)− y′(1)

x− 1

= lim
x→1

2f(x)f ′(x)

x− 1

= lim
x→1

2f(x)(f ′(x)− f ′(1))

x− 1

=2f(1)f ′′(1) = 0.

14. Solution. F (x) =


f

(
x3 sin

1

x

)
, x ̸= 0,

f(0), x = 0.

当 x ̸= 0时，F ′(x) = f ′
(
x3 sin

1

x

)(
3x2 sin

1

x
− x cos

1

x

)
，

当 x = 0时，

g′(0) = lim
x→0

x3 sin 1
x − 0

x
= 0,

F ′(0) =f ′ (g(0)) · g′(0) = f ′(0) · 0 = 0.

15. Solution. 设时刻 t容器中水的体积为 Vm3，水的高度为为 hm，水面半径为 rm，则
r

4
=

h

8
, 即 r =

h

2
, 因而V =

1

12
πh3,

于是
dV
dt

=
1

4
πh2 · dh

dt
.

当 h = 5m时，
dV
dt

= 4m3/min时，
dh
dt

=
16

25π
m/min.

即水面升高的速率是
16

25π
m/min.

3 证明题 (每小题 5分，共 10分)

16. Proof.由 xn+1 − xn < 4− 4

xn
− xn = −

(
√
xn − 2

√
xn

)2

≤ 0得到 {xn}单调递减.

（或由均值不等式

√
xn+1 ·

4

xn
≤

xn+1 +
4
xn

2
及 xn+1 +

4

xn
< 4得√

xn+1 ·
4

xn
< 2，即

xn+1

xn
< 1，从而 {xn}单调递减.）

又 xn > 0，由单调有界准则可知 lim
n→∞

xn 存在.

设 lim
n→∞

xn = A，则 A > 0.由 xn+1 +
4

xn
< 4得 lim

n→∞

(
xn+1 +

4

xn

)
≤ 4，即 A+

4

A
≤ 4，解得 A = 2.

17. Proof. 设 f(x)在 x0 ∈ (0, b)处取得最大值，则 f ′(x0) = 0.

对函数 f ′(x)在 [0, x0], [x0, b]上分别应用 Lagrange中值定理，得

f ′(x0)− f ′(0) = f ′′(η)x0, ∃ η ∈ (0, x0)

f ′(b)− f ′(x0) = f ′′(ξ)(b− x0), ∃ ξ ∈ (x0, b)

|f ′(0)|+ |f ′(b)| = |f ′′(η)|x0 + |f ′′(ξ)|(b− x0) ≤ Mx0 +M(b− x0) = Mb.



CHAPTER 9

2021-2022学年微积分（一）（上）期中考试

1 基本计算题 (每小题 6分，共 60分)

1. 求极限 lim
n→+∞

(
an + bn + cn

3

) 1
n

(a, b, c > 0).

2. 求当 x → 0+ 时，无穷小量

√
1 + x

√
x− e2x 的主部和阶数.

3. 求极限 l = lim
x→0

1

x3

[(
3 + cosx

4

)x

− 1

]
.
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4. 已知 lim
x→+∞

(√
2x2 + 4x− 1− ax− b

)
= 0，求 a, b.

5. 求极限 l = lim
x→0

(
ln(1 + x)

x

) 1
ex−1

.

6. 确定 f(x) = e
|x|
tan x 的间断点及其类型.

7. 设函数 y = y(x)由参数方程

x = t+ et,

y = sin t
确定，求

d2y
dx2

∣∣∣∣
t=0

.

8. 设 y = xxx

，求 y′.
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9. 求 y = x2 ln(1 + x)在 x = 0处的 n阶导数.

10. 设 y =
cosx
x2
，求

dy
d(cosx)

，
dy

d(x3)
.

2 综合题 (每小题 6分，共 30分)

11. 设 x = φ(y)是 f(x) = lnx+ arctanx的反函数，求 φ′
(π
4

)
.

12. 设曲线 y = y(x)由方程 exy + ln
y

x+ 1
= 2确定，求曲线在 x = 0处的切线方程.

13. 设函数 f(x)在 x = 0处可导，且 f(0) = 0，f ′(0) = 2，计算 lim
x→0

x2f(x)− 2f(x3)

x3
.
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14. 有一长度为 5m的梯子贴靠在铅直的墙上，假设其下端沿地板离开墙角而滑动.当梯子下端离开墙角 3m
时，已知梯子的下端离开墙角滑动速率为 2.2m/s，问此时梯子的上端向下滑的速率为多少？

15. 设函数 f(x) =

x2 cos
1

x
, x ̸= 0,

0, x = 0
，求 f ′(x)，并讨论 f ′(x)的连续性.

3 证明题 (每小题 5分，共 10分)

16. 设 x1 > 0，xn+1 = 3 +
4

xn
(n = 1, 2, · · · )，证明： lim

n→∞
xn 存在并求其值.

17. 设函数 f(x)在 [0, 1]上连续，(0, 1)内可导，c ∈ (0, 1).证明：∃ ξ, η ∈ [0, 1]，使得

2ηf(1) + (c2 − 1)f ′(η) = f(ξ).



CHAPTER 10

2021-2022学年微积分（一）（上）期中考试参考答案

1 基本计算题 (每小题 6分，共 60分)

1. Solution. 令 A = max{a, b, c}，则

1

3
An ≤ an + bn + cn

3
≤ An,

1
n
√
3
A ≤

(
an + bn + cn

3

) 1
n

≤ A.

由夹逼准则知，原式 = A = max{a, b, c}.

2. Solution.
f(x) =

√
1 + x

√
x− e2x =

(√
1 + x

√
x− 1

)
−
(
e2x − 1

)
(x → 0+)

=
1

2
x
√
x+ o(x)− (2x+ o(x))

=− 2x+ o(x) ∼ −2x(x → 0+).

故主部为 −2x，阶数为 1.

3. Solution.

l = lim
x→0

ex ln 3+cos x
4 − 1

x3

= lim
x→0

x ln 3+cos x
4

x3
= lim

x→0

3+cos x
4 − 1

x2

=
1

4
lim
x→0

cosx− 1

x2
= −1

8
.

4. Solution. 要使 lim
x→+∞

(√
2x2 + 4x− 1− ax− b

)
= 0成立，必须

lim
x→+∞

(√
2x2 + 4x− 1

x
− a− b

x

)
= 0,

从而得

a = lim
x→+∞

√
2x2 + 4x− 1

x
= lim

x→+∞

√
2 +

4

x
− 1

x2
=

√
2.
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b = lim
x→+∞

(√
2x2 + 4x− 1− ax

)
= lim

x→∞

(√
2x2 + 4x− 1−

√
2x
)

= lim
x→+∞

√
2x

[√
1 +

(
2

x
− 1

2x2

)
− 1

]

= lim
x→+∞

√
2x · 1

2

(
2

x
− 1

2x2

)
=

√
2.

5. Solution. l = lim
x→0

e
1

ex−1 ln ln(1+x)
x = e lim

x→0

1
ex−1 ln ln(1+x)

x .

而

lim
x→0

1

ex − 1
ln
ln(1 + x)

x
= lim

x→0

1

ex − 1

[
ln(1 + x)

x
− 1

]
= lim

x→

ln(1 + x)− x

x2

= lim
x→0

1
1+x − 1

2x

= lim
x→0

1

1 + x
· 1− 1− x

2x
= −1

2
.

所以 l = e−
1
2 .

6. Solution. f(x)的间断点为 x = kπ，x = kπ +
π

2
，k = 0,±1,±2, · · · .

x = 0是跳跃间断点.因为

lim
x→0+

e
|x|
tan x = e

lim
x→0+

x
tan x

= e, lim
x→0−

e
|x|
tan x = elimx→0−

−x
tan x = e−1.

x = kπ(k = ±1,±2, · · · )是无穷间断点.因为

lim
x→kπ+

e
|x|
tan x = e+∞ = +∞.

x = kπ +
π

2
(k = 0,±1,±2, · · · )是可去间断点.因为

lim
x→kπ+π

2

e
|x|
tan x = e0 = 1.

7. Solution. dy
dx

=
dy
dt
dx
dt

=
cos t
1 + et

，

d2y
dx2

=

− sin t(1+et)−cos t·et

(1+et)2

1 + et
=

− sin t (1 + et)− cos t · et

(1 + et)3
，

d2y
dx2

∣∣∣∣
t=0

= −1

8
.

8. Solution. 因 (xx)
′
=
(
ex ln x)′ = xx(1 + lnx)，又

ln y = xx lnx,

所以
1

y
y′ = (xx lnx)′ = xx(1 + lnx) lnx+ xx−1，即

y′ = xxx

xx

(
1

x
+ lnx+ ln2 x

)
.
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9. Solution. 取 v(x) = x2，它的三阶以上的导数为 0，

u(k)(x) = [ln(1 + x)]
(k)

=
(−1)k−1(k − 1)!

(1 + x)k
, k = 1, 2, · · · ,

由 Leibniz公式 (uv)(n) =

n∑
k=0

Ck
nu

(n−k)v(k)，得

y(n) = x2 (−1)n−1(n− 1)!

(1 + x)n
+ 2nx

(−1)n−2(n− 2)!

(1 + x)n−1
+ n(n− 1)

(−1)n−3(n− 3)!

(1 + x)n−2
.

所以 y(n)(0) = (−1)n−3n(n− 1)(n− 3)! =
(−1)nn!

n− 2
(n > 2).

而 y′(0) = y′′(0) = 0.

10. Solution. dy
dx

=
−x2 sinx− 2x cosx

x4
= −x sinx+ 2 cosx

x3
.

dy
d(cosx)

=
−x sin x+2 cos x

x3 dx
− sinx dx

=
x+ 2 cotx

x3
.

dy
d(x3)

=
−x sin x+2 cos x

x3 dx
3x2 dx

= −x sinx+ 2 cosx
3x5

.

2 综合题 (每小题 6分，共 30分)

11. Solution. 当 x = 1时，y = f(1) =
π

4
.

f ′(x) = (lnx+ arctanx)′ =
1

x
+

1

1 + x2
，

得 f ′(1) = 1 +
1

2
=

3

2
，故 φ′

(π
4

)
=

1

f ′(1)
=

2

3
.

12. Solution. 原方程变为 exy(y + xy′) +
y′

y
− 1

x+ 1
= 0，

将 x = 0, y = e代入，得 e+
y′(0)

e
= 1，故 y′(0) = e(1− e).

所以切线方程为 y = e(1− e)x+ e.

13. Solution. y′(x) = 2f(x)f ′(x)，

lim
x→0

x2f(x)− 2f(x3)

x3
= lim

x→0

[
f(x)− f(0)

x
− 2

f(x3)− f(0)

x3

]
=f ′(0)− 2f ′(0) = −f ′(0)

=− 2.

14. Solution. 设梯子上端离墙角距离为 s(m)，下端离开墙角的距离为 x(m)，有一长度为

s =
√
52 − x2.

于是
ds
dt

= − x√
25− x2

dx
dt
.
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当 x = 3m，
dx
dt

= 2.2m/s时，
ds
dt

= −3

4
· 2.2 = −1.65m/s.

即梯子上端向下滑的速率为 1.65m/s.

15. Solution. 因 f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x
= lim

x→0
x cos

1

x
= 0，

且 x ̸= 0时，f ′(x) = 2x cos
1

x
+ sin

1

x
，所以

f(x) =

2x cos
1

x
+ sin

1

x
, x ̸= 0,

0, x = 0.

当 x ̸= 0时，初等函数 f ′(x) = 2x cos
1

x
+ sin

1

x
有定义，所以连续；

而 lim
x→0

(
2x cos

1

x
+ sin

1

x

)
不存在，所以 f ′(x)在 x = 0处不连续.

3 证明题 (每小题 5分，共 10分)

16. Proof.

法一. 由题设知 n > 1时，xn > 3；n > 2时，xn < 3 +
4

3
，即 {xn}有界.

由 xn+1 − xn =
4

xn
− 4

xn−1
=

4(xn−1 − xn)

xnxn−1
知不能确定 {xn}的单调性，但由

xn+1 − xn−1 =
4

xn
− 4

xn−2
=

4(xn−2 − xn)

xnxn−2
=

16(xn−1 − xn−3)

xnxn−1xn−2xn−3

知奇子列 {x2k−1}与偶子列 {x2k}均分别单调.由单调有界原理知奇子列 {x2k−1}与偶子列 {x2k}均收
敛.

设 lim
k→∞

x2k−1 = l1， lim
k→∞

x2k = l2，

在

x2k+1 = 3 +
4

x2k
, x2k = 3 +

4

x2k−1

两边取极限，得 l1 = 3 +
4

l2
以及 l2 = 3 +

4

l1
，解得 l1 = l2 = 4.

因此数列 {xn}的极限存在，且 lim
n→∞

xn = 4.

法二. 常数 l = 4满足 l = 3 +
4

l
.下证数列 {xn}以 l为极限.

0 ≤ |xn+1 − l| =
∣∣∣∣(3 + 4

xn

)
− 4

∣∣∣∣ = |xn − 4|
xn

≤1

3
|xn − 4|

≤ · · · ≤ 1

3n−1
|x2 − 4|.

由迫敛性知 |xn − l|收敛到 0，故数列 {xn}以 l为极限.
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17. Proof. 构造函数 F (x) = x2f(1) + (c2 − 1)f(x)，则 F (x)在 [0, 1]上连续，(0, 1)内可导.

由 Lagrange中值定理，∃ η ∈ (0, 1)，使得

F (1)− F (0) = F ′(η),

即 2ηf(1) + (c2 − 1)f ′(η) = (1− c2)f(0) + c2f(1)，

因 (1− c2)f(0) + c2f(1)是 f(0)与 f(1)的加权平均值，由介值定理知，∃ ξ ∈ [0, 1]，使得

f(ξ) = (1− c2)f(0) + c2f(1),

故 ∃ ξ, η ∈ [0, 1]，使得

2ηf(1) + (c2 − 1)f ′(η) = f(ξ).
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CHAPTER 11

2020-2021学年微积分（一）（上）期中考试

1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. 设数列 {xn}收敛，则（ ）.

当 lim
n→∞

sinxn = 0时， lim
n→∞

xn = 0A.

当 lim
n→∞

(
xn +

√
|xn|

)
= 0时， lim

n→∞
xn = 0B.

当 lim
n→∞

(
xn + x2

n

)
= 0时， lim

n→∞
xn = 0C.

当 lim
n→∞

(xn + sinxn) = 0时， lim
n→∞

xn = 0D.

2. 极限 lim
x→∞

[
x2

(x− a)(x+ b)

]x
=（ ）.

1A. eB.

ea−bC. eb−aD.

3. 设 F (x) =


f(x)

x
, x ̸= 0,

f ′(0), x = 0
，其中 f ′(0) = 1，f(0) = 0，则 x = 0是 F (x)的（ ）.

连续点A. 可去间断点B.

无穷间断点C. 跳跃间断点D.

4. 函数 f(x)在 x = 0处可导，且 f(0) = 0，则 lim
x→0

x2f(x)− 2f(x3)

x3
=（ ）.

−2f ′(0)A. −f ′(0)B.

f ′(0)C. 0D.

5. 设 f(x)具有一阶连续导数，F (x) = f(x) (1 + | sinx|)，则 f(0) = 0是 F (x)在 x = 0处可导的（ ）.

充分必要条件A. 充分条件但非必要条件B.

必要条件但非充分条件C. 既非充分又非必要条件D.

55
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6. 设 f(x)有二阶连续导数，且 f ′(0) = 0， lim
x→0

f ′′(x)

|x|
= 1，则（ ）.

f(0)是 f(x)的极大值A. f(0)是 f(x)的极小值B.

(0, f(0))是曲线 y = f(x)的拐点C. f ′(0)是 f ′(x)的极值D.

2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7. 极限 lim
x→0

x

[
1

x

]
= .

8. 设 y =
cosx
x2
，则

dy
d(cosx)

= .

9. lim
x→0

(
1

ex − 1
− 1

ln(1 + x)

)
= .

10. 曲线 y = x

(
1 + arcsin

2

x

)
的斜渐近线方程为 .

3 基本计算题 (每小题 7分，共 42分)

11. 设 f(x) = x+ a ln(1 + x) + bx sinx，g(x) = cx3，在 x → 0时，若 f(x)与 g(x)是等价无穷小，求常数

a, b, c的值.

12. 设函数 f(x) =

x arctan
1

x2
, x ̸= 0,

0, x = 0
，讨论 f ′(x)在 x = 0处的连续性.

13. 设

x = sin t,

y = t sin t+ cos t
，t ∈

(
0,

π

2

)
，求

d2y
dx2

∣∣∣∣
t=π

4

.
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14. 设 y =
x2

2− x
，计算 y(50)(0).

15. 设 x = φ(y)是函数 y = x lnx的反函数，计算 φ(y)在 x = e处的二阶导数
d2x
dy2

.

16. 求 f(x) = x3 − 3x2 − 9x+ 5在区间 [−2, 2]上的最大值与最小值.

4 应用题 (每小题 7分，共 14分)

17. 如果以每秒 50cm3的速度匀速给一个气球充气，假设气球内气压保持常值且形状始终为球形，问当气球

的半径为 5cm时，气球半径增加的速率是多少？
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18. 设在 (−∞,+∞)内 f ′′(x) > 0，f(0) < 0，讨论 F (x) =
f(x)

x
(x ̸= 0)的单调性.

5 综合题 (每小题 5分，共 10分)

19. 设 xn =

√
a+

√
a+ · · ·+

√
a（n个根式，a > 0），证明 {xn}收敛，并求出极限值.

20. 设函数 f(x)在区间 [0, 2]上具有连续导数，f(0) = f(2) = 0，M = max
x∈(0,2)

{|f(x)|}. 证明：∃ ξ ∈ (0, 2)，

使得 |f ′(ξ)| ≥ M .



CHAPTER 12

2020-2021学年微积分（一）（上）期中考试参考答案

1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. Solution. D.

设 lim
n→∞

xn = A，分别解方程 sinA = 0，A+
√
|A| = 0，A+A2 = 0，A+ sinA = 0，

只有 A+ sinA = 0具有唯一解 A = 0.

2. Solution. C.

lim
x→∞

[
x2

(x− a)(x+ b)

]x
= lim

x→∞

[
1 +

(a− b)x+ ab

(x− a)(x+ b)

]x
= lim

x→∞

[
1 +

(a− b)x+ ab

(x− a)(x+ b)

] (x−a)(x+b)
(a−b)x+ab

· (a−b)x+ab
(x−a)(x+b)

·x

=e
(a−b)x2+abx

x2+(b−a)x−ab

=ea−b.

3. Solution. B.

因

lim
x→0

F (x) = lim
x→0

f(x)

x
= lim

x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= f ′(0) = 1,

且 F (0) = 0，所以 x = 0是 F (x)的可去间断点.

4. Solution. B.

lim
x→0

x2f(x)− 2f(x3)

x3
= lim

x→0

[
f(x)− f(0)

x
− 2

f(x3)− f(0)

x3

]
=f ′(0)− 2f ′(0) = −f ′(0).

5. Solution. A.
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若 f(0) = 0，F (0) = 0，则

lim
x→0

F (x)− F (0)

x− 0
= lim

x→0

f(x)(1 + | sinx|)
x

= lim
x→0

f ′(0) · lim
x→0

(1 + | sinx|)

=f ′(0),

即 F (x)在 x = 0处可导.

若 F (x)在 x = 0处可导， lim
x→0

F (x)− F (0)

x
存在.又

lim
x→0

F (x)− F (0)

x
= lim

x→0

f(x)(1 + | sinx|)− f(0)

x

= lim
x→0

f(x)− f(0)

x
+ lim

x→0
f(x) · lim

x→0

| sinx|
x

=f ′(0) + f(0) · lim
x→0

| sinx|
x

.

由于 lim
x→0

| sinx|
x
不存在，所以必须 f(0) = 0.

因此 f(0) = 0是 F (x)在 x = 0处可导的充分必要条件.

6. Solution. B.

因 lim
x→0

f ′′(x)

|x|
= 1，由极限的保号性知存在 δ > 0，当 x ∈ (−δ, δ)时，f ′′(x) ≥ 0恒成立.

利用 Taylor展开，

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(ξ)

2
x2 = f(0) +

f ′′(ξ)

2
x2 ≥ f(0), −δ < x < δ,

其中 ξ介于 0与 x之间.故 f(0)是 f(x)的极小值点.

2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7. Solution. 0.

利用
1

x
≤
[
1

x

]
≤ 1

x
+ 1，且 lim

x→0
x · 1

x
= 1 = lim

x→0
x

(
1

x
+ 1

)
，

由夹逼定理可知 lim
x→0

x

[
1

x

]
= 1.

8. Solution. x sinx+ 2 cosx
x3 sinx

.

由链式法则知

dy
d(cosx)

=
dy
dx

d(cos x)
dx

=

−x2 sin x−2x cos x
(x2)2

− sinx

=
x sinx+ 2 cosx

x3 sinx
.
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9. Solution. −1.

lim
x→0

(
1

ex − 1
− 1

ln(1 + x)

)
= lim

x→0

ln(1 + x)− (ex − 1)

(ex − 1) ln(1 + x)

= lim
x→0

(
x− x2

2 + o(x2)
)
−
(
x+ x2

2 + o(x2)
)

x2

= lim
x→0

−x2 + o(x2)

x2

=− 1.

10. Solution. y = x+ 2.

k = lim
x→∞

x
(
1 + arcsin 2

x

)
x

= lim
x→∞

(
1 + arcsin

2

x

)
= 1，

b = lim
x→∞

[
x

(
1 + arcsin

2

x

)
− x

]
= lim

x→∞
x arcsin

2

x
= 2.

故斜渐近线方程为 y = x+ 2.

3 基本计算题 (每小题 6分，共 30分)

11. Solution. 利用 Taylor公式，

f(x) =x+ a

(
x− x2

2
+

x3

3
+ o(x3)

)
+ bx

(
x− x3

6
+ o(x3)

)
=(1 + a)x+

(
b− a

2

)
x2 +

a

3
x3 + o(x3).

因 f(x)与 g(x)在 x → 0时是等价无穷小，故 1 + a = 0，b− a

2
= 0，

a

3
= c.

解得 a = −1，b = −1

2
，c = −1

3
.

12. Solution. 当 x ̸= 0时，f ′(x) = arctan
1

x2
− 2x2

x4 + 1
.

当 x = 0时，f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0
arctan

1

x2
=

π

2
.

因 lim
x→0

(
arctan

1

x2
− 2x2

x4 + 1

)
= lim

x→0
arctan

1

x2
=

π

2
= f ′(0)，所以 f ′(x)在 x = 0处连续.

13. Solution. dy
dx

=
dy
dt
dx
dt

=
t cos t
cos t

= t.

d2y
dx2

=
d
dx

(
dy
dx

)
=

d
dt

(
dy
dx

)
dx
dt

=
1

cos t
.

当 t =
π

4
时，

d2y
dx2

∣∣∣∣
t=π

4

=
√
2.

14. Solution. y =
x2

2− x
=

(2− x)2 − 4(2− x) + 4

2− x
=

4

2− x
− 2− x.
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利用

(
1

a− x

)(n)

=
n!

(a− x)n+1
，得

y(50)(0) =

(
4

2− x

)(50)
∣∣∣∣∣
x=0

− 0 =
4 · 50!
251

=
50!

249
.

15. Solution. dx
dy

=
1

lnx+ 1
，
d2x
dy2

=
d
dy

(
1

lnx+ 1

)
=

d
dx

(
1

lnx+ 1

)
· dx
dy

= − 1

x(lnx+ 1)3
.

当 x = e时，
d2x
dy2

= − 1

8e
.

16. Solution. f ′(x) = 3x2 − 6x− 9 = 3(x+ 1)(x− 3)，故 f(x)在 [−2, 2]内的极值点为 x = −1.

计算 f(−2) = 3，f(−1) = 10，f(2) = −17.

故 f(x)在 [−2, 2]上的最大值为 10，最小值为 −17.

4 应用题 (每小题 7分，共 14分)

17. Solution. 设气球的半径为 r，体积为 V，则 V =
4

3
πr3.

由题意得
dV
dt

= 50，故

dr
dt

=
dV
dt

· dr
dV

=
50

4πr2
.

当 r = 5cm时，
dr
dt

=
50

100π
=

1

2π
cm/s.

18. Solution. F ′(x) =
xf ′(x)− f(x)

x2
，令 G(x) = xf ′(x)− f(x)，则 G′(x) = xf ′′(x).

由 f ′′(x) > 0知G′(x) = 0具有唯一解 x = 0，且G(x)在 (−∞, 0)上单调递减，在 (0,+∞)上单调递增.

因 G(0) = −f(0) > 0，所以 G(x) > 0恒成立，故 F ′(x) =
G(x)

x2
> 0恒成立，

即 F (x)在 (−∞,+∞)上单调递增.

5 综合题 (每小题 5分，共 10分)

19. Proof. 由题可知 x1 =
√
a，xn+1 =

√
a+ xn.

显然 x1 =
√
a <

1 +
√
1 + 4a

2
.设 xk ≤ 1 +

√
1 + 4a

2
，则

xk+1 =
√
a+ xk ≤

√
a+

1 +
√
1 + 4a

2
=

1 +
√
1 + 4a

2
.

所以 ∀n ∈ N∗，xn ≤ 1 +
√
1 + 4a

2
，即 {xn}有上界.

又因为

xn+1 − xn =
√
a+ xn − xn =

a+ xn − x2
n√

a+ xn + xn
= −

(xn − 1+
√
1+4a
2 )(xn − 1−

√
1+4a
2 )

√
a+ xn + xn

≥ 0,
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所以 {xn}单调递增，故 {xn}收敛.

设 lim
n→∞

xn = A，则 A =
√
a+A，解得 A =

1 +
√
1 + 4a

2
.

20. Proof. 假设 ∀x ∈ (0, 2)，|f ′(x)| < M .

由 Lagrange中值定理，∃ η, δ ∈ (0, 2)，|f(x)| = |f ′(η)|x，|f(x)| = |f ′(δ)|(x− 2).

所以 |f(x)| < Mx，|f(x)| < M(2− x)，相加得 |f(x)| < M，这与M = max
x∈(0,2)

{|f(x)|}矛盾.

所以 ∃ ξ ∈ (0, 2)，使得 |f ′(ξ)| ≥ M .
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CHAPTER 13

2019-2020学年微积分（一）（上）期中考试

1 基本计算题 (每小题 6分，共 60分)

1. 求极限 lim
n→∞

n
√
2 sin2 n+ 3 cos2 n.

2. 当 x → 1时，求 3
√
x− 1关于 x− 1的主部.

3. 计算极限 l = lim
x→0

sinx− x cosx
x ln cosx

.
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4. 计算极限 l = lim
x→0

(ex − sinx)
1
x2 .

5. 设 f(x) = xtan x.求 f ′
(π
4

)
.

6. 求曲线 cosx+ ln(y − x) = y2 在点 (0, 1)处的切线方程.

7. 设函数 f(x)二阶可导，求 y = f(sinx)的二阶导数.

8. 设 y = x lnx，求 y(6).
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9. 求 a, b的值使得函数 f(x) =

e
ax, x < 0,

b− sin 2x, x ≥ 0
在 x = 0处连续并且可导.

10. 设函数 y = y(x)由方程

x = t2 + 2t,

y = t+ ln t
确定，求

dy
dx
和

d2y
dx2

.

2 综合题 (每小题 6分，共 30分)

11. 设函数 f(x) = e
1
x2 arctan

x− 1

x+ 1
.指出 f(x)的间断点，并判断其类型.

12. 设 f(x) = xn + a1x
n−1 + · · ·+ an−1x+ an为 n次实系数多项式.证明当 n为奇数时，方程 f(x) = 0至

少有一个实根.

13. 设 f(x)在 x = 2处可导，f(2) ̸= 0，求 lim
x→∞

[
f
(
2 + 1

x

)
f(2)

]x
.
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14. 设一个雪球以 2cm3/min的速度融化.设雪球在融化过程中始终保持球形.求当雪球半径为 10cm的时候
半径变化的速率.

15. 写出函数 f(x) = x cosx带 Peano余项的五阶Maclaurin公式.

3 证明题 (每小题 5分，共 10分)

16. 设数列 {xn}由递推公式 x1 =
√
6，xn+1 =

√
6 + xn 给出.证明 lim

n→∞
xn 存在并求极限值.

17. 设 0 < a < b，函数 f(x)在闭区间 [a, b]上连续，在开区间 (a, b)内可导.证明存在 ξ ∈ (a, b)使得

ξf ′(ξ)− f(ξ) =
af(b)− bf(a)

b− a
.
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2019-2020学年微积分（一）（上）期中考试参考答案

1 基本计算题 (每小题 6分，共 60分)

1. Solution. 显然 n
√
2 ≤ n

√
2 sin2 n+ 3 cos2 n ≤ n

√
3.

由夹逼定理知 lim
n→∞

n
√
2 sin2 n+ 3 cos2 n = 1.

2. Solution.
3
√
x− 1 = (1 + x− 1)

1
3 − 1 ∼ 1

3
(x− 1).

故主部为
1

3
(x− 1).

3. Solution.
l = lim

x→0

sinx− x cosx
− 1

2x
3

=− 2 lim
x→0

x sinx
3x2

= −2

3
.

4. Solution.
l = lim

x→0
(ex − sinx)

1
x2 = e lim

x→0

1
x2 ln(ex−sin x)

=e lim
x→0

ex−cos x
ex−sin x · 1

2x = e lim
x→0

ex−cos x
2x

=e lim
x→0

ex+sin x
2 =

√
e.

5. Solution. ln f(x) = tanx lnx，

所以 f ′(x) = f(x) · (tanx lnx)′ = xtan x
(
sec2 x lnx+

tanx
x

)
，

代入 x =
π

4
得 f ′

(π
4

)
= 1 +

π

2
ln

π

4
.

6. Solution. 方程两边对 x求导得到

− sinx+
1

y − x
(y′ − 1) = 2yy′,

代入 x = 0, y = 1解得 y′(0) = −1，所以切线方程为 x+ y = 1.
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7. Solution. y′ = f ′(sinx) cosx，

y′′ = f ′′(sinx) cos2 x− f ′(sinx) sinx.

8. Solution.

法一. 根据 Leibniz法则得到
y(6) =x (lnx)(6) + 6 (lnx)(5)

=x

(
1

x

)(5)

+ 6

(
1

x

)(4)

=
24

x5
.

法二.

y(6) = (1 + lnx)(5) =
(
1

x

)(4)

=
24

x5
.

9. Solution. 直接得到 f
(
0+
)
= b，f

(
0−
)
= 1，所以 b = 1.

求导得到 f ′
+(0) = −2，f ′

−(0) = a，所以 a = −2.

10. Solution. dy
dx

=
dy
dt
dx
dt

=
1 + 1

t

2t+ 2
=

1

2t
.

d2y
dx2

=
d
dt

(
dy
dx

)
· dt
dx

= − 1

2t2
· 1

2t+ 2
= − 1

4t2(t+ 1)
.

2 综合题 (每小题 6分，共 30分)

11. Solution. 函数 f(x)的间断点为 0,−1. 因

lim
x→0

f(x) = −∞, f(−1+) = −πe
2
, f(−1−) =

πe
2
,

所以 x = 0是无穷间断点，x = −1是跳跃间断点.

12. Solution. 当 n为奇数时，显然有

f (+∞) = +∞, f (−∞) = −∞.

于是存在 x1, x2 使得 f(x1) < 0 < f(x2).

函数 f(x)显然连续，由介值定理知，存在 x0 ∈ (x1, x2)使得 f(x0) = 0，即方程 f(x) = 0至少有一个

实根.

13. Solution.

lim
x→∞

[
f
(
2 + 1

x

)
f(2)

]x
=e lim

x→∞
x ln

f(2+ 1
x )

f(2)

=e
lim

x→∞
x ln

(
1+

f(2+ 1
x )−f(2)

f(2)

)

=e
1

f(2)
lim

x→∞
x[f(2+ 1

x )−f(2)]

=e
1

f(2)
lim

x→∞

f(2+ 1
x )−f(2)

1
x

=e
f′(2)
f(2) .



2019-2020学年微积分（一）（上）期中考试参考答案 71

14. Solution. 根据几何关系得到

V =
4πr3

3
.

两边对 t求导得到
dV
dt

= 4πr2 · dr
dt

.

代入
dV
dt

= −2以及 r = 10解得
dr
dt

= − 1

200π
.

即半径以
1

200π
cm/min的速度减小.

15. Solution. 先写出
cosx = 1− 1

2
x2 +

1

24
x4 + o(x4),

进而

f(x) = x cosx = x− 1

2
x3 +

1

24
x5 + o(x5).

3 证明题 (每小题 5分，共 10分)

16. Proof.

显然 x2 > x1，设 xk+1 > xk，由 x2
k+2 − x2

k+1 = 6 + xk+1 − 6− xk = xk+1 − xk > 0知 xk+2 > xk+1.

由数学归纳法知 {xn}严格单调增加.

另外显然 x1 < 3，设 xk < 3，由 xk+1 =
√
6 + xk <

√
9 = 3知 xk+1 < 3.

由数学归纳法知 {xn}有上界 3. 根据单调有界收敛准则知数列 {xn}极限存在.

设 lim
n→∞

xn = L，对 xn+1 =
√
6 + xn 两边取极限得到 L =

√
6 + L，解得 L = 3.

17. Proof. 显然函数 F (x) =
f(x)

x
和 G(x) =

1

x
在闭区间 [a, b]上连续，在开区间 (a, b)内可导，并且 G(x)

的导数不为 0.

由 Cauchy中值定理知存在 ξ ∈ (a, b)使得

af(b)− bf(a)

a− b
=

F (b)− F (a)

G(b)−G(a)
=

F ′(ξ)

G′(ξ)
= ξf ′(ξ)− f(ξ).

两边变号即得所证.
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CHAPTER 15

2018-2019学年微积分（一）（上）期中考试

1 基本计算题 (每小题 6分，共 60分)

1. 求极限 l = lim
n→∞

n∑
k=1

1

n+ kα
，其中 α ∈ (0, 1).

2. 求极限 l = lim
x→0

ln
(
e2 tan x + sinx2

)
x

.

3. 求极限 l = lim
x→0+

(ex − 1)
1

ln x .
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4. 已知 lim
x→1

ax+ bx+ b√
3x+ 1−

√
x+ 3

= 2，求常数 a, b的值.

5. 设可微函数 y = y(x)由方程 y + yex = 2 cos y sinx− 4x确定，求 y′(0).

6. 求曲线 r = 2 sin 3θ在 θ =
π

3
处的切线方程.

7. 设函数 f(x) = x
√

1− x2 + arcsinx，求微分 dy|x=0.

8. 设函数 y = x+ x3 的反函数为 x = g(y)，求 g′′(2).
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9. 设 y = x2 cos 2x，求 y(5)
(π
2

)
.

10. 设函数 y = y(x)由方程

x = t cos t− sin t,

y = cos t
确定，求

dy
dx
和

d2y
dx2

.

2 综合题 (每小题 6分，共 30分)

11. 讨论函数 f(x) =
sinπx
x2 − 1

的连续性，并对函数的间断点判别类型.

12. 求无穷小量 u(x) =

(
1 + 2 cosx

3

)x2

− 1(x → 0)的主部和阶数.

13. 求函数与 f(x) =

ln(1 + x), x ≥ 0,

x, x < 0
的导函数 f ′(x)，并讨论 f ′(x)的连续性.
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14. 已知 a > 1，n ≥ 1，证明不等式
n
√
a− n+1

√
a

ln a
<

n
√
a

n2
.

15. 一架飞机在 H 米高空以 a米/秒的速度水平匀速飞行.设在 t = 0时刻有一探照灯位于飞机正下方的地

面上跟踪飞机.问 t秒以后探照灯应以怎样的角速度转动才能照到飞机？

3 证明题 (每小题 5分，共 10分)

16. 设数列 {xn}由递推公式 x1 = 1，xn+1 = xn +
2

x2
n

给出.证明数列 {xn}无界.

17. 设 f(x)在区间 [a, b]有定义并且对于任何 x, y ∈ [a, b](x ̸= y)成立

|f(x)− f(y)| ≤ M(x− y)2,

其中M 为常数.证明 f(x)在 [a, b]上恒为常数.
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1 基本计算题 (每小题 6分，共 60分)

1. Solution. 因 n

n+ nα
<

n∑
k=1

1

n+ kα
< 1，而 lim

n→∞

n

n+ nα
= lim

n→∞

1

1 + nα−1
= 1，

由夹逼定理知 l = 1.

2. Solution.

l = lim
x→0

ln
(
e2 tan x + sinx2

)
x

= lim
x→0

e2 tan x + sinx2 − 1

x

= lim
x→0

2 tanx+ sinx2

x

= lim
x→0

2 tanx
x

+ lim
x→0

sinx2

x

=2.

3. Solution.

l = lim
x→0+

(ex − 1)
1

ln x = e
lim

x→0+

ln(ex−1)
ln x

=e
lim

x→0+

ex
ex−1

1
x = e

lim
x→0+

xex
x

=e
lim

x→0+
ex

= e.

4. Solution.计算

lim
x→1

ax+ bx+ b√
3x+ 1−

√
x+ 3

= lim
x→1

[(a+ b)x+ b]
(√

3x+ 1 +
√
x+ 3

)
(3x+ 1)− (x+ 3)

= lim
x→1

2[(a+ b)x+ b]

x− 1

=2.

因此有

a+ 2b = 0,

a+ b = 1.
解得 a = 2, b = −1.
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5. Solution. 方程两边对 x求导得到

y′ + y′ex + yex = −2 sin y sinx · y′ + 2 cos y cosx− 4,

代入 x = 0, y = 0解得 y′(0) = −1.

6. Solution. 曲线的参数方程为 x = 2 sin 3θ cos θ,

y = 2 sin 3θ sin θ.

所以
dy
dx

=
dy
dθ
dx
dθ

=
6 cos 3θ sin θ + 2 sin 3θ cos θ
6 cos 3θ cos θ − 2 sin 3θ sin θ

.

代入 θ =
π

3
得切线斜率 k =

√
3，又切点坐标为 (0, 0)，所以切线方程为 y =

√
3x.

7. Solution. f ′(x) =
√
1− x2 +

−2x2

2
√
1− x2

+
1√

1− x2
= 2
√

1− x2，

所以 dy|x=0 = f ′(0) dx = 2 dx.

8. Solution. g′(y) = dx
dy

=
1
dy
dx

=
1

1 + 3x2
，

g′′(y) =
d
dy

(g′(y)) =
d
dx

(g′(y)) · dx
dy

= − 6x

(1 + 3x2)3
.

代入 x = 1, y = 2得 g′′(2) = − 3

32
.

9. Solution. 利用 Leibniz法则得到

y(5) =x2 (cos 2x)(5) + 5 · 2x (cos 2x)(4) + 10 · 2 (cos 2x)(3)

=− 32x2 sin 2x+ 160x cos 2x+ 160 sin 2x.

代入 x =
π

2
得 y(5)

(π
2

)
= −80π.

10. Solution. dy
dx

=
dy
dt
dx
dt

=
− sin t

cos t− t sin t− cos t
=

− sin t
−t sin t

=
1

t
.

d2y
dx2

=
d
dt

(
dy
dx

)
· dt
dx

= − 1

t2
· 1

−t sin t
=

1

t3 sin t
.

2 综合题 (每小题 6分，共 30分)

11. Solution. 函数 f(x)的间断点为 −1, 1.因

lim
x→−1

sinπx
x2 − 1

= lim
x→−1

π cosπx
2x

=
π cos(−π)

−2
=

π

2
,

lim
x→1

sinπx
x2 − 1

= lim
x→1

π cosπx
2x

=
π cosπ

2
= −π

2
.

所以 x = −1, 1均为可去间断点.
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12. Solution.

u =

(
1 + 2 cosx

3

)x2

− 1 = exp
(
x2 ln

1 + 2 cosx
3

)
− 1

∼x2 ln
1 + 2 cosx

3

∼2x2

3
(cosx− 1)

∼− 1

3
x4.

所以 u的主部为 −1

3
x4，阶数为 4.

13. Solution. 当 x > 0时，f ′(x) =
1

1 + x
；当 x < 0时，f ′(x) = 1；

当 x = 0时， lim
x→0+

f ′(x) = 1 = lim
x→0−

f ′(x)，所以 f ′(0) = 1.

因此

f ′(x) =


1

1 + x
, x > 0,

1, x ≤ 0.

当 x ̸= 0时，f ′(x)显然连续；

当 x = 0时， lim
x→0+

f ′(x) = 1 = f ′(0) = lim
x→0−

f ′(x)，所以 f ′(x)在 x = 0处连续.

因此 f ′(x)在 R上处处连续.

14. Solution. 令 f(x) = ax，显然 f(x)在区间

[
1

n+ 1
,
1

n

]
内可导.由Lagrange中值定理知存在 ξ ∈

(
1

n+ 1
,
1

n

)
使得

n
√
a− n+1

√
a = f

(
1

n

)
− f

(
1

n+ 1

)
= f ′(ξ)

(
1

n
− 1

n+ 1

)
=

aξ ln a
n(n+ 1)

<
a

1
n ln a
n2

,

即
n
√
a− n+1

√
a

ln a
<

n
√
a

n2
.

15. Solution. 设飞机飞过的距离为 x米，飞机与探照灯的连线与竖直方向的夹角为 θ.

由几何关系有 x = H tan θ，故
dx
dt

= a = H sec2 θ · dθ
dt

.

当前时刻 x = at，故 sec θ =

√
H2 + a2t2

H
，代入上式得

dθ
dt

=
aH

H2 + a2t2
.

3 证明题 (每小题 5分，共 10分)

16. Proof.

显然 xn+1 − xn =
2

x2
n

> 0，即 {xn}严格单调增加.

若 {xn}有界，则 {xn}收敛.设 lim
n→∞

xn = a，则 a = a+
2

a2
，此方程无解，矛盾.

因此 {xn}无界.
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17. Proof. 由题可知，∀x, y ∈ [a, b](x ̸= y)，有 0 ≤
∣∣∣∣f(x)− f(y)

x− y

∣∣∣∣ ≤ M |x− y|.

当 x → y时，M |x− y| → 0，由夹逼定理知 lim
x→y

∣∣∣∣f(x)− f(y)

x− y

∣∣∣∣ = 0，即 f ′(x) = 0.

所以 f(x)在 [a, b]上恒为常数.



CHAPTER 17

2017-2018学年微积分（一）（上）期中考试

1 基本计算题 (每小题 6分，共 60分)

1. 设数列 xn 满足 x1 = 1, xn+1 = sinxn(n > 1)，求极限 lim
n→∞

xn.

2. 求数列极限 lim
n→∞

cos
(
π
√
n2 + n

)
.

3. 计算极限 l = lim
x→0

x cosx− sinx
(cosx− 1) ln(1 + x)

.

4. 已知 lim
x→1

ax3 + 2x+ 1

x− 1
= b，求常数 a, b的值.
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5. 求极限 l = lim
x→1

[
2

1− e
x

1−x
− | sin(x− 1)|

x− 1

]
.

6. 指出函数 f(x) =
|x|
tanx

的间断点，并确定间断点的类型.

7. 设函数 y = (2 + x)sin x +
1

x+ 1
(x > −2)，求微分 dy|x=0.

8. 设函数 v = f(u) 有反函数 u = φ(v)，满足 f(0) =
π

2
，且 φ(v) 是可导的，在 v = 0 的某个邻域内有

φ′(v) =
1

2 + sin v
，求复合函数 y = f2(x)在 x = 0处的导数.

9. 设 y = (x− 1) lnx，求 y(10)(1).
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10. 设函数 y = y(x)由方程

x = t cos t,

y = t sin t
确定，求在 t = 0时的导数

dy
dx
和

d2y
dx2

.

2 综合题 (每小题 6分，共 30分)

11. 设函数 f(x)在原点附近有界，F (x) = f(x) · sin
(
x2
)
，计算导数 F ′(0).

12. 求函数 f(x) =


1− cosx

x
, x ̸= 0,

0, x = 0
的导函数 f ′(x)，并讨论 f ′(x)的连续性.

13. 设函数 f(x) 在 x = 0 的某个邻域内有界，满足 lim
x→0

n
√

1 + f(x) sinx− 1

e3x − 1
= 2，其中 n 为正整数. 求

lim
x→0

f(x).

14. 求无穷小量 u(x) = x− arctanx(x → 0)的主部和阶数.
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15. 一个长方体的铁皮盒子，其对角线的长度随着长宽高的变化而连续变化.当长宽高分别是 3m, 4m, 5m时，
如果此时对角线长度增加的速率为 5

√
2m/s，长宽增加的速率分别为 8m/s和 9m/s，问此时高是在增加

还是在减少？增加或减少的速率为多少？

3 证明题 (每小题 5分，共 10分)

16. 证明函数 f(x) =

x2, x ∈ Q,

0, x ∈ R \Q
在 x = 0处可导，但函数本身除零点外处处不连续.

17. 设 f(x) 在 [0, 3] 上连续，在 (0, 3) 内一阶可导，且 f(0) = 0, f(1) = 3, f(3) = 1，证明至少存在一点

ξ ∈ (0, 3)使得 f ′(ξ) = 0.



CHAPTER 18

2017-2018学年微积分（一）（上）期中考试参考答案

1 基本计算题 (每小题 6分，共 60分)

1. Solution. 显然 0 < x2 = sinx1 <
π

2
.设 0 < xk <

π

2
，则 0 < xk+1 = sinxk < xk <

π

2
，

由数学归纳法知 {xn}单调递减且有下界 0，故 {xn}收敛.

设 lim
n→∞

xn = l，在方程 xn+1 = sinxn 两边取极限得到 l = sin l，解得 l = 0.

2. Solution.
lim

n→∞
cos
(
π
√
n2 + n

)
= lim

n→∞
(−1)n cos

(
π
√

n2 + n− nπ
)

= lim
n→∞

(−1)n cos
(

nπ√
n2 + n+ n

)

= lim
n→∞

(−1)n cos

 π√
1 + 1

n + 1


=0.

3. Solution.

l = lim
x→0

x cosx− sinx
(cosx− 1) ln(1 + x)

= lim
x→0

x
(
1− x2

2 + o(x2)
)
−
(
x− x3

6 + o(x3)
)

(
1− x2

2 + o(x2)− 1
)
(x+ o(x))

= lim
x→0

− 1
3x

3 + o(x3)

− 1
2x

3 + o(x3)

=
2

3
.

4. Solution.由
lim
x→1

(ax3 + 2x+ 1) = a+ 3 = lim
x→1

ax3 + 2x+ 1

x− 1
· (x− 1) = 0

解得 a = −3，从而

b = lim
x→1

−3x3 + 2x+ 1

x− 1
= lim

x→1

−9x2 + 2

1
= −7.

5. Solution. 当 x → 1− 时，e
x

1−x → +∞， | sin(x− 1)|
x− 1

→ −1，所以

lim
x→1−

[
2

1− e
x

1−x
− | sin(x− 1)|

x− 1

]
= 0− (−1) = 1.
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当 x → 1+时，e
x

1−x → 0，
| sin(x− 1)|

x− 1
→ 1，所以

lim
x→1+

[
2

1− e
x

1−x
− | sin(x− 1)|

x− 1

]
= 2− 1 = 1.

因此 l = 1.

6. Solution. 函数 f(x)的间断点为 x = kπ, kπ +
π

2
(k ∈ Z).

当 x = 0时， lim
x→0+

|x|
tanx

= 1， lim
x→0−

|x|
tanx

= −1，所以 x = 0为跳跃间断点.

当 x = kπ(k ̸= 0)时， lim
x→kπ

|x|
tanx

= ∞，所以 x = kπ(k ̸= 0)为无穷间断点.

当 x = kπ +
π

2
时， lim

x→kπ+π
2

|x|
tanx

= 0，所以 x = kπ +
π

2
为可去间断点.

7. Solution. 记 u = (2 + x)sin x，v =
1

x+ 1
，则 lnu = sinx · ln(2 + x)，所以

du = u · d (sinx ln(2 + x)) = (2 + x)sin x
(
cosx ln(2 + x) +

sinx
2 + x

)
dx,

dv = − 1

(x+ 1)2
dx.

代入 x = 0得 dy|x=0 = du|x=0 + dv|x=0 = (ln 2− 1) dx.

8. Solution.
y′(0) = 2f(x)f ′(x)|x=0

= 2f(0)f ′(0)

=
2f(0)

φ′
(
π
2

) = 3π.

9. Solution. y′ = lnx+ 1− 1

x
，所以

y(10) =(lnx)(9) −
(
1

x

)(9)

=
(−1)8 8!

x9
− (−1)9 9!

x10
.

代入 x = 1得 y(10)(1) = 8! + 9! = 10 · 8!.

10. Solution. dy
dx

=
dy
dt
dx
dt

=
sin t+ t cos t
cos t− t sin t

，所以
dy
dx

∣∣∣∣
t=0

= 0.

d2y
dx2

=
d
dt

(
dy
dx

)
· dt
dx

=

(
sin t+ t cos t
cos t− t sin t

)′

t

· 1

cos t− t sin t
=

2 + t2

(cos t− t sin t)3
，所以

d2y
dx2

∣∣∣∣
t=0

= 2.

2 综合题 (每小题 6分，共 30分)

11. Solution.
F ′(0) = lim

x→0

f(x) sin(x2)− 0

x

= lim
x→0

x2f(x)

x
= lim

x→0
xf(x) = 0.
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12. Solution. 当 x ̸= 0时，f ′(x) =
x sinx− 1 + cosx

x2
；

当 x = 0时，f ′(0) = lim
x→0

1−cos x
x − 0

x
= lim

x→0

1− cosx
x2

=
1

2
.

所以 f ′(x) =


x sinx− 1 + cosx

x2
, x ̸= 0,

1

2
, x = 0.

当 x ̸= 0时，f ′(x)显然连续.又

lim
x→0

f ′(x) = lim
x→0

x sinx− 1 + cosx
x2

= 1− 1

2
=

1

2
= f ′(0),

所以 f ′(x)在 x = 0处连续.综上所述，f ′(x)在 R上处处连续.

13. Solution. 由于 f(x)在 x = 0的某个邻域内有界，所以 lim
x→0

f(x) sinx = 0，故

lim
x→0

n
√

1 + f(x) sinx− 1

e3x − 1
= lim

x→0

f(x) sinx
n · 3x

=
1

3n
lim
x→0

f(x) = 2,

从而 lim
x→0

f(x) = 6n.

14. Solution. 设 lim
x→0

u(x)

cxr
= 1，则

1 = lim
x→0

x− arctanx
cxr

= lim
x→0

1− 1
1+x2

crxr−1
= lim

x→0

1

1 + x2
· x2

crxr−1
,

因此必须

r − 1 = 2,

cr = 1
，解得 r = 3, c =

1

3
.

所以 u(x)的主部为
1

3
x3，阶数为 3.

15. Solution. 设 t时刻长方体的长宽高及对角线长分别为 x(t), y(t), z(t), s(t)，则

s2(t) = x2(t) + y2(t) + z2(t).

方程两边对 t求导得

s(t)s′(t) = x(t)x′(t) + y(t)y′(t) + z(t)z′(t).

将 x(t) = 3m, y(t) = 4m, z(t) = 5m, s(t) = 5
√
2m, x′(t) = 8m/s, y′(t) = 9m/s, s′(t) = 5

√
2m/s

代入上式得 z′(t) = −2m/s，说明此时长方体的高在减少，减少的速率为 2m/s.

3 证明题 (每小题 5分，共 10分)

16. Proof. 计算 lim
x→0

f(x)− 0

x− 0
=

 lim
x→0

x2

x
= 0, x ∈ Q,

0, x ∈ R \Q.
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故 f(x)在 x = 0处可导，且 f ′(0) = 0.

考虑非零点 a. 若 a ∈ Q，取点列 {xn, xn ∈ R \Q}使得 lim
n→∞

xn = a，

则 lim
n→∞

f(xn) = 0 ̸= f(a) = a2，说明 f(x)在 x = a处不连续.

同理可证当 a ∈ R \Q时，f(x)也不连续.所以函数除零点外处处不连续.

17. Proof. 由于 f(x)在 [0, 3]上连续，由介值定理，存在 η ∈ (0, 1)使得 f(0) < f(η) = 1 < f(1).

f(x)在 [η, 3]上连续，在 (η, 3)内可导，由 Rolle定理知存在 ξ ∈ (η, 3) ⊂ (0, 3)使得 f ′(ξ) = 0.



CHAPTER 19

2016-2017学年微积分（一）（上）期中考试

1 基本计算题 (每小题 6分，共 60分)

1. 设数列 xn 满足 x1 > 0, xn+1 = xn · n+ 10

3n− 2
(n > 1)，求极限 lim

n→∞
xn.

2. 计算极限 l = lim
x→0

(
ax + bx + cx

3

) 1
x

（a, b, c > 0是常数）.

3. 计算极限 l = lim
x→0

sin(3x) + x2 sin 1
x

(cosx+ 1) ln(1 + x)
.
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4. 已知 lim
x→+∞

ax3 + 2x+ 1

x− 1
= b，求常数 a, b的值.

5. 求极限 l = lim
x→0

1 + x+ 2
1
x

1 + 2
1
x

.

6. 指出函数 f(x) =
sin(x2 − 3x+ 2)

x(x− 1)|x− 2|
的间断点，并判断间断点的类型.

7. 设函数 y =

√
ex

x+ 1

√
ex + 1(x > −1)，求微分 dy|x=0.

8. 设函数 v = f(u) 有反函数 u = φ(v)，满足 f(0) = 0，且 φ(v) 是可导的，在 v = 0 的某个邻域内有

φ′(v) =
1

2 + sin v
，求复合函数 y = f(2x+ x2)在 x = 0处的导数.
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9. 设 y = ln(2x2 − 3x+ 1)，求 y(10)(0).

10. 设函数 y = y(x)由方程

x = cos3 t,

y = sin3 t
确定，求在 t =

π

4
时的导数

dy
dx
和

d2y
dx2

.

2 综合题 (每小题 6分，共 30分)

11. 设函数 f(x)在 x = a处连续，F (x) = (ex − ea)f(x)，计算导数 F ′(a).

12. 求函数 f(x) =


sinx
x

, x ̸= 0,

1, x = 0
的导函数 f ′(x)，并讨论 f ′(x)的连续性.

13. 设函数 f(x)在 x = 1处二阶可导，且 f(1 + x)− 3f(1− x) ∼ 3x2(x → 0)，求 f(1), f ′(1), f ′′(1)的值.
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14. 求无穷小量 u(x) = arcsinx− arctanx(x → 0)的主部和阶数.

15. 一根长为 5米的竹竿斜靠着墙，地面与墙面垂直，竹竿在地面的投影也与墙面垂直.设墙面和地面是光
滑的，使得竹竿顶端 A沿着墙壁竖直往下滑动，同时，底端 B沿着其投影线向外滑动.如果在底端 B距
离墙根为 3米时，点 B的速度为 4米/秒，问此时顶端 A下滑的速度为多少？

3 证明题 (每小题 5分，共 10分)

16. 由函数在一点可导可否推出它在该点的某个邻域内连续？认为可以请证明，认为不行请举反例.

17. 设 f(x)在 [0, 1]上连续，在 (0, 1)内可导，且 f(0) = 0, f(1) = 1.设正实数 λ1, λ2, λ3满足 λ1+λ2+λ3 = 1.

证明：存在三个不相等的实数 ξ1, ξ2, ξ3 ∈ (0, 1)，使得
λ1

f ′(ξ1)
+

λ2

f ′(ξ2)
+

λ3

f ′(ξ3)
= 1.
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2016-2017学年微积分（一）（上）期中考试参考答案

1 基本计算题 (每小题 6分，共 60分)

1. Solution.

法一. 当 n > 22时，
n+ 10

3n− 2
<

1

2
，所以 0 < xn+1 <

1

2
xn < · · · < 1

2n−22
x22，

且 lim
n→∞

1

2n−22
x22 = 0，由夹逼定理得 lim

n→∞
xn = 0.

法二. 当 n > 6时，
n+ 10

3n− 2
< 1，所以 0 < xn+1 < xn < · · · < x6，由单调有界定理知数列 {xn}收敛.

设 lim
n→∞

xn = a，则

a = lim
n→∞

xn+1 = lim
n→∞

xn · lim
n→∞

n+ 10

3n− 2
=

1

3
a,

解得 a = 0，所以 lim
n→∞

xn = 0.

2. Solution.

lim
x→0

(
ax + bx + cx

3

) 1
x

=e lim
x→0

1
x [

ax+bx+cx

3 −1]

=e lim
x→0

1
3

[
(ax−1)+(bx−1)+(cx−1)

x

]

=e
1
3 (ln a+ln b+ln c)

=
3
√
abc.

3. Solution.

l = lim
x→0

sin(3x) + x2 sin 1
x

(cosx+ 1) ln(1 + x)
= lim

x→0

sin(3x) + x2 sin 1
x

2x

= lim
x→0

sin(3x)
2x

+ lim
x→0

x2 sin 1
x

2x

=
3

2
.

4. Solution.原极限式可变形为

0 = lim
x→+∞

ax3 + (2− b)x+ 1 + b

x− 1
,

得 a = 0, 2− b = 0，即 a = 0, b = 2.
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5. Solution. 当 x → 0− 时，2
1
x → 0，所以

lim
x→0−

1 + x+ 2
1
x

1 + 2
1
x

= 1.

当 x → 0+时，2
1
x → +∞，所以

lim
x→0+

1 + x+ 2
1
x

1 + 2
1
x

= 1.

因此 l = 1.

6. Solution. 函数 f(x)的间断点为 x = 0, 1, 2.

当 x = 0时， lim
x→0

f(x) = ∞，所以 x = 0为无穷间断点.

当 x = 1时， lim
x→1

f(x) = lim
x→1

sin[(x− 1)(x− 2)]

x(x− 1)|x− 2|
= −1，所以 x = 1为可去间断点.

当 x = 2时， lim
x→2+

f(x) = lim
x→2+

(x− 1)(x− 2)

x(x− 1)(x− 2)
=

1

2
， lim

x→2−
f(x) = lim

x→2−

(x− 1)(x− 2)

−x(x− 1)(x− 2)
= −1

2
，

所以 x = 2为跳跃间断点.

7. Solution. ln y =
1

2

[
ln
(

ex

x+ 1

)
+ ln

√
ex + 1

]
=

1

2

[
x− ln(x+ 1) +

1

2
ln(ex + 1)

]
，

所以

y′ = y · 1
2

[
x− ln(x+ 1) +

1

2
ln(ex + 1)

]′
=

1

2

√
ex

x+ 1

√
ex + 1

[
1− 1

x+ 1
+

1

2
· ex

ex + 1

]
.

代入 x = 0得 dy|x=0 = y′(0) dx =
4
√
2

8
dx.

8. Solution.
y′(0) = f ′(2x+ x2)(2 + 2x)

∣∣
x=0

= 2f ′(0)

=
2

φ′(0)
= 4.

9. Solution. y = ln(x− 1) + ln(2x− 1)，所以

y(10) =
(−1)9 9!

(x− 1)10
+

(−1)9 9! · 210

(2x− 1)10
.

代入 x = 0得 y(10)(0) = −9! · (210 + 1).

10. Solution. dy
dx

=
dy
dt
dx
dt

=
3 sin2 t cos t
−3 cos2 t sin t

= − tan t，所以
dy
dx

∣∣∣∣
t=π

4

= −1.

d2y
dx2

=
d
dt

(
dy
dx

)
· dt
dx

= (− tan t)′ · 1

−3 cos2 t sin t
=

1

3 cos4 t sin t
，所以

d2y
dx2

∣∣∣∣
t=π

4

=
4
√
2

3
.



2016-2017学年微积分（一）（上）期中考试参考答案 95

2 综合题 (每小题 6分，共 30分)

11. Solution.
F ′(a) = lim

x→a

(ex − ea)f(x)
x− a

= lim
x→a

ea(ex−a − 1)f(x)

x− a
= lim

x→a
eaf(x)

ex−a − 1

x− a

=eaf(a).

12. Solution. 当 x ̸= 0时，f ′(x) =
x cosx− sinx

x2
.

当 x = 0时，f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0

sin x
x − 1

x
= lim

x→0

sinx− x

x2
= 0，

所以 f ′(x) =


x cosx− sinx

x2
, x ̸= 0,

0, x = 0.

当 x ̸= 0时，f ′(x)显然连续.又

lim
x→0

f ′(x) = lim
x→0

x cosx− sinx
x2

= 0 = f ′(0),

所以 f ′(x)在 x = 0处连续.综上所述，f ′(x)在 R上处处连续.

13. Solution. 由题意可知 lim
x→0

[f(1 + x)− 3f(1− x)] = −2f(1) = 0，所以 f(1) = 0.

且

lim
x→0

f(1 + x)− 3f(1− x)

x
= lim

x→0

f(1 + x)− f(1)

x
− 3 lim

x→0

f(1− x)− f(1)

−x
= 4f ′(1) = 0,

所以 f ′(1) = 0.

又

lim
x→0

f(1 + x)− 3f(1− x)

x2
= lim

x→0

f ′(1 + x)− 3f ′(1− x)

2x

= lim
x→0

f ′(1 + x)− f ′(1)

2x
− 3 lim

x→0

f ′(1− x)− f ′(1)

−2x

=− f ′′(1) = 3,

所以 f ′′(1) = −3.

14. Solution. 设 lim
x→0

u(x)

cxr
= 1，则

1 = lim
x→0

arcsinx− arctanx
cxr

= lim
x→0

1√
1−x2

− 1
1+x2

crxr−1

= lim
x→0

1

(1 + x2)
√
1− x2

· x
2 + (1−

√
1− x2)

crxr−1

= lim
x→0

x2 + 1
2x

2

crxr−1
= lim

x→0

3
2x

2

crxr−1
,

因此必须

r − 1 = 2,

cr =
3

2
,

，解得 r = 3, c =
1

2
.

所以 u(x)的主部为
1

2
x3，阶数为 3.
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15. Solution. 设 t时刻竹竿底端距离墙根的水平距离 x(t)，竹竿顶端距离墙根的垂直距离为 y(t)，则

x2(t) + y2(t) = 25.

方程两边对 t求导得

x
dx
dt

+ y
dy
dt

= 0,

将 x(t) = 3m，y(t) = 4m，
dx
dt

= 4m/s

代入上式得
dy
dt

= −3m/s，即竹竿顶端下滑的速度为 3m/s.

3 证明题 (每小题 5分，共 10分)

16. Proof. 不能.反例：f(x) =

x2, x ∈ Q,

0, x ∈ R \Q.

计算 lim
x→0

f(x)− 0

x− 0
=

 lim
x→0

x2

x
= 0, x ∈ Q,

0, x ∈ R \Q.

故 f(x)在 x = 0处可导，且 f ′(0) = 0.

考虑非零点 a. 若 a ∈ Q，取点列 {xn, xn ∈ R \Q}使得 lim
n→∞

xn = a，

则 lim
n→∞

f(xn) = 0 ̸= f(a) = a2，说明 f(x)在 x = a处不连续.

同理可证当 a ∈ R \Q时，f(x)也不连续.所以函数除零点外处处不连续.

于是，函数在 x = 0处可导，但在该点的任何邻域内不连续.

17. Proof. 由于 f(x)在 [0, 1]上连续，且 f(0) = 0 < λ1 < 1 = f(1)，

由介值定理，存在 c1 ∈ (0, 1)使得 f(c1) = λ1.

又因为 f(c1) = λ1 < λ1 + λ2 < 1 = f(1)，

在区间 [c1, 1]上应用介值定理，存在 c2 ∈ (c1, 1)使得 f(c2) = λ1 + λ2.

在区间 [0, c1], [c1, c2], [c2, 1]上对函数 f(x)依次使用 Lagrange中值定理，

存在 ξ1 ∈ (0, c1), ξ2 ∈ (c1, c2), ξ3 ∈ (c2, 1)，使得

f ′(ξ1) =
f(c1)− f(0)

c1 − 0
=

λ1

c1
,

f ′(ξ2) =
f(c2)− f(c1)

c2 − c1
=

λ2

c2 − c1
,

f ′(ξ3) =
f(1)− f(c2)

1− c2
=

λ3

1− c2
.

于是
λ1

f ′(ξ1)
+

λ2

f ′(ξ2)
+

λ3

f ′(ξ3)
= c1 + (c2 − c1) + (1− c2) = 1.



CHAPTER 21

2015-2016学年微积分（一）（上）期中考试

1 基本计算题 (每小题 5分，共 60分)

1. 计算数列极限 lim
n→∞

(
1

n2 + n+ 1
+

2

n2 + n+ 2
+ · · ·+ n

n2 + n+ n

)
.

2. 计算极限 l = lim
x→0

(
ex + e2x + · · ·+ enx

n

) 1
x

.

3. 计算极限 l = lim
x→+∞

x2 ln
(
x sin

1

x

)
.

4. 已知 lim
x→+∞

(
x2 + x+ 1

1− x
− ax− b

)
= 0，求常数 a, b的值.

97
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5. 求当 x → 0时，无穷小 u(x) = arcsinx− x的主部与阶数.

6. 设函数 y = ln
√

2

π
arctan

1

x
，求 y′(1).

7. 设函数 y =
sinx
x
，求

dy
dx

,
dy

d(cotx)
.

8. 设函数 f(x) =
1

2x
− x3，x = φ(y)是 y = f(x)的反函数，求 φ′(y)|y=1.

9. 设函数 y =
1

2x2 − 3x+ 1
，求 y(10)(x).

10. 设函数 y = y(x)由参数方程

x = ln(1 + t2),

y = t− arctan t
所确定，求

d2y
dx2

.
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11. 求函数 f(x) =
x sin(1− x)

|x|(x2 − 1)
的间断点，并判断其类型.

12. 一架巡逻直升机在距地面 3km的高度以 120km/h匀速地沿一条水平笔直的高速公路向前飞行，飞行员
观察到迎面驶来一辆汽车.设汽车行进的速度为匀速，当直升机与汽车间的距离为 5km时通过雷达测出
此距离以 160km/h的速率减小，试求汽车行进的速度.

2 综合题 (每小题 6分，共 30分)

13. 设函数 f(x) =

x2 sin
1

x
, x ̸= 0,

0, x = 0
，求 f ′(x)，并讨论 f ′(x)的连续性.

14. 设 y = y(x)由方程 y = sin(x+ y)确定，求
d2y
dx2

.

15. 设函数 f(x)满足 f ′(0) = 0，f ′′(0)存在，求极限 lim
x→0

f(x)− f(ln(1 + x))

x3
.
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16. 设 f(x)是周期为 5的连续函数，在 x = 1处可导，在 x = 0附近满足

f(1 + sinx)− 3f(1− sinx) = 8x+ o(x),

求曲线 y = f(x)在点 (6, f(6))处的切线方程.

17. 设 x1 = 2，xn = 2 +
1

xn−1
(n > 1)，证明 lim

n→∞
xn 存在，并求其值.

3 证明题 (每小题 5分，共 10分)

18. 设 f(x)在闭区间 [a, b]上有二阶导数，且 f(a) = f(b) = 0，f ′
+(a) · f ′

−(b) > 0，证明：

（1）至少存在一点 ξ ∈ (a, b)使得 f(ξ) = 0；

（2）至少存在一点 η ∈ (a, b)使得 f ′′(η) = 0.

19. 设函数 f(x)在区间 [0, 1]上具有二阶导数，且有正常数 a, b，使得 |f(x)| ≤ a，|f ′′(x)| ≤ b.证明：对任

意 c ∈ (0, 1)，有 |f ′(c)| ≤ 2a+
b

2
.



CHAPTER 22

2015-2016学年微积分（一）（上）期中考试参考答案

1 基本计算题 (每小题 5分，共 60分)

1. Solution. 设 xn =
1

n2 + n+ 1
+

2

n2 + n+ 2
+ · · ·+ n

n2 + n+ n
，则

1 + 2 + · · ·+ n

n2 + n+ n
< xn <

1 + 2 + · · ·+ n

n2 + n+ 1
,

又 lim
n→∞

1 + 2 + · · ·+ n

n2 + n+ n
= lim

n→∞

n(n+ 1)

2(n2 + 2n)
=

1

2
,

lim
n→∞

1 + 2 + · · ·+ n

n2 + n+ 1
= lim

n→∞

n(n+ 1)

2(n2 + n+ 1)
=

1

2
,

由夹逼定理得 lim
n→∞

xn =
1

2
.

2. Solution.
l = exp

[
lim
x→0

1

x
ln
(
ex + e2x + · · ·+ enx

n

)]
= exp

[
lim
x→0

1

x

(
ex + e2x + · · ·+ enx

n
− 1

)]
= exp

[
lim
x→0

1

n

(
(ex − 1) +

(
e2x − 1

)
+ · · ·+ (enx − 1)

x

)]

= exp
[
1

n
(1 + 2 + · · ·+ n)

]
= e

n+1
2 .

3. Solution. 令 x =
1

t
，则

l = lim
x→+∞

ln
(
x sin 1

x

)
1
x2

= lim
t→0+

ln
( sin t

t

)
t2

= lim
t→0+

sin t
t − 1

t2
= lim

t→0+

sin t− t

t3

= lim
t→0+

cos t− 1

3t2
= −1

6
.

4. Solution.原极限式可变形为

0 = lim
x→+∞

(1 + a)x2 + (1− a+ b)x+ 1− b

1− x
,

101
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得 1 + a = 0, 1− a+ b = 0，即 a = −1, b = −2.

5. Solution. 设 lim
x→0

u(x)

cxr
= 1，则

1 = lim
x→0

arcsinx− x

cxr
= lim

x→0

1√
1−x2

− 1

crxr−1

= lim
x→0

1√
1− x2

· 1−
√
1− x2

crxr−1

= lim
x→0

1
2x

2

crxr−1
,

因此必须

r − 1 = 2,

cr =
1

2
,

，解得 r = 3, c =
1

6
.

所以 u(x)的主部为
1

6
x3，阶数为 3.

6. Solution. y =
1

2

[
ln

2

π
+ ln arctan

1

x

]
，

所以

y′ =
1

2
· 1

arctan 1
x

· 1

1 + 1
x2

·
(
− 1

x2

)
= − 1

2(x2 + 1) arctan 1
x

.

代入 x = 1得 y′(1) = − 1

4 arctan 1
= − 1

π
.

7. Solution. dy
dx

=
x cosx− sinx

x2
，

dy
d(cotx)

=
dy
dx

d(cot x)
dx

=
x cosx− sinx
−x2 csc2 x

=
sin3 x− x sin2 x cosx

x2
.

8. Solution. 当 x = 0时，f(0) =
1

20
− 03 = 1.所以

φ′(y)|y=1 =
1

f ′(0)

=
1

1
2x ln

1
2 + 3x2

∣∣
x=0

=
1

ln 1
2

= − 1

ln 2
.

9. Solution. y =
1

x− 1
− 2

2x− 1
，所以

y(10)(x) =
(−1)10 10!

(x− 1)11
− 2 · (−1)10 10! · 210

(2x− 1)11

=
10!

(x− 1)11
− 211 · 10!

(2x− 1)11
.
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10. Solution. dy
dx

=
dy
dt
dx
dt

=
1− 1

1+t2

2t
1+t2

=
t

2
，

d2y
dx2

=
d
dt

(
dy
dx

)
· dt
dx

=

(
t

2

)′

· 1 + t2

2t
=

1 + t2

4t
.

11. Solution. 函数 f(x)的间断点为 x = 0,±1.

当 x = 0时， lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

x sin(1− x)

x(x2 − 1)
= − sin 1， lim

x→0−
f(x) = lim

x→0−

x sin(1− x)

−x(x2 − 1)
= sin 1，

所以 x = 0为跳跃间断点.

当 x = 1时， lim
x→1

f(x) = lim
x→1

x sin(1− x)

x(x− 1)(x+ 1)
= lim

x→1

1− x

(x− 1)(x+ 1)
= −1

2
，

且函数在 x = 1处无定义，所以 x = 1为可去间断点.

当 x = −1时， lim
x→−1

f(x) = lim
x→−1

x sin(1− x)

−x(x− 1)(x+ 1)
= ∞，所以 x = −1为无穷间断点.

12. Solution. 设 x(t)为 t时刻飞机与汽车的水平距离，y(t)为 t时刻飞机与汽车的距离，则

x2(t) + h2 = y2(t),

其中 h = 3km，方程两边对 t求导得

x
dx
dt

= y
dy
dt

,

由题设知，在 t = t0 时刻，y(t0) = 5km，
dy
dt

∣∣∣∣
t=t0

= −160km/h，x(t0) = 4km，

代入上式得
dx
dt

∣∣∣∣
t=t0

=
y(t0)

x(t0)
· dy
dt

∣∣∣∣
t=t0

= −200km/h，

所以汽车行进的速度为 80km/h.

2 综合题 (每小题 6分，共 30分)

13. Solution.当 x ̸= 0时，f ′(x) = 2x sin
1

x
− cos

1

x
.

当 x = 0时，f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0

x2 sin 1
x

x
= 0，

所以 f ′(x) =

2x sin
1

x
− cos

1

x
, x ̸= 0,

0, x = 0.

当 x ̸= 0时，f ′(x)显然连续.又 lim
x→0

f ′(x) = lim
x→0

(
2x sin

1

x
− cos

1

x

)
不存在，

所以 f ′(x)在 x = 0处不连续.综上所述，f ′(x)在 R \ {0}处连续.

14. Solution. 在方程 y = sin(x+ y)两边对 x求导得

dy
dx

= cos(x+ y) ·
(
1 +

dy
dx

)
,

解得
dy
dx

=
cos(x+ y)

1− cos(x+ y)
.
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在方程 y′ = cos(x+ y)(1 + y′)两边再对 x求导得

d2y
dx2

= − sin(x+ y) ·
(
1 +

dy
dx

)2

+ cos(x+ y) · d
2y

dx2

解得
d2y
dx2

=
− sin(x+ y)(1 + y′)2

1− cos(x+ y)
=

− sin(x+ y)

[1− cos(x+ y)]3
.

15. Solution. 由于 f ′′(0)存在，则 f(x)在 x = 0的邻域内可导.

由 Lagrange中值定理，存在 ξ介于 x与 ln(1 + x)之间，使得

lim
x→0

f(x)− f(ln(1 + x))

x3
= lim

x→0

f ′(ξ)(x− ln(1 + x))

x3

= lim
x→0

f ′(ξ)− f ′(0)

ξ − 0
· ξ
x
· x− ln(1 + x)

x2
.

当 x → 0时，ln(1 + x) → 0，所以由夹逼准则可知 ξ → 0.

同时，
ξ

x
介于 1与

ln(1 + x)

x
之间，显然 lim

x→0

ξ

x
= 1.故

lim
x→0

f ′(ξ)− f ′(0)

ξ − 0
· ξ
x
· x− ln(1 + x)

x2
= f ′′(0) ·

x−
(
x− x2

2 + o(x2)
)

x2

=
f ′′(0)

2
.

16. Solution. 因为 f(x)在 x = 1处可导，从而连续.

在等式 f(1 + sinx)− 3f(1− sinx) = 8x+ o(x)两边令 x → 0得 f(1) = 0，且

lim
x→0

f(1 + sinx)− 3f(1− sinx)
x

= lim
x→0

8x+ o(x)

x
= 8

= lim
x→0

f(1 + sinx)− f(1)

x
− 3 lim

x→0

f(1− sinx)− f(1)

x

= lim
x→0

f(1 + sinx)− f(1)

sinx
· sinx

x
− 3 lim

x→0

f(1− sinx)− f(1)

− sinx
· − sinx

x

=4f ′(1).

所以 f ′(1) = 2.

又 f(x)的周期为 5，所以 f(6) = f(1) = 0，f ′(6) = f ′(1) = 2，

因此曲线 y = f(x)在点 (6, f(6))处的切线方程为 y = 2(x− 6)即 2x− y − 12 = 0.

17. Solution.显然 xn > 2.常数 l = 1 +
√
2满足 l = 2 +

1

l
.下证数列 {xn}以 l为极限.

0 ≤ |xn+1 − l| =
∣∣∣∣(2 + 1

xn

)
− 1−

√
2

∣∣∣∣ =
∣∣xn −

(√
2 + 1

)∣∣(√
2 + 1

)
xn

≤1

2
|xn − l|

≤ · · · ≤ 1

2n−1
|x2 − l|.

由迫敛性知 |xn − l|收敛到 0，故数列 {xn}以 l为极限.
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3 证明题 (每小题 5分，共 10分)

18. Proof. （1）假设 ∀x ∈ (a, b), f(x) ̸= 0，不妨设 f(x) > 0，则有

f ′
+(a) = lim

x→a+

f(x)− f(a)

x− a
= lim

x→a+

f(x)

x− a
≥ 0,

f ′
−(b) = lim

x→b−

f(x)− f(b)

x− b
= lim

x→b−

f(x)

x− b
≤ 0,

这与 f ′
+(a) · f ′

−(b) > 0矛盾，所以至少存在一点 ξ ∈ (a, b)使得 f(ξ) = 0.

（2）由 Rolle定理，∃ η1 ∈ (a, ξ)使得 f ′(η1) = 0，∃ η2 ∈ (ξ, b)使得 f ′(η2) = 0.

再由 Rolle定理，∃ η ∈ (η1, η2) ⊂ (a, b)使得 f ′′(η) = 0.

所以至少存在一点 η ∈ (a, b)使得 f ′′(η) = 0.

19. Proof. 由 Taylor公式，

f(0) = f(c) + f ′(c)(0− c) +
f ′′(ξ1)

2
(0− c)2, 0 < ξ1 < c < 1,

f(1) = f(c) + f ′(c)(1− c) +
f ′′(ξ2)

2
(1− c)2, 0 < c < ξ2 < 1.

两式相减，得 f(1)− f(0) = f ′(c) +
1

2

[
f ′′(ξ2)(1− c)2 − f ′′(ξ1)c

2
]
，所以

f ′(c) = f(1)− f(0)− 1

2

[
f ′′(ξ2)(1− c)2 − f ′′(ξ1)c

2
]
.

由 |f(x)| ≤ a，|f ′′(x)| ≤ b，得 |f ′(c)| ≤ 2a+
b

2

[
(1− c)2 + c2

]
≤ 2a+

b

2
.
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CHAPTER 23

2014-2015学年微积分（一）（上）期中考试

1 基本计算题 (每小题 6分，共 60分)

1. 计算数列极限 l = lim
n→∞

(
1 + n2 + 2n

) 1
n .

2. 计算极限 l = lim
x→0

arctanx− sinx
ln(1 + x3)

.

3. 计算极限 l = lim
x→0

(
tanx
x

) 1
1−cos x

.
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4. 已知 y = f

(
x− 1

x+ 1

)
，其中 f ′(x) = arcsinx2，求

dy
dx

∣∣∣∣
x=0

.

5. 设参数方程

x = t− ln(1 + t),

y = t3 + t2
确定了函数 y = y(x)，求

dy
dx
，

d2y
dx2

.

6. 计算曲线 x2 − xy + 2y2 = 2在点 (1, 1)处的切线方程.

7. 设 x = g(y)是函数 y = lnx+ arctanx的反函数，求 y =
π

4
处的导数

dx
dy
和

d2x
dy2

.

8. 设函数 f(x)二阶可导，计算下列函数的导数 y′ 以及 y′′：

（1）y = f(x2)；

（2）y = (f(x))2.
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9. 设函数 y =
(1 + x)2

√
x

x5ex
，使用对数求导法求 y′|x=1.

10. 求无穷小量 u(x) = cos 2x− 1

e2x2 (x → 0)的主部.

2 综合题 (每小题 7分，共 28分)

11. 设函数 f(x) =


cosx
x+ 2

, x ≥ 0,
√
a−

√
a− x

x
, x < 0

，问 a(a ≥ 0)为何值时，x = 0是 f(x)的间断点，并指出该间

断点的类型.

12. 设函数 f(x)在 x = 0处二阶可导.f ′(0) = 0, f ′′(0) = 2.求 l = lim
x→0

f(tanx)− f(x)

x4
.
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13. 设 f ′(x)处处连续，g(x) = f(x) sin2 x，求 g′′(0).

14. 一个 13英尺长的梯子斜靠在墙边上，当梯子的顶端沿着墙面向墙底滑落时，梯子底端沿地面移动的速
度是 5英尺/秒，问当梯子底端的地面长度为 12英尺时，直角三角形的面积的变化率是多少？

3 证明题 (每小题 6分，共 12分)

15. 设函数 f(x), g(x)在 [a, b]上连续，在 (a, b)内可导，证明存在 ξ ∈ (a, b)，使得
f ′(ξ)

g′(ξ)
=

f(ξ)− f(a)

g(b)− g(ξ)
.

16. 设函数 f(x) = α1φ(x) + α2φ(2x) + · · ·+ αnφ(nx)，其中 α1, α2, · · · , αn 是常数，φ(0) = 0，φ′(0) = 1，

已知对一切实数 x，有 |f(x)| ≤ |x|，试证：|α1 + 2α2 + · · ·+ nαn| ≤ 1.
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2014-2015学年微积分（一）（上）期中考试参考答案

1 基本计算题 (每小题 6分，共 60分)

1. Solution. 当 n充分大时，2n > 1 + n2，所以 2n < 1 + n2 + 2n < 2 · 2n，因此

2 <
(
1 + n2 + 2n

) 1
n < 21+

1
n .

又 lim
n→∞

21+
1
n = 2，

由夹逼定理得 lim
n→∞

(
1 + n2 + 2n

) 1
n = 2.

2. Solution.
l = lim

x→0

arctanx− sinx
x3

= lim
x→0

1
1+x2 − cosx

3x2
= lim

x→0

1− cosx− x2 cosx
3x2(1 + x2)

= lim
x→0

1− cosx
3x2

− lim
x→0

x2 cosx
3x2

=
1

6
− 1

3
= −1

6
.

3. Solution.
l = exp

(
lim
x→0

ln tanx− lnx
1− cosx

)
= exp

(
lim
x→0

sec2 x
tan x − 1

x

sinx

)
= exp

(
lim
x→0

x− sinx cosx
x sin2 x

)
= exp

(
lim
x→0

1− cos 2x
3x2

)
=e

2
3 .

4. Solution. y′ = f ′
(
x− 1

x+ 1

)
· 2

(x+ 1)2
，所以

dy
dx

∣∣∣∣
x=0

= f ′(−1) · 2 = 2 arcsin 1 = π.

5. Solution. dy
dx

=
dy
dt
dx
dt

=
3t2 + 2t

1− 1
1+t

= (1 + t)(3t+ 2)，

d2y
dx2

=
d
dt

(
dy
dx

)
· dt
dx

= ((1 + t)(3t+ 2))
′ · 1

1− 1
1+t

=
(6t+ 5)(1 + t)

t
.
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6. Solution. 方程 x2 − xy + 2y2 = 2两边求微分得

2x dx− (x dy + y dx) + 4y dy = 0,

将 x = 1, y = 1代入上式得 dy = −1

3
dx，所以切线方程为 y − 1 = −1

3
(x− 1)即 x+ 3y − 4 = 0.

7. Solution. 函数 y = lnx+ arctanx严格单调增加，当 y =
π

4
时，x = 1.

dx
dy

=
1
dy
dx

=
1

1
x + 1

1+x2

=
x(1 + x2)

x2 + x+ 1
，所以

dx
dy

∣∣∣∣
y=π

4

=
1 · 2
3

=
2

3
.

d2x
dy2

=
d
dx

(
dx
dy

)
· dx
dy

=
d
dx

(
x(1 + x2)

x2 + x+ 1

)
· x(1 + x2)

x2 + x+ 1

=
(3x2 + 1)(x2 + x+ 1)− x(1 + x2)(2x+ 1)

(x2 + x+ 1)2
· x(1 + x2)

x2 + x+ 1
.

所以
d2x
dy2

∣∣∣∣
y=π

4

=
2

3
· 4 · 3− 2 · 3

32
=

4

9
.

8. Solution. （1）y′ = f ′(x2) · 2x，y′′ = f ′′(x2) · (2x)2 + f ′(x2) · 2 = 4x2f ′′(x2) + 2f ′(x2).

（2）y′ = 2f(x)f ′(x)，y′′ = 2(f ′(x))2 + 2f(x)f ′′(x).

9. Solution. ln y = 2 ln(1 + x) +
1

2
lnx− 5 lnx− x，所以

y′ =
(1 + x)2

√
x

x5ex

(
2

x+ 1
− 9

2x
− 1

)
.

y′|x=1 =
4

e

(
1− 9

2
− 1

)
= −18

e
.

10. Solution.
u(x) = cosx− e−2x2

=

(
1− 1

2
(2x)2 +

1

24
(2x)4 + o(x4)

)
−
(
1− 2x2 +

(2x2)2

2
+ o(x4)

)
=− 4

3
x4 + o(x4).

所以无穷小量 u(x)的主部为 −4

3
x4.

2 综合题 (每小题 7分，共 28分)

11. Solution. lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

cosx
x+ 2

=
1

2
.

若 a = 0，则 lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

−
√
−x

x
= +∞，此时 x = 0为无穷间断点.

若 a ̸= 0，

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

√
a−

√
a− x

x
= lim

x→0−

(
√
a−

√
a− x)(

√
a+

√
a− x)

x(
√
a+

√
a− x)

= lim
x→0−

x

x(
√
a+

√
a− x)

=
1

2
√
a
.
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若 a ̸= 1， lim
x→0+

f(x) =
1

2
√
a
̸= 1

2
，此时 x = 0为跳跃间断点.

12. Solution. 由于 f ′′(0)存在，则 f(x)在 x = 0的邻域内可导.

由 Lagrange中值定理，存在 ξ介于 tanx与 x之间，使得

lim
x→0

f(tanx)− f(x)

x4
= lim

x→0

f ′(ξ)(tanx− x)

x4

= lim
x→0

f ′(ξ)− f ′(0)

ξ − 0
· ξ
x
· tanx− x

x3
.

当 x → 0时，tanx → 0，所以由夹逼准则可知 ξ → 0.

同时，
ξ

x
介于 1与

tanx
x
之间，显然 lim

x→0

ξ

x
= 1. 故

lim
x→0

f ′(ξ)− f ′(0)

ξ − 0
· ξ
x
· tanx− x

x3
= f ′′(0) · sec

2 x− 1

3x2

=
2

3
.

13. Solution. g′(x) = f ′(x) sin2 x+ f(x) · 2 sinx cosx，所以 g′(0) = 0.

g′′(0) = lim
x→0

g′(x)− g′(0)

x

= lim
x→0

f ′(x) sin2 x+ f(x) · 2 sinx cosx
x

=f ′(0) lim
x→0

sin2 x
x

+ lim
x→0

2f(x) cosx · sinx
x

=2f(0).

14. Solution. 设 t时刻梯子底端的地面长度为 x(t)英尺，梯子顶端距地面的距离为 y(t)英尺，

直角三角形的面积为 S(t)平方英尺. 则 x2 + y2 = 132，S =
1

2
xy.

方程 x2 + y2 = 132 两边对 t求导得 x
dx
dt

+ y
dy
dt

= 0，

此时刻 x = 12，所以 y = 5，又
dx
dt

= 5，代入得
dy
dt

= −12

5
· 5 = −12.

故
dS
dt

=
1

2

(
x
dy
dt

+ y
dx
dt

)
=

1

2
(12 · (−12) + 5 · 5) = −119

2
.

即直角三角形的面积的变化率为 −119

2
平方英尺/秒.

3 证明题 (每小题 6分，共 12分)

15. Proof. 令 F (x) = f(x)g(x)− f(x)g(b)− f(a)g(x)，则函数 F (x)在 [a, b]上连续，在 (a, b)内可导，

且 F (a) = F (b) = −f(a)g(b).由 Rolle定理，存在 ξ ∈ (a, b)使得 F ′(ξ) = 0，

即 f ′(ξ)g(ξ) + f(ξ)g′(ξ)− f ′(ξ)g(b)− f(a)g′(ξ) = 0，化简得
f ′(ξ)

g′(ξ)
=

f(ξ)− f(a)

g(b)− g(ξ)
.
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16. Proof. f(0) = α1φ(0) + α2φ(0) + · · ·+ αnφ(0) = 0.

f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0

α1φ(x) + α2φ(2x) + · · ·+ αnφ(nx)

x

= lim
x→0

α1
φ(x)

x
+ lim

x→0
α2

φ(2x)

2x
· 2 + · · ·+ lim

x→0
αn

φ(nx)

nx
· n

=φ′(0) (α1 + 2α2 + · · ·+ nαn) = α1 + 2α2 + · · ·+ nαn.

因为 ∀x，|f(x)| ≤ |x|，所以
∣∣∣∣f(x)− f(0)

x− 0

∣∣∣∣ ≤ 1，令 x → 0，得 |f ′(0)| = |α1 + 2α2 + · · ·+ nαn| ≤ 1.



CHAPTER 25

2013-2014学年微积分（一）（上）期中考试

1 基本计算题 (每小题 6分，共 60分)

1. 计算数列极限 l = lim
n→∞

1

4
· 3
8
· 5

12
· · · 2n− 1

4n
.

2. 计算极限 l = lim
x→0

2x
2 − 3x

2

(2x − 3x)
2 .

3. 计算极限 l = lim
x→0

etan x − esin x

x3
.
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4. 设 f(x) = (sinx)cos x，求 f ′(x).

5. 设参数方程

x = t+ t2,

y = tet
确定了函数 y = y(x)，求

dy
dx
，

d2y
dx2

.

6. 设函数 y = y(x)由方程 y = h(x2 + y2)所确定，h处处可导，且 h′ ̸= 1

2y
，求 y′.

7. 求函数 f(x) = sin ln(1 + x)在 x = 0处带 Peano余项的 3阶 Taylor公式.

8. 求函数 f(x) =
x

1 + 2x
在 x = 0处的 n阶导数 f (n)(0).
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9. 求曲线 y = x ln
(
e+

1

x

)
的斜渐近线方程.

10. 指出函数 f(x) =
(
1− e

x
1−x
)−1
的间断点与类型.

2 综合题 (每小题 7分，共 28分)

11. 设函数 f(x)在 x = 0处连续，f(0) ̸= 0，且对一切 x, y有 f(x+ y) = f(x) · f(y)，证明 f(x)处处连续.

12. 讨论方程 lnx− x

e
+ 1 = 0有几个实根？并给出证明.
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13. 设函数 f(x)在 x = 2处可导，且 f(2) ≠ 0.求 lim
x→∞

[
f
(
2 + 1

x

)
f(2)

]x
.

14. 有一个顶点朝上的圆锥形容器，高为 8m，底半径为 R = 2
√
2m，向其中注水.设当水深 h = 6m时，水

面上升的速度为
dh
dt

=
4

π
m/min，求此时水的体积的变化率

dV
dt

.

3 证明题 (每小题 6分，共 12分)

15. 证明不等式：当 0 < x < 1时，
1− x

1 + x
< e−2x.

16. 设 0 < x1 < x2，证明 x1 lnx2 − x2 lnx1 = (ln ξ − 1)(x1 − x2)，其中 ξ介于 x1 与 x2 之间.
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2013-2014学年微积分（一）（上）期中考试参考答案

1 基本计算题 (每小题 6分，共 60分)

1. Solution. 设 xn =
1

4
· 3
8
· 5

12
· · · 2n− 1

4n
，则

0 < xn =
2n− 1

4n
xn−1 <

1

2
xn−1 <

1

22
xn−2 < · · · < 1

2n−1
x1,

且 lim
n→∞

1

2n−1
x1 = 0，由夹逼定理得 l = lim

n→∞
xn = 0.

2. Solution.

l = lim
x→0

ex2 ln 2 − ex2 ln 3

(ex ln 2 − ex ln 3)
2

= lim
x→0

1 + x2 ln 2− 1− x2 ln 3 + o(x2)

(1 + x ln 2− 1− x ln 3 + o(x))
2 = lim

x→0

(ln 2− ln 3)x2 + o(x2)

[(ln 2− ln 3)x+ o(x)]
2

= lim
x→0

(ln 2− ln 3)x2 + o(x2)

(ln 2− ln 3)2x2 + o(x2)

=
1

ln 2− ln 3
.

3. Solution. 由 Lagrange中值定理，存在 ξ介于 tanx与 sinx之间，使得 eξ(tanx− sinx) = etan x − esin x.

当 x → 0时，tanx → 0，sinx → 0，故 ξ → 0.所以

l = lim
x→0

eξ · tanx− sinx
x3

= lim
x→0

sec2 x− cosx
3x2

= lim
x→0

sec2 x− 1

3x2
+ lim

x→0

1− cosx
3x2

=
1

3
+

1

6
=

1

2
.

4. Solution. ln f(x) = cosx ln sinx，所以 f ′(x) = (sinx)cos x
(
− sinx ln sinx+ cosx · cosx

sinx

)
.

5. Solution. dy
dx

=
dy
dt
dx
dt

=
(t+ 1)et

2t+ 1
，

d2y
dx2

=
d
dt

(
dy
dx

)
· dt
dx

=

(
(t+ 1)et

2t+ 1

)′

· 1

2t+ 1
=

(t+ 2)et · (2t+ 1)− 2(t+ 1)et

(2t+ 1)3
=

(2t+ 3)tet

(2t+ 1)3
.
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6. Solution. 方程 y = h(x2 + y2)两边对 x求导得

y′ = h′(x2 + y2)(2x+ 2yy′),

整理得 y′ =
2xh′(x2 + y2)

1− 2yh′(x2 + y2)
.

7. Solution. ln(1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
+ o(x3)，所以

f(x) = sin ln(1 + x) = sin
(
x− x2

2
+

x3

3
+ o(x3)

)
=

(
x− x2

2
+

x3

3
+ o(x3)

)
− 1

6

(
x− x2

2
+

x3

3
+ o(x3)

)3

+ o

((
x− x2

2
+

x3

3
+ o(x3)

)3
)

=x− x2

2
+

x3

3
+ o(x3)− x3

6
+ o(x3)

=x− x2

2
+

x3

6
+ o(x3).

8. Solution. f(x) = 1

2
− 1

2
· 1

2x+ 1
，所以 f (n)(x) = −1

2
· (−1)n · n! 2n

(2x+ 1)n+1
，

因此 f (n)(0) = (−1)n−1 · n! · 2n−1.

9. Solution. 因为 lim
x→∞

x ln
(
e+ 1

x

)
x

= 1， lim
x→∞

x ln
(
e+

1

x

)
− x = lim

t→0

ln(e+ t)− 1

t
= lim

t→0

1

e+ t
=

1

e
,

所以曲线 y = x ln
(
e+

1

x

)
的斜渐近线方程为 y = x+

1

e
.

10. Solution. 函数 f(x)的间断点为 x = 0和 x = 1.

当 x → 0时，e
x

1−x → 1，所以 lim
x→0

f(x) = lim
x→0

(
1− e

x
1−x
)−1

= ∞，故 x = 0为无穷间断点.

当 x → 1+时，e
x

1−x → 0，所以 lim
x→1+

f(x) = lim
x→1+

(
1− e

x
1−x
)−1

= 1；

当 x → 1− 时，e
x

1−x → ∞，所以 lim
x→1−

f(x) = lim
x→1−

(
1− e

x
1−x
)−1

= 0，故 x = 1为跳跃间断点.

2 综合题 (每小题 7分，共 28分)

11. Solution. 在方程 f(x+ y) = f(x) · f(y)中令 x = y = 0得 f(0) = f2(0)，因 f(0) ̸= 0，所以 f(0) = 1.

任取 x0 ∈ R，在方程 f(x+ y) = f(x) · f(y)中令 x = x0，得 f(x0 + y) = f(x0) · f(y).令 y → 0，得

lim
y→0

f(x0 + y) = f(x0) · lim
y→0

f(y) = f(x0) · f(0) = f(x0),

所以 f(x)在 x = x0 处连续.由 x0 的任意性可知 f(x)处处连续.

12. Solution. 设 f(x) = lnx− x

e
+1，则 f ′(x) =

1

x
− 1

e
，f(x)在 (0, e)上单调递增，在 (e,+∞)上单调递减.

因为 f(e) = 1 > 0，f(0+) = −∞，f(e3) = 4− e2 < 0，所以方程 lnx− x

e
+ 1 = 0有两个实根.



2013-2014学年微积分（一）（上）期中考试参考答案 121

13. Solution.

lim
x→∞

[
f
(
2 + 1

x

)
f(2)

]x
=e lim

x→∞
x[ln f(2+ 1

x )−ln f(2)]

=e limt→0

ln f(2+t)−ln f(2)
t

=e (ln f(t))
′|

t=2 = e
f′(2)
f(2) .

14. Solution. 由几何关系，V =
1

3
· 8 · 8π − 1

3
π · (8− h)3

8
.方程两边对 t求导得

dV
dt

=
1

3
π · 3(8− h)2

8
· dh
dt

=
π(8− h)2

8
· dh
dt

.

将 h = 6m，
dh
dt

=
4

π
m/min代入上式得

dV
dt

= 2m3/min.

3 证明题 (每小题 6分，共 12分)

15. Proof. 取对数，即证 ln
1− x

1 + x
< −2x(0 < x < 1).

令 f(x) = ln
1− x

1 + x
+ 2x，则 f ′(x) = − 2

1− x2
+ 2 = − 2x2

1− x2
< 0，所以 f(x)在 (0, 1)上单调递减.

因为 f(0) = 0，所以当 0 < x < 1时，f(x) < f(0) = 0，即
1− x

1 + x
< e−2x.

16. Proof. 设 f(x) =
lnx
x
，g(x) =

1

x
，则函数 f(x), g(x)在 [x1, x2]上连续，在 (x1, x2)内可导，且 g(x) ̸= 0.

由 Cauchy中值定理，存在 ξ介于 x1 与 x2 之间，使得

f(x2)− f(x1)

g(x2)− g(x1)
=

ln x2

x2
− ln x1

x1

1
x2

− 1
x1

=

1
ξ ·ξ−ln ξ

ξ2

− 1
ξ2

= ln ξ − 1,

化简得 x1 lnx2 − x2 lnx1 = (ln ξ − 1)(x1 − x2).
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CHAPTER 27

2012-2013学年微积分（一）（上）期中考试

1 基本计算题 (每小题 5分，共 60分)

1. 计算极限 l = lim
n→∞

(
1

n+ 1
+

1

n+
√
2
+ · · ·+ 1

n+
√
n

)
.

2. 计算极限 l = lim
x→π+

√
1 + cosx
sinx

.

3. 计算极限 l = lim
x→0

(
ln(1 + x)

x

) 1
ex−1

.

4. 计算极限 l = lim
x→0

√
1 + 2x− 1− x

sinx2
.
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5. 设 f(x) =
(x− 1)(x− 2) · · · (x− 100)

(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ 100)
，求 f ′(1).

6. 设 f(x) = ln

√
x+

√
x+

√
x+ 1，求 f ′(0).

7. 设 y = y(x)由 xef(y) = xy ln 3确定，f(y)可导，且 f ′(y) ̸= lnx，求 dy.

8. 设 y = y(x)由参数方程

y = tm

x = ln 2t,
给出，计算

dny
dxn

∣∣∣∣
t=1

.

9. 设当 x → 0时，u =
3
√
1 + x2 3

√
1− x− 1 ∼ cxk，求 c, k的值.

10. 设 g(x) =

x arctan
1

x
, x < 0,

bx, x ≥ 0,
在 x = 0处可导，f(x) = sinx.求 b以及

d
dx

f (g(x))

∣∣∣∣
x=0

.
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11. 设 f(x) =
3x

2x2 + x− 1
，计算 f (n)(0).

12. 设 f(x) = lim
n→∞

xn

1 + xn
，求出其所有间断点，并说明间断点的类型.

2 综合题 (每小题 7分，共 28分)

13. 如图所示，在单位圆内，当 θ → 0时，证明三角形 ABC 的面积 a(θ)与阴影部分的面积 b(θ)是同阶无

穷小.

14. 证明当 n充分大时，
(

n
√
n− 1

) 1
n

(√
1 +

1

n2
− 1

)
<

1

n2
.

15. 若 lim
n→∞

xn = a， lim
n→∞

yn = b，且 a < b，依据极限定义证明当 n充分大时，xn < yn.
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16. 设物体 P 沿抛物线 x = y2(y > 0)自原点向右移动，与原点的距离为 r.设其水平速度
dx
dt
保持为常量 A.

（1）计算
dr
dt
.

（2）随着物体的移动，
dr
dt
是逐渐变大还是逐渐变小或者忽大忽小？

（3）计算
dr
dt
的最终极限.

3 证明题 (每小题 6分，共 12分)

17. 设 f(x)在 [a, b]上连续，在 (a, b)内可导，且 f ′(x) ̸= 0.试证存在 ξ, η ∈ (a, b)，使得

f ′(ξ)

f ′(η)
=

eb − ea

b− a
e−η.

18. 设 f(x)在闭区间 [0, 1]上连续，f(0) = f(1)，证明存在 x0 ∈ [0, 1]，使得 f(x0) = f

(
x0 +

1

4

)
.
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2012-2013学年微积分（一）（上）期中考试参考答案

1 基本计算题 (每小题 5分，共 60分)

1. Solution. n

n+
√
n
<

1

n+ 1
+

1

n+
√
2
+ · · ·+ 1

n+
√
n
<

n

n+ 1
.

因为 lim
n→∞

n

n+
√
n
= lim

n→∞

n

n+ 1
= 1，由夹逼定理得 l = 1.

2. Solution.

l = lim
x→π+

√
2 cos2 x

2

sinx
= lim

x→π+

√
2
∣∣cos x

2

∣∣
sinx

= lim
x→π+

−
√
2 cos x

2

2 sin x
2 cos

x
2

=−
√
2

2
.

3. Solution.

l = exp
{
lim
x→0

1

ex − 1

[
ln(1 + x)

x
− 1

]}
= exp

[
lim
x→0

ln(1 + x)− x

x2

]
= exp

[
lim
x→0

x− x2

2 + o(x2)− x

x2

]

=
1√
e
.

4. Solution.

l = lim
x→0

(√
1 + 2x− 1− x

) (√
1 + 2x+ 1 + x

)
x2
(√

1 + 2x+ 1 + x
) = lim

x→0

1 + 2x− (1 + x)2

x2
(√

1 + 2x+ 1 + x
)

= lim
x→0

1 + 2x− 1− 2x− x2

x2
(√

1 + 2x+ 1 + x
) = −1

2
.
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5. Solution.

f ′(1) = lim
x→1

f(x)− f(1)

x− 1

= lim
x→1

(x− 1)(x− 2) · · · (x− 100)

(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ 100)(x− 1)

= lim
x→1

(x− 2) · · · (x− 100)

(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ 100)

=
(−1)99 · 99!

101!
= − 1

10100
.

6. Solution.

f ′(x) =

[
1

2
ln
(
x+

√
x+

√
x+ 1

)]′
=

1

2
(
x+

√
x+

√
x+ 1

) (x+

√
x+

√
x+ 1

)′

=
1

2
(
x+

√
x+

√
x+ 1

) [1 + 1

2
√
x+

√
x+ 1

(
1 +

1

2
√
x+ 1

)]
.

将 x = 0代入上式得 f ′(0) =
1

2

(
1 +

1

2
· 3
2

)
=

7

8
.

7. Solution. 取对数，得 lnx+ f(y) = y lnx+ ln ln 3.方程两边微分得

1

x
dx+ f ′(y) dy = lnxdy + y · 1

x
dx.

整理得 dy =
y − 1

x [f ′(y)− lnx]
dx.

8. Solution. dy
dx

=
dy
dt
dx
dt

=
mtm−1

2
2t

= mtm，

d2y
dx2

=
d
dt

(
dy
dx

)
· dt
dx

= (mtm)
′
t ·

1
1
t

= m2tm.

设
dky
dxk

= mktm，则
dk+1y

dxk+1
=

d
dt

(
dky
dxk

)
· dt
dx

=
(
mktm

)′ · 11
t

= mk+1tm.

由数学归纳法得
dny
dxn

= mntm，所以
dny
dxn

∣∣∣∣
t=1

= mn.

9. Solution.

u =
3
√
1− x+ x2 − x3 − 1 = 1 +

1

3
(−x+ x2 − x3) + o(−x+ x2 − x3)− 1 = −1

3
x+ o(x).

所以 u ∼ −1

3
x，即 c = −1

3
，k = 1.

10. Solution. g(0) = 0，因 g′−(0) = lim
x→0−

g(x)− g(0)

x
= lim

x→0−
arctan

1

x
= −π

2
= g′+(0) = b，所以 b = −π

2
.

d
dx

f (g(x))

∣∣∣∣
x=0

= f ′(g(0)) · g′(0) = cos 0 · b = −π

2
.
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11. Solution. f(x) = 1

2x− 1
+

1

x+ 1
，所以

f (n)(0) =
(−1)n · n! 2n

(2x− 1)n+1

∣∣∣∣
x=0

+
(−1)n · n!
(x+ 1)n+1

∣∣∣∣
x=0

= n! [(−1)n − 2n] .

12. Solution. 当 |x| > 1时，xn → ∞，所以 f(x) = lim
n→∞

xn

1 + xn
= 1；

当 x = 1时，f(x) =
1

2
；当 x = −1时，f(x)不存在；

当 |x| < 1时，xn → 0，所以 f(x) = lim
n→∞

xn

1 + xn
= 0.

综上所述，f(x) =



1, |x| > 1,
1

2
, x = 1,

不存在, x = −1,

0, |x| < 1.

f(x)的间断点为 x = −1和 x = 1.

因为 f(1−) = 0，f(1+) = 1，f(−1−) = 1，f(−1+) = 0，所以 x = 1和 x = −1都是跳跃间断点.

2 综合题 (每小题 7分，共 28分)

13. Solution. 由几何关系，a(θ) =
1

2
sin θ(1− cos θ)，b(θ) =

1

2
tan θ − 1

2
θ.

当 θ → 0时，a(θ) → 0，b(θ) → 0，所以 a(θ)和 b(θ)都是无穷小.计算

lim
θ→0

a(θ)

b(θ)
= lim

θ→0

sin θ(1− cos θ)
tan θ − θ

=
1

2
lim
θ→0

θ3

tan θ − θ
=

1

2
lim
θ→0

3θ2

sec2 θ − 1

=
3

2
lim
θ→0

θ2

tan2 θ
=

3

2
.

所以当 θ → 0时，a(θ)与 b(θ)是同阶无穷小.

14. Solution. 计算

lim
x→+∞

( x
√
x− 1)

1
x

(√
1 + 1

x2 − 1
)

1
x2

= lim
x→+∞

(
x
√
x− 1

) 1
x · lim

x→+∞

1
2x2 + o

(
1
x2

)
1
x2

=
1

2
lim

x→+∞

(
x
√
x− 1

) 1
x =

1

2
lim

x→+∞

(
e
ln x
x − 1

) 1
x

=
1

2
exp

 lim
x→+∞

ln
(
e ln x

x − 1
)

x


=
1

2
exp

[
lim

x→+∞

e ln x
x · 1−ln x

x2

e ln x
x − 1

]
=

1

2
exp

[
lim

x→+∞

e ln x
x (1− lnx)
x lnx

]

=
1

2
exp

[
lim

x→+∞

1− lnx
x lnx

]
=

1

2
exp

[
lim

x→+∞

1
ln x − 1

x

]
=

1

2
.
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所以 lim
n→∞

( n
√
n− 1)

1
n

(√
1 + 1

n2 − 1
)

1
n2

=
1

2
< 1，

由极限的保号性，当 n充分大时，有
(

n
√
n− 1

) 1
n

(√
1 +

1

n2
− 1

)
<

1

n2
.

15. Solution. 对于 ε =
b− a

2
> 0，

由极限的定义，存在 N1 使得当 n > N1 时，|xn − a| < ε；存在 N2 使得当 n > N2 时，|yn − b| < ε.

设 N = max{N1, N2}，则当 n > N 时，xn < a+ ε =
a+ b

2
< b− ε < yn.

16. Solution. （1）由题设 r =
√
x2 + y2 =

√
x2 + x，所以

dr
dt

=
2x+ 1

2
√
x2 + x

· dx
dt

=
(2x+ 1)A

2
√
x2 + x

.

（2）
d2r
dt2

=
d
dx

[
(2x+ 1)A

2
√
x2 + x

]
· dx
dt

=
1

2
·
2
√
x2 + x− (2x+1)2

2
√
x2+x

x2 + x
·A2

=
1

2
· 4(x

2 + x)− (2x+ 1)2

2(x2 + x)
√
x2 + x

·A2 = − A2

(x2 + x)
√
x2 + x

< 0.

所以
dr
dt
逐渐变小.

（3） lim
x→+∞

dr
dt

= lim
x→+∞

(2x+ 1)A

2
√
x2 + x

= A.

3 证明题 (每小题 6分，共 12分)

17. Proof.函数 f(x)和函数 y = ex 均在 [a, b]上连续，在 (a, b)内可导，且 ex ̸= 0.

由 Cauchy中值定理，存在 η ∈ (a, b)使得

f(b)− f(a)

eb − ea
=

f ′(η)

eη
.

对函数 f(x)应用 Lagrange中值定理，存在 ξ ∈ (a, b)使得 f(b)− f(a) = f ′(ξ)(b− a)，

代入上式即得
f ′(ξ)

f ′(η)
=

eb − ea

b− a
e−η .

18. Proof. 令 F (x) = f(x)− f

(
x+

1

4

)
，显然 F (x)在

[
0,

3

4

]
上连续.

注意到

F (0) + F
(
1
4

)
+ F

(
2
4

)
+ F

(
3
4

)
4

=
1

4

[
f(0)− f

(
1

4

)
+ f

(
1

4

)
− f

(
2

4

)
+ f

(
2

4

)
− f

(
3

4

)
+ f

(
3

4

)
− f(1)

]
=
1

4
[f(0)− f(1)] = 0.

由介值定理，存在 x0 ∈
[
0,

3

4

]
⊂ [0, 1]，使得 F (x0) = 0，即 f(x0) = f

(
x0 +

1

4

)
.
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2011-2012学年微积分（一）（上）期中考试

1 基本计算题 (每小题 5分，共 60分)

1. 计算极限 l = lim
n→∞

2011n

n!
.

2. 设 x → 0时，无穷小量 u =
4
√
1− a arctanx2 − 1与 v = ln cosx等价，求常数 a的值.

3. 计算极限 l = lim
x→0

ex − esin x

x3
.

4. 计算极限 l = lim
x→0

(
(1 + x)

1
x

e

) 1
x

.

131
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5. 设曲线 y = f(x)与 y = arctan 2x在原点相切，求 lim
n→∞

nf

(
1

n

)
.

6. 设函数 φ(x)在 x = 1处连续，且任给自然数 n，有 φ

(
n

n+ 1

)
= n

√
n.

（1）求 φ(1)；

（2）设 f(x) = (x− 1)φ(x)，求 f ′(1).

7. 设 y =

√
x+

√
x，求 dy(1).

8. 设函数 y = y(x)由方程 x2 − xy + y2 = 1确定，求 y′，y′′.

9. 设

x = ln cos t,

y = sin t− t cos t
，求

dy
dx
和

d2y
dx2

∣∣∣∣
t=π

4

.



2011-2012学年微积分（一）（上）期中考试 133

10. 设 f(x) =
x+ 1

2x2 + 5x+ 2
，求 f (n)(x)(n > 1).

11. 确定自然数 n的范围，使 f(x) =

xn sin
1

x
, x ̸= 0,

0, x = 0
的导函数 f ′(x)在 x = 0处连续.

12. 设函数 f(x) = e−
1
x2 arctan

x+ 1

x− 1
，指出其间断点，并说明间断点的类型.

2 综合题 (每小题 6分，共 24分)

13. 设 f(x)在 [0, 2]上连续，在 (0, 2)内可微，且 f(0) · f(2) > 0，f(0) · f(1) < 0，证明：存在 ξ ∈ (0, 2)，使

f ′(ξ) = f(ξ).

14. 设函数 y = f(x)和它的反函数 x = φ(y)均存在三阶导数，且 y′ ̸= 0，请推导出反函数的求导公式
dx
dy
，

d2x
dy2
，
d3x
dy3
【用 y′，y′′，y′′′ 表示】.
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15. 证明：当 x ≥ 1时，有 arctanx =
π

4
+

1

2
arccos

2x

1 + x2
.

16. 设函数 f(x)在 [a,+∞)上连续，在 (a,+∞)内可导，且 f ′(x) > 1.若 f(a) < 0，证明：方程 f(x) = 0

在区间 (a, a− f(a))内有唯一根.

3 证明题 (每小题 8分，共 16分)

17. 分别叙述数列 xn 有界和收敛（以 lim
n→∞

xn = a为例）的定义，并证明：收敛数列是有界数列.

18. 如果记 ξ = θ ·x，0 < θ < 1，则 Lagrange中值公式 f(x)−f(0) = xf ′(ξ)可以写作：f(x)−f(0) = xf ′(θx)，

0 < θ < 1，θ的大小通常与 x相关.

（1）若 f ′′(0) ̸= 0，试证： lim
x→0

θ =
1

2
；

（2）设 f(x) = arctanx，求 lim
x→0

θ.
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2011-2012学年微积分（一）（上）期中考试参考答案

1 基本计算题 (每小题 5分，共 60分)

1. Solution. 当 n > 2011时，
an

an−1
=

2011n

n!
· (n− 1)!

2011n−1
=

2011

n
< 1，

数列 {an}从第 2012项开始单调递减，且 an > 0，所以数列 {an}收敛.

对 an =
2011

n
an−1 两边取极限，得 l = 0.

2. Solution. 由题意可知

1 = lim
x→0

4
√
1− a arctanx2 − 1

ln cosx

= lim
x→0

− 1
4a arctanx

2

cosx− 1
= lim

x→0

−a
4x

2

−x2

2

=
a

2
.

故 a = 2.

3. Solution. 由 Lagrange中值定理，存在 ξ介于 x和 sinx之间，使得 ex − esin x = eξ(x− sinx).

易知当 x → 0时，ξ → 0，所以

l = lim
x→0

eξ
x− sinx

x3

= lim
x→0

1− cosx
3x2

=
1

6
.

4. Solution.

l = exp

 lim
x→0

ln (1+x)
1
x

e
x

 = exp
[
lim
x→0

1
x ln(1 + x)− 1

x

]

= exp
[
lim
x→0

ln(1 + x)− x

x2

]
= exp

[
lim
x→0

x− x2

2 + o(x2)− x

x2

]

=
1√
e
.
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5. Solution. 由题意可知 f(0) = y(0) = 0，f ′(0) = y′(0) =
2

1 + 4x2

∣∣∣∣
x=0

= 2，

所以 lim
n→∞

nf

(
1

n

)
= lim

n→∞

f
(
1
n

)
− f(0)

1
n − 0

= f ′(0) = 2.

6. Solution. （1）因 φ(x)在 x = 1处连续，所以 φ(1) = lim
n→∞

φ

(
n

n+ 1

)
= lim

n→∞
n
√
n = 1.

（2）由导数定义，f ′(1) = lim
x→1

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→1

(x− 1)φ(x)

x− 1
= lim

x→1
φ(x) = φ(1) = 1.

7. Solution. y′ = 1

2
√
x+

√
x
·
(
1 +

1

2
√
x

)
，所以 dy(1) = y′(1) dx =

3
√
2

8
dx.

8. Solution. 方程两边对 x求导，得 2x− y − x · y′ + 2y · y′ = 0，所以 y′ =
2x− y

x− 2y
.

y′′ =
(2− y′)(x− 2y)− (2x− y)(1− 2y′)

(x− 2y)2
=

6

(x− 2y)3
.

9. Solution. dy
dx

=
dy
dt
dx
dt

=
cos t+ t sin t− cos t

− sin t
cos t

= −t cos t，

d2y
dx2

=
d
dt

(
dy
dx

)
· dt
dx

= (−t cos t)′ · 1
− sin t
cos t

=
cos t− t sin t

tan t
，

d2y
dx2

∣∣∣∣
t=π

4

=

√
2

2

(
1− π

4

)
.

10. Solution. f(x) = 1

3

(
1

2x+ 1
+

1

x+ 2

)
，所以

f (n)(x) =
1

3

[
(−1)n n! 2n

(2x+ 1)n+1
+

(−1)n n!

(x+ 2)n+1

]
.

11. Solution. 欲使 lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0
xn−1 sin

1

x
存在，必须 n− 1 > 0，此时 f ′(0) = 0.

欲使导函数 f ′(x)在 x = 0处连续，应有 lim
x→0

f ′(x) = f ′(0) = 0.

当 x ̸= 0时，f ′(x) = nxn−1 sin
1

x
− xn−2 cos

1

x
，所以必须 n− 2 > 0.

综上所述，自然数 n的范围是 n > 2.

12. Solution. f(x)的间断点为 x = 0和 x = 1.

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

e−
1
x2 arctan

x+ 1

x− 1
= lim

x→0

arctan x+1
x−1

e
1
x2

= 0，且 f(0)无定义，

所以 x = 0是 f(x)的可去间断点；

lim
x→1−

f(x) = lim
x→1−

e−
1
x2 arctan

x+ 1

x− 1
= − π

2e
， lim

x→1+
f(x) = lim

x→1+
e−

1
x2 arctan

x+ 1

x− 1
=

π

2e
，

所以 x = 1是 f(x)的跳跃间断点.

2 综合题 (每小题 6分，共 24分)

13. Solution. 由连续函数的介值定理，存在 η1 ∈ (0, 1), η2 ∈ (1, 2)使得 f(η1) = f(η2) = 0.

设 g(x) = e−xf(x)，则 g(x)在 [η1, η2]内可导，且 g(η1) = g(η2) = 0.

由 Rolle定理，存在 ξ ∈ (η1, η2) ⊂ (0, 2)使得 g′(ξ) = e−ξ(f ′(ξ)− f(ξ)) = 0，所以 f ′(ξ) = f(ξ).
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14. Solution. dx
dy

=
1
dy
dx

=
1

y′
.

d2x
dy2

=
d
dy

(
1

y′

)
=

d
dx

(
1

y′

)
· dx
dy

=
−y′′

(y′)2
· 1

y′
= − y′′

(y′)3
.

d3x
dy3

=
d
dy

(
− y′′

(y′)3

)
=

d
dx

(
− y′′

(y′)3

)
· dx
dy

= −y′′′(y′)3 − 3(y′)2(y′′)2

(y′)6
· 1

y′
= −y′y′′′ − 3(y′′)2

(y′)5
.

15. Solution. 令 f(x) = arctanx− 1

2
arccos

2x

1 + x2
(x ≥ 1)，

则 f ′(x) =
1

1 + x2
+

1

2
·

2(1+x2)−4x2

(1+x2)2√
1−

(
2x

1+x2

)2 ≡ 0，所以 f(x)在 [1,+∞)上恒为常数.

又 f(1) = arctan 1− 1

2
arccos 1 =

π

4
，所以当 x ≥ 1时，arctanx =

π

4
+

1

2
arccos

2x

1 + x2
.

16. Solution. 记 b = a− f(a) > a，则由 Lagrange中值定理，存在 ξ ∈ (a, b)使得

f(b) = f(a) + f ′(ξ)(b− a) > f(a) + (b− a) = 0.

又由连续函数的介值定理，存在 η ∈ (a, b)使得 f(η) = 0.

因为 f(x)是严格单调递增的，所以 η是方程 f(x) = 0在区间 (a, a− f(a))内的唯一根.

3 证明题 (每小题 8分，共 16分)

17. 数列 xn 有界的定义：∃M > 0，∀n ∈ N，恒有 |xn| ≤ M .

数列 xn 收敛于 a的定义：∀ ε > 0，∃N ∈ N，∀n > N，恒有 |xn − a| < ε.

Proof. 取 ε = 1，则存在自然数 N 使得当 n > N 时，恒有 |xn − a| < 1，从而

|xn| = |xn − a+ a| < 1 + |a|.

设M = max{|x1|, |x2|, · · · , |xN |, 1 + |a|}，则 ∀n ∈ N，恒有 |xn| ≤ M .所以数列 xn 有界.

18. Proof. （1）计算
f ′′(0) = lim

x→0

f ′(x)− f ′(0)

x− 0
= lim

x→0

f ′(θx)− f ′(0)

θx

= lim
x→0

f(x)−f(0)
x − f ′(0)

θx
= lim

x→0

f(x)− f(0)− f ′(0)x

θx2

= lim
x→0

f ′(x)− f ′(0)

2θx
=

1

2
f ′′(0) · lim

x→0

1

θ
,

由 f ′′(0) ̸= 0，得 lim
x→0

θ =
1

2
.

（2）由题设可以写出 arctanx− 0 =
x

1 + ξ2
=

x

1 + (θx)2
，所以

θ2 =
x

arctan x − 1

x2
=

x− arctanx
x2 arctanx

.

因此 lim
x→0

θ2 = lim
x→0

x− arctanx
x2 arctanx

= lim
x→0

1− 1
1+x2

3x2
=

1

3
，即 lim

x→0
θ =

√
3

3
.
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CHAPTER 1

2025-2026学年微积分（B）（上）期末考试

1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. 函数 f(x) =

e
− 1

x−1 , x ̸= 1,

0, x = 1
在点 x = 1处（ ）.

连续A. 右连续B.

左连续C. 左右都不连续D.

2. 设函数 f(x)在 x = 0处二阶可导，f(0) = 0， lim
x→0

f(x) + f ′(x)

x
= 1，则（ ）.

f(0)是 f(x)的极小值A. f(0)是 f(x)的极大值B.

f(0)不是 f(x)的极值C. (0, f(0))是曲线 y = f(x)的拐点D.

3. 微分方程 y′′ − 2y′ + 2y = ex sinx+ e−x 的特解形式应设为 y∗ =（ ）.

xex(a cosx+ b sinx) + ce−xA. ex(a cosx+ b sinx) + ce−xB.

ex(ax+ b) cosx+ ce−xC. ex(a cosx+ b sinx) + cxe−xD.

4. 设函数 y = f(x)在 (a, b)内有二阶导数，点 (c, f(c))(a < c < b)是曲线 y = f(x)的拐点的一个充分条

件为（ ）.

f ′′(x)在 (a, b)内严格单调递增A. f ′′(c) = 0B.

f ′′(x)在 (a, b)内严格单调递减C. f ′′(c) = 0且 f ′′(x)在 (a, b)内严格单调递减D.

5. 若函数 f(x)满足 df(x) = −ecos x sinx dx，且 f(0) = 0，则 f(x) =（ ）.

ecos x − 1A. esin xB.

esin x − eC. ecos x − eD.
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6. 下列反常积分发散的是（ ）.
ˆ +∞

0

e−x dxA.

ˆ 1

−1

1√
1− x2

dxB.

ˆ π
2

−π
2

1

tanx
dxC.

ˆ +∞

2

1

x ln2 x
dxD.

2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7.
ˆ 1

−1

(
x ln

(
x2026 + 1

)
+
√
1− x2

)
dx = .

8. 曲线 y =
1

x
+ ln (1 + ex) (x > 0)的斜渐近线为 .

9. 连续曲线段 y =

ˆ x

0

√
sin t dt(0 ≤ x ≤ π)的弧长 s = .

10. 设函数 f(x) =

ˆ 1

0

|t− x|dt(0 < x < 1)，则 y = f(x), x = 0, x = 1以及 x轴所围成的区域绕 y轴旋转一

周所得旋转体的体积为 .

3 计算题 (每小题 7分，共 42分)

11. 求极限 l = lim
x→0

x2(cosx− 1)

cosx− e− x2

2

.

12. 设 y = y(x)由参数方程


x = 1 + 2t2,

y =

ˆ 1+2 ln t

1

eu

u
du

(t > 1)确定，求
dy
dx

∣∣∣∣
x=9

，
d2y
dx2

∣∣∣∣
x=9

.
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13. 若 f(x) = ax3 + bx2 + x在 x = 1处取得极值 2，求 f(x)在区间 [−1, 2]上的最大值和最小值.

14. 设 f(x)在 x = 0处可导，且 lim
x→0

f(x)

x
= 1，求极限 l = lim

x→0

1

x4

ˆ x

0

tf(x2 − t2) dt.

15. 求微分方程 (y2 − 6x)
dy
dx

= −2y的通解.

16. 在xOy平面内，把连接点O(0, 0)与点P (1, 0)的线段OP 剖分为n等分，各分点依次记为P1, P2, · · · , Pn−1.
从点 Pk, k = 1, 2, · · · , n− 1引抛物线 y = x2的切线，切点记为 Qk(xk, x

2
k)，设三角形△QkPkP 的面积

为 Sk，求极限 l = lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=1

Sk.

4 综合题 (每小题 7分，共 14分)

17. 设 f(x)可微，且满足 x =

ˆ x

0

f(t) dt+
ˆ x

0

tf(t− x) dt，求 f(x).
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18. 已知曲线 L的方程为 y = f(x)，点 (3, 2)是它的一个拐点，直线 l1, l2分别是曲线 L在 (0, 0)和 (3, 2)处

的切线，其交点为 (2, 4)，设 f(x)具有三阶连续导数，求

ˆ 3

0

(x2 + x)f ′′′(x) dx.

5 证明题 (每小题 5分，共 10分)

19. 设 f(x), g(x)在 [0, 1]上具有连续导数，且 f(0) = 0，f ′(x) ≥ 0，g′(x) ≥ 0，证明：对于任意的 a ∈ [0, 1]，

都有

ˆ a

0

g(x)f ′(x) dx+

ˆ 1

0

f(x)g′(x) dx ≥ f(a)g(1).

20. 设函数 f(x) 在 [−1, 1] 上具有二阶连续导数，且 f(0) = 0，证明：在 [−1, 1] 上至少存在一点 ξ，使得

f ′′(ξ) = 3

ˆ 1

−1

f(x) dx.
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2025-2026学年微积分（B）（上）期末考试参考答案

1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. Solution. B.

因为 f(1+) = lim
x→1+

e−
1

x−1 = 0，f(1−) = lim
x→1−

e−
1

x−1 = +∞，

所以函数 f(x)在点 x = 1处右连续，左不连续.

2. Solution. A.

因为 f(x)在 x = 0处二阶可导，故 f(x), f ′(x)在 x = 0处连续.

由题可得 lim
x→0

(f(x) + f ′(x)) = 0，所以 f(0) + f ′(0) = 0，即 f ′(0) = 0.

又 lim
x→0

f(x) + f ′(x)

x
= lim

x→0

f(x)− f(0)

x
+ lim

x→0

f ′(x)− f ′(0)

x
= f ′(0) + f ′′(0) = 1，所以 f ′′(0) = 1 > 0.

故 f(0)是 f(x)的极小值.

3. Solution. A.

齐次方程 y′′ − 2y′ + 2y = 0的特征方程为 r2 − 2r + 2 = 0，解得 r = 1± i.

对于 f1(x) = ex sinx，λ+ iω = 1 + i是特征方程的单根，故可设特解为 y∗1 = xex(a cosx+ b sinx)；

对于 f2(x) = e−x，λ = −1不是特征方程的根，故可设特解为 y∗2 = ce−x.

由叠加原理，原方程的特解形式应设为 y∗ = y∗1 + y∗2 = xex(a cosx+ b sinx) + ce−x.

4. Solution. D.

若点 (c, f(c))是曲线 y = f(x)的拐点，必须 f ′′(c) = 0. D选项给出 f ′′(x)在 (a, b)内严格单调递减，

则当 a < x < c时，f ′′(x) > 0；c < x < b时，f ′′(x) < 0，所以点 (c, f(c))是曲线 y = f(x)的拐点.

5. Solution. D.
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方程 df(x) = −ecos x sinx dx两边从 0积分到 t，得

ˆ t

0

df(x) =−
ˆ t

0

ecos x sinx dx

f(t)− f(0) =

ˆ t

0

ecos x d(cosx)

f(t) =ecos x
∣∣∣∣t
0

= ecos t − e.

故 f(x) = ecos x − e.

6. Solution. C.ˆ +∞

0

e−x dx = −e−x

∣∣∣∣+∞

0

= 0− (−1) = 1，

ˆ 1

−1

1√
1− x2

dx = arcsinx
∣∣∣∣1
−1

=
π

2
−
(
−π

2

)
= π，

ˆ +∞

2

1

x ln2 x
dx =

ˆ +∞

2

d(lnx)
ln2 x

= − 1

lnx

∣∣∣∣+∞

2

=
1

ln 2
，

由于

ˆ π
2

0

1

tanx
dx = ln | sinx|

∣∣∣∣π2
0+

= +∞，所以积分
ˆ π

2

−π
2

1

tanx
dx发散.

2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7. Solution. π
2
.

函数 y = x ln
(
x2026 + 1

)
是奇函数，故

ˆ 1

−1

x ln
(
x2026 + 1

)
dx = 0.

由定积分的几何意义可得

ˆ 1

−1

√
1− x2 dx =

π

2
，所以

ˆ 1

−1

(
x ln

(
x2026 + 1

)
+
√
1− x2

)
dx =

π

2
.

8. Solution. y = x.

lim
x→+∞

y

x
= lim

x→+∞

1
x + ln (1 + ex)

x
= lim

x→+∞

ln (1 + ex)
x

= 1，

lim
x→+∞

(y − x) = lim
x→+∞

[
1

x
+ ln (1 + ex)− x

]
= lim

x→+∞
ln
(
1 + ex

ex

)
= lim

x→+∞
ln
(
1 + e−x

)
= 0，

所以斜渐近线方程为 y = x.

9. Solution. 4.

y′ =
√
sinx，所以 ds =

√
1 + y′2 dx =

√
1 + sinx dx =

∣∣∣sin x

2
+ cos

x

2

∣∣∣ dx，
故 s =

ˆ π

0

∣∣∣sin x

2
+ cos

x

2

∣∣∣ dx =

ˆ π

0

(
sin

x

2
+ cos

x

2

)
dx = 4.

10. Solution. π
3
.

f(x) =

ˆ x

0

(t− x) dt+
ˆ 1

x

(x− t) dt = x2 − x+
1

2
.

旋转体的体积 V =

ˆ 1

0

2πxf(x) dx = 2π

ˆ 1

0

x

(
x2 − x+

1

2

)
dx =

π

3
.
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3 计算题 (每小题 7分，共 42分)

11. Solution. 利用 Taylor公式，

l = lim
x→0

x2
(
1
2x

2 + o(x2)
)

1− 1
2x

2 + 1
24x

4 + o(x4)−
[
1− 1

2x
2 + 1

2

(
−x2

2

)2
+ o(x4)

]
= lim

x→0

− 1
2x

4 + o(x4)

− 1
12x

4 + o(x4)
= 6.

12. Solution. 当 x = 9时，1 + 2t2 = 9，因为 t > 1，故 t = 2.

dy
dx

=
dy
dt
dx
dt

=
e1+2 ln t

1+2 ln t ·
2
t

4t
=

e
2(1 + 2 ln t)

，所以
dy
dx

∣∣∣∣
x=9

=
dy
dx

∣∣∣∣
t=2

=
e

2(1 + 2 ln 2)
.

d2y
dx2

=
d
dt

(
dy
dx

)
· dt
dx

=

(
e

2(1 + 2 ln t)

)′

· 1

4t
= − e

4t2(1 + 2 ln t)2
，

所以
d2y
dx2

∣∣∣∣
x=9

=
d2y
dx2

∣∣∣∣
t=2

= − e
16(1 + 2 ln 2)2

.

13. Solution. 由题可知 f(1) = 2，f ′(1) = 0，且 f ′(x) = 3ax2 + 2bx+ 1，

所以

a+ b+ 1 = 2,

3a+ 2b+ 1 = 0
，解得 a = −3，b = 4，f(x) = −3x3 + 4x2 + x.

令 f ′(x) = −9x2 + 8x+ 1 = 0，解得 x = −1

9
或 x = 1.

计算 f(−1) = 6，f

(
−1

9

)
= − 14

243
，f(1) = 2，f(2) = −6，

所以 f(x)在区间 [−1, 2]上的最大值为 6，最小值为 −6.

14. Solution. 由 lim
x→0

f(x)

x
= 1可得 f(0) = 0，f ′(0) = 1.

令 u = x2 − t2，则 du = −2t dt，
ˆ x

0

tf(x2 − t2) dt = −1

2

ˆ 0

x2

f(u) du =
1

2

ˆ x2

0

f(u) du.

所以

l = lim
x→0

1

2

ˆ x2

0

f(u) du

x4

= lim
x→0

xf(x2)

4x3
=

1

4
lim
x→0

f(x2)

x2

=
1

4
lim
x→0

f(x2)− f(0)

x2 − 0
=

1

4
f ′(0) =

1

4
.

15. Solution. 方程变形为 dx
dy

− 3x

y
= −y

2
.

由一阶非齐次线性微分方程的通解公式得

x =e−
´
(− 3

y ) dy
(
C +

ˆ (
−y

2

)
e
´
(− 3

y ) dy dy
)

=y3
(
C − 1

2

ˆ
1

y2
dy
)

= y3
(
C +

1

2y

)
= Cy3 +

y2

2
.

其中 C为任意常数.
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16. Solution. 点 Pk 的坐标为

(
k

n
, 0

)
，过 Qk(xk, x

2
k)的切线斜率为 2xk，所以有

x2
k − 0

xk − k
n

= 2xk,

解得 xk =
2k

n
，故 Sk =

1

2
·
(
1− k

n

)
· 4k

2

n2
.

由定积分的定义，得

l = lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=1

Sk = lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=1

(
1− k

n

)
· 2
(
k

n

)2

=

ˆ 1

0

2x2(1− x) dx =

ˆ 1

0

(2x2 − 2x3) dx =
1

6
.

4 综合题 (每小题 7分，共 14分)

17. Solution. 令 u = t− x，则

ˆ x

0

tf(t− x) dt =
ˆ 0

−x

(u+ x)f(u) du =

ˆ 0

−x

uf(u) du+ x

ˆ 0

−x

f(u) du.

原方程变形为

x =

ˆ x

0

f(t) dt+
ˆ 0

−x

uf(u) du+ x

ˆ 0

−x

f(u) du.

方程两边关于 x求导得 1 = f(x) + xf(−x)− xf(−x) +

ˆ 0

−x

f(u) du，即

f(x) +

ˆ 0

−x

f(u) du = 1.

令 x = 0得 f(0) = 1.上式两边再次关于 x求导得 f ′(x) + f(−x) = 0，即 f ′(x) = −f(−x).

令 x = 0得 f ′(0) = −1.由于 f(x)可微，由上式可知 f ′′(x)存在，

且 f ′′(x) = (f ′(x))′ = (−f(−x))′ = f ′(−x) = −f(x)，即

f ′′(x) + f(x) = 0.

此微分方程的特征方程为 r2 + 1 = 0，解得 r = ±i，所以可设 f(x) = A cosx+B sinx.

将 f(0) = 1，f ′(0) = −1代入上式得 A = 1，B = −1，所以 f(x) = cosx− sinx.

18. Solution. 由题可知 f ′′(3) = 0，f(3) = 2，f(0) = 0，l1 : y = f ′(0)x，l2 : y − 2 = f ′(3)(x− 3).
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将交点坐标 (2, 4)分别代入 l1 和 l2 的方程得 f ′(0) = 2，f ′(3) = −2. 所以
ˆ 3

0

(x2 + x)f ′′′(x) dx =

ˆ 3

0

(x2 + x) df ′′(x)

=(x2 + x)f ′′(x)

∣∣∣∣3
0

−
ˆ 3

0

(2x+ 1)f ′′(x) dx

=−
ˆ 3

0

(2x+ 1)f ′′(x) dx

=− (2x+ 1)f ′(x)

∣∣∣∣3
0

+

ˆ 3

0

2f ′(x) dx

=− 7f ′(3) + f ′(0) + 2(f(3)− f(0)) = 20.

5 证明题 (每小题 5分，共 10分)

19. Proof. 令 F (t) =

ˆ t

0

g(x)f ′(x) dx+

ˆ 1

0

f(x)g′(x) dx− f(t)g(1)，

则F (1) =

ˆ 1

0

(g(x)f ′(x) + f(x)g′(x)) dx−f(1)g(1) = 0，且F ′(t) = g(t)f ′(t)−f ′(t)g(1) = f ′(t) [g(t)− g(1)].

因为 f ′(x) ≥ 0，g′(x) ≥ 0，所以 g(t) ≤ g(1)，故 F ′(t) ≤ 0，F (t)在 [0, 1]上单调递减.

所以 F (a) ≥ F (1) = 0，即

ˆ a

0

g(x)f ′(x) dx+

ˆ 1

0

f(x)g′(x) dx ≥ f(a)g(1).

20. Proof. 利用 Taylor公式，∀x ∈ [−1, 1]，存在 η介于 0和 x之间，使得

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(η)

2
x2 = f ′(0)x+

f ′′(η)

2
x2.

所以 3

ˆ 1

−1

f(x) dx = 3

ˆ 1

−1

(
f ′(0)x+

f ′′(η)

2
x2

)
dx =

3

2

ˆ 1

−1

f ′′(η)x2 dx.

由于 f ′′(x)在闭区间 [−1, 1]上连续，所以 f ′′(x)在 [−1, 1]上具有最大值M 和最小值m，故

3

2
m

ˆ 1

−1

x2 dx ≤3

2

ˆ 1

−1

f ′′(η)x2 dx ≤ 3

2
M

ˆ 1

−1

x2 dx,

m ≤3

2

ˆ 1

−1

f ′′(η)x2 dx ≤ M.

由介值定理，至少存在一点 ξ ∈ [−1, 1]，使得 f ′′(ξ) =
3

2

ˆ 1

−1

f ′′(η)x2 dx = 3

ˆ 1

−1

f(x) dx.
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CHAPTER 3

2024-2025学年微积分（B）（上）期末考试

1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. 当 x → 0时，函数 f(x) =
1

x
sin

1

x
是（ ）.

无界的但不是无穷大量A. 无穷大量B.

有界的但不是无穷小量C. 无穷小量D.

2. 设 {an}, {bn}, {cn}均为非负数列，且 lim
n→∞

an = 0， lim
n→∞

bn = 1， lim
n→∞

cn = +∞，则（ ）.

对任意正整数 n，有 an < bnA. 对任意正整数 n，有 bn < cnB.

数列 {an · cn}发散C. 数列 {bn · cn}发散D.

3. 设函数 f(x)满足 f ′(x0) = f ′′(x0) = 0，且 f ′′′(x0) > 0，则（ ）.

f ′(x0)是 f ′(x)的极大值A. f(x0)是 f(x)的极大值B.

f(x0)是 f(x)的极小值C. (x0, f(x0))是曲线 y = f(x)的拐点D.

4. 若 f ′(2x) = e−x，且 f(0) = 1，则

ˆ
f(x) dx =（ ）.

3x− e−
x
2 + CA. 3x− 2e−

x
2 + CB.

3x+ 4e−
x
2 + CC. 3x− 4e−

x
2 + CD.

5. 设函数 f(x)二阶可导，且 f ′′(x) < 0，f(0) = 0，则（ ）.

f(2) < 2f(1)A. f(2) > 2f(1)B.

2f(2) < f(1)C. 2f(2) > f(1)D.

151
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6. 下列反常积分收敛的是（ ）.

ˆ +∞

e

lnx
x

dxA.

ˆ +∞

e

1

x lnx
dxB.

ˆ +∞

e

1

x
√
lnx

dxC.

ˆ +∞

e

1

x ln2 x
dxD.

2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7. 设函数 y = f(x)由参数方程

x = t2 + 1,

y = 4t− t2
(t ≥ 0)确定，则 lim

n→∞
n

[
f

(
2n+ 1

n

)
− 3

]
= .

8. 设函数 f(x) =

ˆ 3x

0

e−t2 dt+ 2，g(x)是 f(x)的反函数，则 g′(2) = .

9. 设 f(x) =
1

1 + x2
+
√
1− x2

ˆ 1

0

f(x) dx，则
ˆ 1

0

f(x) dx = .

10. 连续曲线段 y =

ˆ x

0

√
sin t dt(0 ≤ x ≤ π)的弧长 s = .

3 计算题 (每小题 7分，共 42分)

11. 求曲线 y =

√
x3

x− 1
(x > 1)的渐近线.

12. 求极限 lim
n→∞

 1

2n+
1

n

+
1

2n+
4

n

+ · · ·+ 1

2n+
n2

n

.
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13. 设方程 exy +
1√
3

ˆ y

1

√
4− t2dt = 1可以确定函数 y = y(x)，求

dy
dx

∣∣∣∣
x=0

.

14. 求方程 y′′ − 3y′ +2y = 2ex的积分曲线 y = y(x)，使其在点 (0, 1)处的切线与曲线 y = x3 − 3x+1在该

点处的切线重合.

15. 设 f(x) =

ˆ x

0

e−t2+2t dt，求 I =

ˆ 1

0

(x− 1)2f(x) dx.

16. 设函数 f(x) =

ˆ 1

0

|t3 − x3|dt(0 ≤ x ≤ 1)，求 f(x)的最值.
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4 综合题 (每小题 7分，共 14分)

17. 设 f(x)连续，且满足 lim
x→0

f(x)− tanx
x

= 1，F (x) =

ˆ 1

0

f(xt) dt. 求 F ′(x)，并讨论 F ′(x)的连续性.

18. 设曲线 y = y(x) 是第一象限内的连续曲线，点 A(0, 1)B(1, 0) 分别为曲线与 y 轴及 x 轴的交点. 点
M(x, y)为曲线 AB上的任意一点，过M(x, y)作 x轴的垂线，与 x轴交于点 C，O为坐标原点，已知

梯形 OCMA的面积与曲边三角形 CBM 的面积和为
x3

6
+

1

2
1. 求 y = y(x)与 y轴及 x轴所围成的平面

图形绕 y轴旋转一周所得的旋转体的体积.

5 证明题 (每小题 5分，共 10分)

19. 设 f(x)在 [0, 2]上连续，在 (0, 2)内可导，且 lim
x→ 1

2

f(x)

x− 1
2

= 0，f(2) = 2

ˆ 3
2

1

f(x) dx. 证明：存在 ξ ∈ (0, 2)，

使得 f ′′(ξ) = 0.

1此处有误，应改为
x3

6
+

1

3
.
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20. 设 f(x)在 [0, 1]上有连续的二阶导数，且 |f ′′(x)| ≤ 1，证明：∣∣∣∣ˆ 1

0

f(x) dx− f

(
1

2

)∣∣∣∣ ≤ 1

24
.
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CHAPTER 4

2024-2025学年微积分（B）（上）期末考试参考答案

1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. Solution. A.

当 x =
1

kπ
, k → ∞时，f(x) ≡ 0；当 x =

1

(k + 1
2 )π

, k → ∞时，f(x) =
1

x
→ ∞，

所以函数 f(x)无界，但不是无穷大量.

2. Solution. D.

极限只描述数列在 n趋近于无穷大时的行为，所以 A, B错误；

取 an ≡ 0，则 an · cn ≡ 0，数列 {an · cn}收敛，所以 C错误；

lim
n→∞

bn · cn = 1 · (+∞) = +∞，数列 {bn · cn}发散，所以 D正确.

3. Solution. D.

利用 Taylor公式，f ′(x) = f ′(x0) + f ′′(x0)(x− x0) +
1

2
f ′′′(ξ)(x− x0)

2 =
1

2
f ′′′(ξ)(x− x0)

2，

其中 ξ介于 x和 x0 之间，故易见 f ′(x0)是 f ′(x)的极小值.

另一方面，f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
1

2
f ′′(x0)(x− x0)

2 +
1

6
f ′′′(η)(x− x0)

3 =
1

6
f ′′′(η)(x− x0)

3，

其中 η介于 x和 x0 之间，故易见 f(x0)既不是 f(x)的极大值，也不是 f(x)的极小值.

由于 f ′′(x0) = 0，f ′′′(x0) > 0，所以 f ′′(x)在 x0 的两侧变号，点 (x0, f(x0))是曲线 y = f(x)的拐点.

4. Solution. C.

方程 f ′(2x) = e−x 两边积分得 f(2x) = −2e−x + C，又因为 f(0) = 1，所以 C = 3，

故 f(2x) = −2e−x + 3，f(x) = −2e−
x
2 + 3. 所以

ˆ
f(x) dx = 3x+ 4e−

x
2 + C.

5. Solution. A.

f(x)是上凸的，所以
f(0) + f(2)

2
< f(1)，即 f(2) < 2f(1).

6. Solution. D.ˆ +∞

e

lnx
x

dx =

ˆ +∞

e
lnx d(lnx) =

1

2
ln2 x

∣∣∣∣+∞

e
= +∞，

157



158 2024-2025学年微积分（B）（上）期末考试参考答案

ˆ +∞

e

1

x lnx
dx =

ˆ +∞

e

d(lnx)
lnx

= ln lnx
∣∣∣∣+∞

e
= +∞，

ˆ +∞

e

1

x
√
lnx

dx =

ˆ +∞

e

d(lnx)√
lnx

= 2
√
lnx
∣∣∣∣+∞

e
= +∞，

ˆ +∞

e

1

x ln2 x
dx =

ˆ +∞

e

d(lnx)
ln2 x

= − 1

lnx

∣∣∣∣+∞

e
= 1，所以

ˆ +∞

e

1

x ln2 x
dx收敛.

2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7. Solution. 1.

dy
dx

=
dy
dt
dx
dt

=
4− 2t

2t
=

2− t

t
. 当 x = 2时，t = 1，y = f(2) = 3，f ′(2) =

dy
dx

∣∣∣∣
t=1

= 1.

故 lim
n→∞

n

[
f

(
2n+ 1

n

)
− 3

]
= lim

n→∞

f
(
2 + 1

n

)
− f(2)

1
n

= f ′(2) = 1.

8. Solution. 1
3
.

令 f(x) = 2得 x = 0，f ′(x) = 3e−9x2

，所以 g′(2) =
1

f ′(g(2))
=

1

f ′(0)
=

1

3
.

9. Solution. π

4− π
.

设

ˆ 1

0

f(x) dx = C，则 f(x) =
1

1 + x2
+ C

√
1− x2.

方程两边从 0积分到 1得 C =

ˆ 1

0

1

1 + x2
dx+ C

ˆ 1

0

√
1− x2 dx =

π

4
+

π

4
C，解得 C =

π

4− π
.

10. Solution. 4.

y′ =
√
sinx，所以 ds =

√
1 + y′2 dx =

√
1 + sinx dx =

∣∣∣sin x

2
+ cos

x

2

∣∣∣ dx，
故 s =

ˆ π

0

∣∣∣sin x

2
+ cos

x

2

∣∣∣ dx =

ˆ π

0

(
sin

x

2
+ cos

x

2

)
dx = 4.

3 计算题 (每小题 7分，共 42分)

11. Solution. 当 x → 1+时，y =

√
x3

x− 1
→ +∞，所以 x = 1是曲线的竖直渐近线.

当 x → +∞时， lim
x→+∞

y

x
= lim

x→+∞

√
x

x− 1
= 1，且

lim
x→+∞

√
x3

x− 1
− x = lim

t→0+

√
1

1−t − 1

t
= lim

t→0+

−
(√

1− t− 1
)

t
√
1− t

= lim
t→0+

−
(
− 1

2 t
)

t
=

1

2
,

所以 y = x+
1

2
是曲线的斜渐近线.
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12. Solution. 由定积分的定义，

lim
n→∞

 1

2n+
1

n

+
1

2n+
4

n

+ · · ·+ 1

2n+
n2

n

 = lim
n→∞

1

n

 1

2 +

(
1

n

)2 +
1

2 +

(
2

n

)2 + · · ·+ 1

2 +
(n
n

)2


= lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

1

2 +

(
k

n

)2

=

ˆ 1

0

1

2 + x2
dx =

1√
2
arctan

x√
2

∣∣∣∣1
0

=

√
2

2
arctan

√
2

2
.

13. Solution. 方程 exy +
1√
3

ˆ y

1

√
4− t2 dt = 1两边微分，得

exy(y dx+ x dy) +
1√
3

√
4− y2dy = 0,

当 x = 0时，y = 1. 代入上式得 dx+
1√
3

√
3 dy = 0，所以

dy
dx

∣∣∣∣
x=0

= −1.

14. Solution. 齐次方程 y′′ − 3y′ + 2y = 0的特征方程为 r2 − 3r + 2 = 0，解得 r1 = 1，r2 = 2.

对于 f(x) = 2ex，λ = 1是特征方程的单根，故可设特解为 y∗ = Axex，

代入方程得 A(x+ 2)ex − 3A(x+ 1)ex + 2Axex = 2ex，解得 A = −2，

所以非齐次方程的通解为 y = C1ex + C2e2x − 2xex.

曲线 y = x3 − 3x+ 1在点 (0, 1)处的切线斜率为 (3x2 − 3)

∣∣∣∣
x=0

= −3，

所以有

y(0) = C1 + C2 = 1,

y′(0) = C1 + 2C2 − 2 = −3
，解得 C1 = 3，C2 = −2.

因此满足条件的积分曲线为 y = 3ex − 2e2x − 2xex.

15. Solution. 由题可知 f(0) = 0，f ′(x) = e−x2+2x，所以

I =

ˆ 1

0

(x− 1)2f(x) dx =
1

3

ˆ 1

0

f(x) d(x− 1)3

=
1

3
f(x)(x− 1)3

∣∣∣∣1
0

− 1

3

ˆ 1

0

(x− 1)3f ′(x) dx

=− 1

3

ˆ 1

0

(x− 1)3e−x2+2x dx.

令 u = −x2 + 2x，则 du = (−2x+ 2) dx = −2(x− 1) dx，(x− 1)2 = −u+ 1，所以

I = −1

3

ˆ 1

0

(x− 1)3e−x2+2x dx =− 1

3

ˆ 1

0

(x− 1)2eu ·
(
−1

2

)
du

=
1

6

ˆ 1

0

(−u+ 1)eu du =
1

6

ˆ 1

0

(eu − ueu) du

=
1

6

[
eu
∣∣∣1
0
− (u− 1)eu

∣∣∣1
0

]
=
1

6
(e− 2).
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16. Solution.
f(x) =

ˆ x

0

(x3 − t3) dt+
ˆ 1

x

(t3 − x3) dt

=x3t

∣∣∣∣x
0

− t4

4

∣∣∣∣x
0

+
t4

4

∣∣∣∣1
x

− x3t

∣∣∣∣1
x

=
3

2
x4 − x3 +

1

4
.

所以 f ′(x) = 6x3 − 3x2 = 3x2(2x− 1)，令 f ′(x) = 0得 x = 0或 x =
1

2
.

计算 f(0) =
1

4
，f

(
1

2

)
=

7

32
，f(1) =

3

4
，

所以 f(x)的最小值为
7

32
，最大值为

3

4
.

4 综合题 (每小题 7分，共 14分)

17. Solution. 当 x = 0时，F (0) = 0.

由 lim
x→0

f(x)− tanx
x

= 1可知 lim
x→0

[f(x)− tanx] = 0，结合 f(x)的连续性可知 f(0) = 0，且

lim
x→0

f(x)− tanx
x

= lim
x→0

f(x)− f(0)

x
− lim

x→0

tanx
x

= f ′(0)− 1 = 1,

所以 f ′(0) = 2. 当 x ̸= 0时，令 u = xt，则 du = x dt，所以

F (x) =

ˆ 1

0

f(xt) dt =
ˆ x

0

f(u) · du
x

=

ˆ x

0

f(u) du

x
.

当 x ̸= 0时，F ′(x) =

xf(x)−
ˆ x

0

f(u) du

x2
，F ′(0) = lim

x→0

ˆ x

0

f(u) du

x
− F (0)

x
= lim

x→0

f(x)

2x
=

1

2
f ′(0) = 1.

所以 F ′(x) =


xf(x)−

ˆ x

0

f(u) du

x2
, x ̸= 0,

1, x = 0.

当 x ̸= 0时，F ′(x)显然连续，且

lim
x→0

xf(x)−
ˆ x

0

f(u) du

x2
= lim

x→0

f(x)

x
− lim

x→0

ˆ x

0

f(u) du

x2
= f ′(0)− lim

x→0

f(x)

2x
=

1

2
f ′(0) = 1,

因此 F ′(x)在 x = 0处连续. 综上所述，F ′(x)在 (−∞,+∞)上处处连续.

18. Solution. 由题可知点 C 的坐标为 (x, 0)，S梯形OCMA =
1

2
x(1 + y)，S曲边三角形CBM =

ˆ 1

x

y dx，

所以
1

2
x(1 + y) +

ˆ 1

x

y dx =
x3

6
+

1

3
.方程两边求导得

1

2
(1 + y) +

1

2
x · y′ − y =

1

2
x2，即

y′ − 1

x
y = x− 1

x
.
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由一阶非齐次线性微分方程的通解公式得

y =e−
´
(− 1

x ) dx
(
C +

ˆ (
x− 1

x

)
e
´
(− 1

x ) dx dx
)

=x

[
C +

ˆ (
x− 1

x

)
· 1
x
dx
]
= x

(
C + x+

1

x

)
=x2 + Cx+ 1.

将点 B 坐标 (1, 0)代入得 C = −2，所以曲线 y = y(x)的解析式为 y = x2 − 2x+ 1.

因此旋转体的体积 V =

ˆ 1

0

2πxy(x) dx = 2π

ˆ 1

0

x
(
x2 − 2x+ 1

)
dx =

π

6
.

5 证明题 (每小题 5分，共 10分)

19. Proof. 由 lim
x→ 1

2

f(x)

x− 1
2

= 0可知 lim
x→ 1

2

f(x) = 0，结合 f(x)的连续性可知 f

(
1

2

)
= 0.

所以 f ′
(
1

2

)
= lim

x→ 1
2

f(x)− f
(
1
2

)
x− 1

2

= lim
x→ 1

2

f(x)

x− 1
2

= 0.

由积分中值定理，∃ η ∈
(
1,

3

2

)
，使得

ˆ 3
2

1

f(x) dx = f(η) ·
(
3

2
− 1

)
=

1

2
f(η)，

所以 f(2) = 2

ˆ 3
2

1

f(x) dx = f(η)，由 Rolle定理，∃ δ ∈ (η, 2)，使得 f ′(δ) = 0.

再由 Rolle定理即得 ∃ ξ ∈
(
1

2
, δ

)
⊂ (0, 2)，使得 f ′′(ξ) = 0.

20. Proof. 由 Taylor公式，f(x) = f

(
1

2

)
+ f ′

(
1

2

)(
x− 1

2

)
+

1

2
f ′′(ξ)

(
x− 1

2

)2

，其中 ξ介于 x和
1

2
之间.

所以 ∣∣∣∣ˆ 1

0

f(x) dx− f

(
1

2

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
ˆ 1

0

[
f

(
1

2

)
+ f ′

(
1

2

)(
x− 1

2

)
+

1

2
f ′′(ξ)

(
x− 1

2

)2
]
dx− f

(
1

2

)∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
ˆ 1

0

[
f

(
1

2

)
+ f ′

(
1

2

)(
x− 1

2

)
+

1

2

(
x− 1

2

)2
]
dx− f

(
1

2

)∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣f
(
1

2

)
+ f ′

(
1

2

)ˆ 1

0

(
x− 1

2

)
dx+

1

2

ˆ 1

0

(
x− 1

2

)2

dx− f

(
1

2

)∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣12
ˆ 1

0

(
x− 1

2

)2

dx

∣∣∣∣∣ = 1

24
.
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CHAPTER 5

2023-2024学年微积分（一）（上）期末考试

1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. 下列函数在其定义域内无界的是（ ）.

x2D(x)（D(x)为 Dirichlet函数）A. tan(sinx)B.

sinx
x

C. 符号函数 sgn(x)D.

2. 曲线 y =
1

x
+ ln (1 + ex)的斜渐近线为（ ）.

y = −xA. y = −x+ 1B.

y = xC. y = x+ 1D.

3. 通解为 y = (C1 + C2x)ex + x（其中 C1, C2 为任意常数）的微分方程为（ ）.

y′′ − y′ = 1A. y′′ − y = 0B.

y′′ − 2y′ + y = exC. y′′ − 2y′ + y = x− 2D.

4. 设 f(x)在 x = x0 的某个邻域内有定义，则下列命题

(a) 若 f ′(x0)存在，则 f(x)在 x = x0 处连续.

(b) 若 f ′
+(x0), f

′
−(x0)均存在，则 f(x)在 x = x0 处连续.

(c) 若 lim
x→x+

0

f ′(x), lim
x→x−

0

f ′(x)均存在，则 f(x)在 x = x0 处连续.

其中正确的个数是（ ）.

1A. 2B.

3C. 0D.

5. 设 f(x)在 x = 1的某邻域内连续，且 lim
x→0

ln
(
f(x+ 1) + ex2

)
x2

= 2，则 x = 1是 f(x)的（ ）.
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驻点且为极大值点A. 驻点且为极小值点B.

不可导点C. 可导点但不是驻点D.

6. 设M =

ˆ π
2

−π
2

cos4 x sin3 x dx，N =

ˆ π
2

−π
2

(
cos3 x+ sin3 x

)
dx，P =

ˆ π
2

−π
2

(
x cosx− sin2 x

)
dx，则（ ）

.

M > N > PA. N > P > MB.

N > M > PC. M > P > ND.

2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7. 设曲线 y = f(x)与 y = x2−x+1在点 (2, 3)处有公共切线，则 lim
n→∞

n

[
f

(
2− 1

n

)
− 3

]
= .

8. y = f(x)满足 y′ = (1− y)yα(α > 0)，若曲线 y = f(x)的一个拐点为

(
t,
1

2

)
，则 α = .

9. 已知 f(x)的一个原函数是 e−x，则

ˆ 0

− 1
2

xf(2x) dx = .

10. 位于曲线 y = xe−x(0 ≤ x < +∞)下方、x轴上方的无界图形的面积为 .

3 计算题 (每小题 7分，共 42分)

11. 设 y = y(x)由方程 ey + 6xy + x2 − 1 = 0确定，求 y′(0)，y′′(0).

12. 设 f(x) = ex ln(1 + x)− x

(
1 +

1

2
x

)
，当 x → 0时，求 f(x)的主部及阶数.
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13. 求极限 l = lim
x→0

esin x

x sinx2

ˆ x

0

sin(x− t)2dt.

14. 求极限 l = lim
n→∞

1

n

[
ln
(
1 +

1

n

)
+ ln

(
1 +

2

n

)
+ · · ·+ ln

(
1 +

n

n

)]
.

15. 设 f(x) =

ˆ x

0

sin t
1− t

dt，求 I =

ˆ 1

0

(x− 1)f(x) dx.

16. 若曲线 y = f(x)是 y′′ +2y′ − 3y = 4ex的一条积分曲线，此曲线过点 A(0, 1)，且在点 A(0, 1)处的切线

的倾斜角为
3π

4
，求 f(x).
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4 综合题 (每小题 7分，共 14分)

17. 设 f(x)在 (−∞,+∞)上可导，其反函数存在为 g(x)，若

ˆ f(x)

0

g(t) dt+
ˆ x

0

f(t) dt = xex − ex + 1，求

f(x).

18. 设函数 f(x) = ax +
3

2
bx2 在区间 (0, 1) 内恒大于 0，其中 a, b 为未知常数.曲线 y = f(x) 与直线 x =

1, y = 0所围成的区域 D 的面积为 2. 求 a, b的值，使得 D 绕 x轴旋转一周得到的旋转体的体积最小，

并求出此最小值.

5 证明题 (每小题 5分，共 10分)

19. 设函数 f(x), g(x)在区间 [0, a]上连续且单调增加，其中 a > 0.证明

a

ˆ a

0

f(x)g(x) dx ≥
ˆ a

0

f(x) dx
ˆ a

0

g(x) dx.
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20. 设 f(x)在 [a, b]上有二阶导数，且 f ′(a) = f ′(b) = 0. 证明：存在 ξ ∈ (a, b)，使得

(b− a)2|f ′′(ξ)| ≥ 4|f(b)− f(a)|.
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CHAPTER 6

2023-2024学年微积分（一）（上）期末考试参考答案

1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. Solution. A.

x2D(x) =

x2, x ∈ Q,

0, x ∈ R \Q
，显然 x2D(x)在其定义域内无界.

∀x ∈ R，| sinx| ≤ 1，所以 | tan(sinx)| ≤ tan 1 =
π

4
，故 tan(sinx)在其定义域内有界.

lim
x→0

sinx
x

= 1， lim
x→∞

sinx
x

= 0，所以
sinx
x
在其定义域 (−∞, 0) ∪ (0,+∞)内有界.

sgn(x) =


−1, x < 0,

0, x = 0,

1, x > 0

，显然 sgn(x)在其定义域内有界.

2. Solution. C.

lim
x→+∞

y

x
= lim

x→+∞

1
x + ln (1 + ex)

x
= lim

x→+∞

ln (1 + ex)
x

= 1，

lim
x→+∞

(y − x) = lim
x→+∞

[
1

x
+ ln (1 + ex)− x

]
= lim

x→+∞
ln
(
1 + ex

ex

)
= lim

x→+∞
ln
(
1 + e−x

)
= 0，

所以斜渐近线方程为 y = x.

3. Solution. D.

由通解结构可以看出 (C1 + C2x)ex 是一个齐次方程的通解，y∗ = x是一个相应非齐次方程的特解.

通解 (C1 + C2x)ex 对应齐次方程的二重特征根 r = 1，所以齐次方程为 y′′ − 2y′ + y = 0.

将特解 y∗ = x代入非齐次方程验证可得 D选项 y′′ − 2y′ + y = x− 2满足题意.

4. Solution. B.

若 f ′(x0)存在，即 lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
存在，所以 lim

x→x0

f(x) = f(x0)，即 f(x)在 x = x0 处连续.

同理，若 f ′
−(x0)存在，则 f(x)在 x = x0 处左连续；若 f ′

+(x0)存在，则 f(x)在 x = x0 处右连续，

所以 f(x)在 x = x0 处连续.
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考虑函数 f(x) =


x2, x > 0,

0, x = 0,

−x+ 1, x < 0

，则 lim
x→0+

f ′(x) = lim
x→0+

2x = 0， lim
x→0−

f ′(x) = lim
x→0−

(−1) = −1，

但显然 f(x)在 x = 0处不连续.

所以有两个命题正确.

5. Solution. B.

lim
x→0

ln
(
f(x+ 1) + ex2

)
x2

= lim
x→0

f(x+ 1) + ex2 − 1

x2

= lim
x→0

f(x+ 1)

x2
+ lim

x→0

x2

x2
= 2,

因此 lim
x→0

f(x+ 1)

x2
= 1.由 f(x)在 x = 1处的连续性易知 f(1) = 0.

又由极限的保号性，当 x → 0时，
f(x+ 1)

x2
> 0，所以 f(x+ 1) > 0. 即 x = 1是 f(x)的极小值点.

lim
x→0

f(x+ 1)− f(1)

x
= lim

x→0

f(x+ 1)

x2
· x = 0，所以 f ′(1) = 0，即 x = 1是 f(x)的驻点.

6. Solution. C.

y = cos4 sin3 x是奇函数，所以M =

ˆ π
2

−π
2

cos4 x sin3 x dx = 0.

N =

ˆ π
2

−π
2

(
cos3 x+ sin3 x

)
dx =

ˆ π
2

−π
2

cos3 x dx > 0.

P =

ˆ π
2

−π
2

(
x cosx− sin2 x

)
dx = −

ˆ π
2

−π
2

sin2 x dx < 0.

所以 N > M > P .

2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7. Solution. −3.

由题可知 f(2) = 3，f ′(2) = (2x− 1)

∣∣∣∣
x=2

= 3，

所以 lim
n→∞

n

[
f

(
2− 1

n

)
− 3

]
= − lim

n→∞

f

(
2− 1

n

)
− f(2)

− 1

n

= −f ′(2) = −3.

8. Solution. 1.

方程 y′ = (1− y)yα 两边对 x求导得

y′′ = −y′yα + (1− y)αyα−1y′ =
[
−yα + (1− y)αyα−1

]
y′ =

[
−yα + (1− y)αyα−1

]
(1− y)yα.

由题意可知 y(t) =
1

2
，y′′(t) = 0，代入得

[
−
(
1

2

)α

+
1

2
α

(
1

2

)α−1
](

1

2

)α+1

= 0，解得 α = 1.
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9. Solution. 1
4
.

由题可知，f(x) =
(
e−x
)′

= −e−x，所以

ˆ 0

− 1
2

xf(2x) dx =

ˆ 0

− 1
2

x ·
(
−e−2x

)
dx

=
1

2

ˆ 0

− 1
2

x de−2x =
1

2
xe−2x

∣∣∣∣0
− 1

2

− 1

2

ˆ 0

− 1
2

e−2x dx

=
1

4
e+

1

4
e−2x

∣∣∣∣0
− 1

2

=
1

4
.

10. Solution. 1.

由题可知，所求面积 A =

ˆ +∞

0

xe−x dx = −
ˆ +∞

0

x de−x = −xe−x

∣∣∣∣+∞

0

+

ˆ +∞

0

e−x dx = 1.

3 计算题 (每小题 7分，共 42分)

11. Solution. 由方程得当 x = 0时，y = 0.

方程两边关于 x求导得

eyy′ + 6y + 6xy′ + 2x = 0.

将 x = 0，y = 0代入上式得 y′(0) = 0.

方程两边关于 x再次求导得

ey(y′)2 + eyy′′ + 12y′ + 6xy′′ + 2 = 0.

将 x = 0，y = 0，y′(0) = 0代入上式得 y′′(0) = −2.

12. Solution. 由 Taylor公式可得

f(x) = ex ln(1 + x)− x

(
1 +

1

2
x

)
=

(
1 + x+

1

2
x2 + o(x2)

)(
x− 1

2
x2 +

1

3
x3 + o(x3)

)
− x− 1

2
x2

=x− 1

2
x2 +

1

3
x3 + x2 − 1

2
x3 +

1

2
x3 + o(x3)− x− 1

2
x2

=
1

3
x3 + o(x3).

所以 f(x)的主部为
1

3
x3，阶数为 3.

13. Solution. 令 u = x− t，则

ˆ x

0

sin(x− t)2dt =
ˆ x

0

sinu2 du.

故

l = lim
x→0

esin x

x sinx2

ˆ x

0

sin(x− t)2dt = lim
x→0

ˆ x

0

sinu2 du

x3

= lim
x→0

sinx2

3x2
=

1

3
.
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14. Solution. 由定积分的定义可得

l = lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

ln
(
1 +

k

n

)

=

ˆ 1

0

ln(1 + x) dx = x ln(1 + x)

∣∣∣∣1
0

−
ˆ 1

0

x

1 + x
dx

= ln 2− (x− ln(1 + x))

∣∣∣∣1
0

= ln 2− (1− ln 2) = 2 ln 2− 1.

15. Solution. 由题可知 f(0) = 0，f ′(x) =
sinx
1− x

，所以

I =

ˆ 1

0

(x− 1)f(x) dx =
1

2

ˆ 1

0

f(x) d(x− 1)2

=
1

2
f(x)(x− 1)2

∣∣∣∣1
0

− 1

2

ˆ 1

0

(x− 1)2f ′(x) dx

=
1

2

ˆ 1

0

(x− 1) sinx dx = −1

2

ˆ 1

0

(x− 1) d cosx

=− 1

2

[
(x− 1) cosx

∣∣∣∣1
0

−
ˆ 1

0

cosx dx

]

=
sin 1− 1

2
.

16. Solution. 齐次方程 y′′ + 2y′ − 3y = 0的特征方程为 r2 + 2r − 3 = 0，解得 r1 = 1，r2 = −3.

对于 f(x) = 4ex，λ = 1是特征方程的单根，故可设特解为 y∗ = Axex，

代入方程得 A(x+ 2)ex + 2A(x+ 1)ex − 3Axex = 4ex，解得 A = 1，

所以非齐次方程的通解为 y = C1e−3x + C2ex + xex.

由题可知 y(0) = 1，y′(0) = tan
3π

4
= −1，代入得

C1 + C2 = 1,

−3C1 + C2 + 1 = −1
，解得 C1 =

3

4
，C2 =

1

4
.

因此 f(x) =
3

4
e−3x +

1

4
ex + xex.

4 综合题 (每小题 7分，共 14分)

17. Solution. 方程
ˆ f(x)

0

g(t) dt+
ˆ x

0

f(t) dt = xex − ex +1两边关于 x求导得 g(f(x)) · f ′(x) + f(x) = xex.

由反函数的性质，g(f(x)) = x，所以上式即 xf ′(x) + f(x) = xex.

当 x = 0时，由题可知 f(0) = 0；当 x ̸= 0时，上式可变形为

f ′(x) +
1

x
f(x) = ex.

由一阶非齐次线性微分方程的通解公式得

y =e−
´

1
x dx

(
C +

ˆ
exe
´

1
x dx dx

)
=
1

x

(
C +

ˆ
xex dx

)
=

1

x
(C + xex − ex) .
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由 f(x)在 x = 0处连续，所以 lim
x→0

1

x
(C + xex − ex) = lim

x→0

[
ex +

C − ex

x

]
= f(0) = 0，解得 C = 1.

所以 f(x) =

0, x = 0,
1

x
(1 + xex − ex) , x ̸= 0.

18. Solution. 由题可知
ˆ 1

0

(
ax+

3

2
bx2

)
dx =

a

2
+

b

2
= 2，所以 a = 4− b.

旋转体的体积 V =ˆ 1

0

πf2(x) dx =π

ˆ 1

0

[
(4− b)x+

3

2
bx2

]2
dx = π

ˆ 1

0

[
9

4
b2x4 + 3(4− b)bx3 + (4− b)2x2

]
dx

=π

[
9

20
b2 +

3

4
(4− b)b+

1

3
(4− b)2

]
=

(
1

30
b2 +

1

3
b+

16

3

)
π.

V ′ =

(
1

3
+

1

15
b

)
π，令 V ′ = 0解得 b = −5，此时 V ′′(−5) =

π

15
> 0，所以 V 的最小值存在，V (−5) =

9

2
π.

故当 a = 9，b = −5时，D绕 x轴旋转一周得到的旋转体的体积最小，此最小值为
9

2
π.

5 证明题 (每小题 5分，共 10分)

19. Proof. 令 F (x) = x

ˆ x

0

f(t)g(t) dt−
ˆ x

0

f(t) dt
ˆ x

0

g(t) dt，则 F (0) = 0.

F ′(x) =

ˆ x

0

f(t)g(t) dt+ xf(x)g(x)− f(x)

ˆ x

0

g(t) dt− g(x)

ˆ x

0

f(t) dt

=

ˆ x

0

[f(t)g(t) + f(x)g(x)− f(x)g(t)− g(x)f(t)] dt

=

ˆ x

0

[f(x)− f(t)] · [g(x)− g(t)] dt.

由题可知 f(x), g(x)在 [0, a]上单调增加，所以 ∀ t ∈ [0, x]，f(x)− f(t) ≥ 0，g(x)− g(t) ≥ 0，

故 [f(x)− f(t)] · [g(x)− g(t)] ≥ 0，因此 F ′(x) ≥ 0，F (x)在 [0, a]上单调增加.

所以 F (x) ≥ F (0) = 0，即

a

ˆ a

0

f(x)g(x) dx ≥
ˆ a

0

f(x) dx
ˆ a

0

g(x) dx.

20. Proof. 由 Taylor公式，将 f

(
a+ b

2

)
分别在 x = a和 x = b处展开得

f

(
a+ b

2

)
= f(a) + f ′(a)

(
a+ b

2
− a

)
+

1

2
f ′′(ξ1)

(
a+ b

2
− a

)2

,

f

(
a+ b

2

)
= f(b) + f ′(b)

(
a+ b

2
− b

)
+

1

2
f ′′(ξ2)

(
a+ b

2
− b

)2

.

因 f ′(a) = f ′(b) = 0，所以上式即

f

(
a+ b

2

)
= f(a) +

1

8
f ′′(ξ1)(b− a)2,

f

(
a+ b

2

)
= f(b) +

1

8
f ′′(ξ2)(b− a)2,
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其中 ξ1 ∈
(
a,

a+ b

2

)
，ξ2 ∈

(
a+ b

2
, b

)
.

两式相减得

0 = f

(
a+ b

2

)
− f

(
a+ b

2

)
= f(a)− f(b) +

1

8
[f ′′(ξ1)− f ′′(ξ2)] (b− a)2,

所以

|f(b)− f(a)| = (b− a)2

8
|f ′′(ξ1)− f ′′(ξ2)| ≤

(b− a)2

8
(|f ′′(ξ1)|+ |f ′′(ξ2)|) .

取 |f ′′(ξ)| = max{|f ′′(ξ1)|, |f ′′(ξ2)|}，

则 |f(b)− f(a)| ≤ (b− a)2

8
· 2|f ′′(ξ)|，即 (b− a)2|f ′′(ξ)| ≥ 4|f(b)− f(a)|.
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1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. 若 f ′(x0) =
1

2
，则当 ∆x → 0时，函数 y = f(x)在 x = x0 处的微分 dy是与 ∆x（ ）的无穷小.

高阶A. 低阶B.

同阶C. 等价D.

2. 设 f(x)在 x = 0处连续，则 f(x)在 x = 0处可导的充分条件是（ ）.

lim
x→0

f(x)− f(−x)

2x
存在A.

lim
x→0

f(x2)− f(0)

x2
存在B.

lim
x→0

f(x)− f(0)
3
√
x

存在C.

lim
x→∞

xf

(
1

x

)
存在D.

3. 下列关于数列的描述中，正确的是（ ）.

若 lim
n→∞

xnyn = 0，则必有 lim
n→∞

xn = 0或 lim
n→∞

yn = 0A.

若 {xnyn}有界，则必有 {xn}有界或 {yn}有界B.

若 lim
n→∞

(xn − yn) = 0，则 lim
n→∞

xn = lim
n→∞

ynC.

若有区间 I内的数列 xn，使 |f(xn)|无界，则 f(x)在 I内无界D.

4. 设 f(x)在区间 (a,+∞)内可导，且 f ′(x) > 0，若 f(a) = 0，则在区间 (a,+∞)内有（ ）.

f(x) ≥ 0A. f(x) > 0B.

不能确定 f(x)的符号C. f(x)单调趋向于 +∞D.

5. 已知 f(x)在 x = 0处连续，且 lim
x→0

f(x)

x2
= 1，则下列结论成立的是（ ）.

175
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f ′(0)存在，且 f ′(0) ̸= 0A. f ′(0)不存在B.

f(x)在 x = 0处取得极小值C. f(x)在 x = 0处取得极大值D.

6. lim
n→∞

ln n

√(
1 +

12

n2

)(
1 +

22

n2

)
· · ·
(
1 +

n2

n2

)
=（ ）.

ˆ 2

1

ln(1 + x2) dxA.

2

ˆ 2

1

lnx dxB.

ˆ 1

0

ln(1 + x2) dxC.

2

ˆ 1

0

lnx dxD.

2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7. 当 x → 0时，无穷小量 (1 + x)
x2

− 1的阶数是 = .

8. 曲线 cot
(
x+ y +

π

4

)
= ey 在点 (0, 0)处的切线方程为 .

9. 若
ˆ x

0

f(t) dt = xe−x，则

ˆ +∞

1

f(lnx)
x

dx = .

10. 曲线 y =

ˆ x

0

tan t dt
(
0 ≤ x ≤ π

4

)
的弧长 s = .

3 计算题 (每小题 7分，共 42分)

11. 求曲线 C : y = x arctanx(x > 0)的渐近线.

12. 设 f(x)在 x = a的某邻域内可导，且 f(a) = f ′(a) = 1，求 l = lim
x→a

 1

x− a
− 1ˆ x

a

f(t) dt

.



2022-2023学年微积分（一）（上）期末考试 177

13. 求 I =

ˆ
1

x(xn + 1)
dx，其中 n为正整数.

14. 求微分方程
dy
dx

=
y

2x+ y4
的通解.

15. 设 f(x) =

ˆ 1

x

sin t2 dt，计算 I =

ˆ 1

0

f(x) dx.

16. 求 F (x) =

ˆ x

−π
2

e−t sin t dt在区间
(
−π

2
,
π

2

)
内的极值.

4 综合题 (每小题 7分，共 14分)

17. 已知函数 f(x) =

ˆ x

1

√
1 + t2 dt+

ˆ 1

x2

√
1 + t dt，讨论方程 f(x) = 0的实根个数.
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18. 设 f(x)满足

ˆ x

0

f(t− x) dt = −x3

3
− x2，求曲线 y = f(x)与 x轴所围成的图形绕 y轴旋转一周所得的

旋转体的体积.

5 证明题 (每小题 5分，共 10分)

19. 设函数 f(x), g(x)在 [0, 1]上连续，且 f(x) > 0，g(x) ≥ 0.证明：

lim
n→∞

ˆ 1

0

g(x) n
√

f(x) dx =

ˆ 1

0

g(x) dx.

20. 设 f(x)在 [0, 2]上二阶可导，且 f ′(0) = f ′(2) = 0. 试证：存在 ξ ∈ (0, 2)，使

|f ′′(ξ)| ≥ |f(2)− f(0)|.
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2022-2023学年微积分（一）（上）期末考试参考答案

1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. Solution. C.

由导数的定义，f ′(x0) = lim
∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
= lim

∆x→0

dy
∆x

=
1

2
.

因此 dy与 ∆x是同阶无穷小，但不是等价无穷小.

2. Solution. D.

对于 A选项，考虑 f(x) = |x|，则

lim
x→0−

f(x)− f(−x)

2x
= lim

x→0−

(−x)− (−x)

2x
= 0， lim

x→0+

f(x)− f(−x)

2x
= lim

x→0+

x− x

2x
= 0,

故 lim
x→0

f(x)− f(−x)

2x
= 0存在，但显然 f(x)在 x = 0处不可导.

对于 B选项，令 t = x2，则 lim
x→0

f(x2)− f(0)

x2
= lim

t→0+

f(t)− f(0)

t
存在，仅能说明 f ′

+(0)存在.

对于 C选项，考虑 f(x) = 3
√
x，则 lim

x→0

f(x)− f(0)
3
√
x

= 1存在，但显然 f(x)在 x = 0处不可导.

对于 D选项，令 t =
1

x
，则 lim

x→∞
xf

(
1

x

)
= lim

t→0

f(t)

t
存在，

结合 f(x)在 x = 0处的连续性可得 f(0) = lim
t→0

f(t) = lim
t→0

f(t)

t
· t = 0，

所以 lim
t→0

f(t)− f(0)

t
= lim

t→0

f(t)

t
存在，即 f(x)在 x = 0处可导.

3. Solution. D.

对于 A，B，C选项，考虑 xn =

0, n = 2k − 1,

n, n = 2k
，yn =

n, n = 2k − 1,

0, n = 2k
，其中 k是正整数.

则 xnyn ≡ 0，但 xn，yn 均无界，且 lim
n→∞

xn， lim
n→∞

yn 均不存在.

4. Solution. C.

假设 a > 0，考虑函数 f(x) =

− 1

x
+

1

2a
, x > a,

0, x = a.
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显然 f(x)在区间 (a,+∞)内可导，当 a < x < 2a时，f(x) < 0；当 x > 2a时，f(x) > 0，

且 lim
x→+∞

f(x) =
1

2a
< +∞.

5. Solution. C.

结合 f(x)在 x = 0处的连续性可得 f(0) = lim
x→0

f(x) = lim
x→0

f(x)

x2
· x2 = 0，

因此 lim
x→0

f(x)− f(0)

x
= lim

x→0

f(x)

x2
· x = 0，即 f ′(0) = 0.

又由极限的保号性，当 x → 0时，
f(x)

x2
> 0，所以 f(x) > 0. 即 x = 0是 f(x)的极小值点.

6. Solution. C.

由定积分的定义可得

lim
n→∞

ln n

√(
1 +

12

n2

)(
1 +

22

n2

)
· · ·
(
1 +

n2

n2

)
= lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

ln
(
1 +

k2

n2

)

=

ˆ 1

0

ln(1 + x2) dx.

2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7. Solution. 3.

当 x → 0时，(1 + x)
x2

− 1 = ex
2 ln(1+x) − 1 = ex

2(x+o(x)) − 1 = ex
3+o(x3) − 1 = x3 + o(x3).

所以无穷小量 (1 + x)
x2

− 1的阶数是 3.

8. Solution. 2x+ 3y = 0.

方程 cot
(
x+ y +

π

4

)
= ey 两边对 x求导得

− csc2
(
x+ y +

π

4

)
· (1 + y′) = eyy′.

将 x = 0，y = 0代入上式解得 y′(0) = −2

3
，所以切线方程为 2x+ 3y = 0.

9. Solution. 0.

由题可知，f(x) =
(
xe−x

)′
= e−x − xe−x = (1− x)e−x. 故 f(lnx) =

1− lnx
x

.

所以 ˆ +∞

1

f(lnx)
x

dx =

ˆ +∞

1

1− lnx
x2

dx

=

ˆ +∞

1

(lnx− 1) d
(
1

x

)
=

lnx− 1

x

∣∣∣∣+∞

1

−
ˆ +∞

1

1

x2
dx

=1 +
1

x

∣∣∣∣+∞

1

= 0.

10. Solution. ln
(
1 +

√
2
)
.

y′ = tanx，所以 ds =
√
1 + y′2 dx =

√
1 + tan2 xdx = secx dx，

故 s =

ˆ π
4

0

secx dx = ln |secx+ tanx|
∣∣∣∣π4
0

= ln
(
1 +

√
2
)
.
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3 计算题 (每小题 7分，共 42分)

11. Solution. 曲线 C 没有竖直渐近线和水平渐近线.

lim
x→+∞

y

x
= lim

x→+∞
arctanx =

π

2
，

lim
x→+∞

(
y − π

2
x
)
= lim

x→+∞
x
(
arctanx− π

2

)
= lim

x→+∞

arctanx− π
2

1
x

= − lim
x→+∞

x2

1 + x2
= −1.

所以 y =
π

2
x− 1是曲线 C 的斜渐近线.

12. Solution. 由积分中值定理，存在 ξ介于 a和 x之间，使得

ˆ x

a

f(t) dt = f(ξ)(x− a)，

当 x → a时，ξ → a，所以

l = lim
x→a

ˆ x

a

f(t) dt− (x− a)

(x− a)

ˆ x

a

f(t) dt

= lim
x→a

ˆ x

a

f(t) dt− (x− a)

(x− a)2f(ξ)
= lim

x→a

f(x)− 1

2(x− a)

=
1

2
lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
=

1

2
f ′(a) =

1

2
.

13. Solution.
I =

ˆ
1

x(xn + 1)
dx =

ˆ
x−n−1

x−n + 1
dx

=− 1

n

ˆ
1

x−n + 1
d
(
x−n + 1

)
=− 1

n
ln
∣∣x−n + 1

∣∣+ C.

14. Solution. 方程变形为 dx
dy

− 2x

y
= y3.

由一阶非齐次线性微分方程的通解公式得

x =e−
´
(− 2

y ) dy
(
C +

ˆ
y3e

´
(− 2

y ) dy dy
)

=y2
(
C +

ˆ
y dy

)
= y2

(
C +

1

2
y2
)

= Cy2 +
1

2
y4.

其中 C为任意常数.

15. Solution. 由题可知 f(1) = 0，f ′(x) = − sinx2，所以

I =

ˆ 1

0

f(x) dx =xf(x)

∣∣∣∣1
0

−
ˆ 1

0

xf ′(x) dx

=

ˆ 1

0

x sinx2 dx =
1

2

ˆ 1

0

sinx2 dx2

=− 1

2
cosx2

∣∣∣∣1
0

=
1− cos 1

2
.
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16. Solution. F ′(x) = e−x sinx，在
(
−π

2
,
π

2

)
内，令 F ′(x) = 0得 x = 0.

计算 ˆ
e−t sin t dt =−

ˆ
e−t d cos t = −e−t cos t−

ˆ
e−t cos t dt

=− e−t cos t−
ˆ

e−t d sin t

=− e−t cos t− e−t sin t−
ˆ

e−t sin t dt

所以

ˆ
e−t sin t dt = −1

2
e−t(sin t+ cos t) + C，

因此极值 F (0) = −1

2
e−t(sin t+ cos t)

∣∣∣∣0
−π

2

= −1

2

(
e

π
2 + 1

)
.

4 综合题 (每小题 7分，共 14分)

17. Solution. f ′(x) =
√
1 + x2 − 2x

√
1 + x2 = (1− 2x)

√
1 + x2，

所以 f(x)在

(
−∞,

1

2

)
上单调增加，在

(
1

2
,+∞

)
上单调减少.

因为 f(0) =

ˆ 0

1

√
1 + t2 dt+

ˆ 1

0

√
1 + t dt =

ˆ 1

0

(√
1 + t−

√
1 + t2

)
dt > 0，

f(1) = 0，f(−1) =

ˆ −1

1

√
1 + t2 dt < 0，故方程 f(x) = 0有两个实根.

18. Solution. 令 t− x = u，则

ˆ 0

−x

f(u) du = −x3

3
− x2.

方程两边求导得 f(−x) = −x2 − 2x，所以 f(x) = −x2 + 2x.

所以旋转体的体积 V =

ˆ 2

0

2πxf(x) dx =2π

ˆ 2

0

x(−x2 + 2x) dx = 2π

ˆ 2

0

(−x3 + 2x2) dx

=2π

[
−x4

4
+

2x3

3

]2
0

=
8

3
π.

5 证明题 (每小题 5分，共 10分)

19. Proof. 易知函数 n
√
f(x)在闭区间 [0, 1]上连续，因而具有最小值m和最大值M .所以

m ≤

ˆ 1

0

g(x) n
√
f(x) dx

ˆ 1

0

g(x) dx
≤ M.

由介值定理，存在 ξ ∈ [0, 1]使得 n
√

f(ξ) =

ˆ 1

0

g(x) n
√

f(x) dx
ˆ 1

0

g(x) dx
.
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上式两边取极限，由于 lim
n→∞

n
√

f(ξ) = 1，所以 lim
n→∞

ˆ 1

0

g(x) n
√

f(x) dx
ˆ 1

0

g(x) dx
= 1，

即 lim
n→∞

ˆ 1

0

g(x) n
√
f(x) dx =

ˆ 1

0

g(x) dx.

20. Proof. 由 Taylor公式，将 f(x)分别在 x = 0和 x = 2处展开得

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
1

2
f ′′(η)x2 = f(0) +

1

2
f ′′(η)x2,

f(x) = f(2) + f ′(2)(x− 2) +
1

2
f ′′(ζ)(x− 2)2 = f(2) +

1

2
f ′′(ζ)(x− 2)2,

两式相减得

f(2)− f(0) =
1

2

[
f ′′(ζ)(x− 2)2 − f ′′(η)x2

]
.

所以

|f(2)− f(0)| ≤ 1

2

[
|f ′′(ζ)| (x− 2)2 + |f ′′(η)|x2

]
.

取 |f ′′(ξ)| = max{|f ′′(η)|, |f ′′(ζ)|}，

则 |f(2)− f(0)| ≤ 1

2
|f ′′(ξ)|

[
(x− 2)2 + x2

]
≤ 1

2
|f ′′(ξ)| · 2 = |f ′′(ξ)|，即 |f ′′(ξ)| ≥ |f(2)− f(0)|.
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CHAPTER 9

2021-2022学年微积分（一）（上）期末考试

1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. 设函数 f(x)在 (−∞,+∞)内单调有界，{xn}是一数列，则下列命题正确的是（ ）.

若 {xn}收敛，则 {f(xn)}收敛A. 若 {xn}单调，则 {f(xn)}收敛B.

若 {f(xn)}收敛，则 {xn}收敛C. 若 {f(xn)}单调，则 {xn}收敛D.

2. 函数 f(x) = lim
n→∞

xn + 2

xn + 1
的间断点及类型是（ ）.

x = −1是第二类间断点A. x = 1是第二类间断点B.

x = ±1均是第一类间断点C. x = ±1均是第二类间断点D.

3. x → 0+ 时，与
√
x等价的无穷小量是（ ）.

1− e
√
xA.

√
1 +

√
x− 1B.

ln
1 + x

1−
√
x

C. 1− cos
√
xD.

4. 设函数 f(x)在 x = 0处连续，下列命题错误的是（ ）.

若 lim
x→0

f(x)

x
存在，则 f(0) = 0A.

若 lim
x→0

f(x) + f(−x)

x
存在，则 f(0) = 0B.

若 lim
x→0

f(x)

x
存在，则 f ′(0)存在C.

若 lim
x→0

f(x)− f(−x)

x
存在，则 f ′(0)存在D.

5. 曲线 y = x ln
(
e+

1

x

)
(x > 0)的渐近线条数为（ ）.

185
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0A. 1B.

2C. 3D.

6. 设 F (x) =

ˆ x+2π

x

esin t sin t dt，则 F (x)（ ）.

为正常数A. 为负常数B.

恒为 0C. 不为常数D.

2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7. 曲线

x = arctan t,

y = ln
√
1 + t2

对应于 t = 1处的法线方程为 = .

8. 曲线 y = x sinx+ 2 cosx
(
−π

2
< x < 2π

)
的拐点是 .

9. 曲线 y = ln cosx
(
0 ≤ x ≤ π

6

)
的弧长为 .

10. y = 2x 的Maclaurin展开式中 xn 项的系数为 .

3 计算题 (每小题 7分，共 42分)

11. 已知 lim
x→1

ax2 + x− 3

x− 1
= b，求常数 a, b的值.

12. 设 f(x)为连续函数，且满足 f(x) = x2 − x · f(2) + 2

ˆ 1

0

f(x) dx，求 f(x).
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13. 求极限 l = lim
n→∞

n−1∑
i=0

1

n+ i
.

14. 计算定积分 I =

ˆ 1

0

x3
√
1− x2 dx.

15. 设函数 f(x) =

λe−λx, x > 0,

0, x ≤ 0,
(λ > 0)，计算

ˆ +∞

−∞
xf(x) dx.

16. 求微分方程 xy′ + y − ex = 0，y(2) = 1的特解.
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4 综合题 (每小题 7分，共 14分)

17. 已知 f(x)在 (−∞,+∞)上连续，f(x) = (x+ 1)2 + 2

ˆ x

0

f(t) dt，求 f (n)(0)的值（n ≥ 2）.

18. 设抛物线 y = ax2 + bx+ c过原点，当 0 ≤ x ≤ 1时，y ≥ 0，又该抛物线与直线 x = 1及 x轴围成平面

图形的面积为
1

3
，求 a, b, c的值，使得该图形绕 x轴旋转一周而成的旋转体体积 V 最小.

5 证明题 (每小题 5分，共 10分)

19. 证明方程 lnx =
x

e
− 2021在区间 (0,+∞)内只有两个不同的实根.

20. 设 f ′′(x)在 [0, 2]上连续，且 |f ′′(x)| ≤ M，f(1) = 0. 证明：∣∣∣∣ˆ 2

0

f(x) dx
∣∣∣∣ ≤ M

3
.



CHAPTER 10

2021-2022学年微积分（一）（上）期末考试参考答案

1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. Solution. B.

考虑函数 f(x) =

0, x < 0,

1, x ≥ 0
，它在 (−∞,+∞)内单调不减且有界，取数列 xn =

(−1)n

n
，则 xn → 0，

但当 n为偶数时，f(xn) = 1；当 n为奇数时，f(xn) = 0，所以 {f(xn)}发散，A选项错误.

若 {xn}单调，由于 f(x)单调有界，所以 {f(xn)}亦单调有界，必收敛，B选项正确.

考虑函数 f(x) ≡ 0，它在 (−∞,+∞)内单调不减且有界，取数列 xn = n，则 {xn}发散，

但 {f(xn)} ≡ 0单调不减且收敛，故 C，D选项错误.

2. Solution. C.

当 |x| > 1时，xn → ∞，所以 f(x) = lim
n→∞

xn + 2

xn + 1
= 1；

当 |x| < 1时，xn → 0，所以 f(x) = lim
n→∞

xn + 2

xn + 1
= 2；

当 x = 1时，f(x) = lim
n→∞

1 + 2

1 + 1
=

3

2
；

当 x = −1时，f(x) = lim
n→∞

(−1)n + 2

(−1)n + 1
不存在.

所以 f(x) =



1, |x| > 1,

2, |x| < 1,
3

2
, x = 1,

不存在, x = −1

，因此 x = ±1均为 f(x)的跳跃间断点，即第一类间断点.

3. Solution. C.

189
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当 x → 0+时，

1− e
√
x = −

(
e
√
x − 1

)
∼ −

√
x,√

1 +
√
x− 1 =

(
1 +

√
x
) 1

2 − 1 ∼ 1

2

√
x,

ln
1 + x

1−
√
x
= ln (1 + x)− ln

(
1−

√
x
)
∼ x+

√
x ∼

√
x,

1− cos
√
x = 1−

(
1− 1

2
x+ o(x)

)
∼ 1

2
x.

4. Solution. D.

若 lim
x→0

f(x)

x
存在，由于 f(x)在 x = 0处连续，f(0) = lim

x→0
f(x) = lim

x→0

f(x)

x
· lim
x→0

x = 0，A选项正确.

则 lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0

f(x)

x
= f ′(0)存在，C选项正确.

同理，若 lim
x→0

f(x) + f(−x)

x
存在，则 lim

x→0
(f(x) + f(−x)) = 2f(0) = 0，B选项正确.

对于 D选项，考虑 f(x) = |x|，则

lim
x→0−

f(x)− f(−x)

x
= lim

x→0−

(−x)− (−x)

x
= 0， lim

x→0+

f(x)− f(−x)

x
= lim

x→0+

x− x

x
= 0,

故 lim
x→0

f(x)− f(−x)

x
= 0存在，但显然 f(x)在 x = 0处不可导.

5. Solution. B.

当 x → 0+时， lim
x→0+

x ln
(
e+

1

x

)
= lim

t→+∞

ln(e+ t)

t
= 0，所以曲线 y = x ln

(
e+

1

x

)
没有竖直渐近线.

当 x → +∞时， lim
x→+∞

x ln
(
e+ 1

x

)
x

= 1， lim
x→+∞

[
x ln

(
e+

1

x

)
− x

]
= lim

t→0+

ln(e+ t)− 1

t
=

1

e
，

所以曲线 y = x ln
(
e+

1

x

)
有斜渐近线 y = x+

1

e
.

故曲线 y = x ln
(
e+

1

x

)
的渐近线条数为 1.

6. Solution. A.

因被积函数 esin t sin t是周期为 2π的函数，所以 F (x) =

ˆ x+2π

x

esin t sin t dt =
ˆ 2π

0

esin t sin t dt恒为常数.

计算 ˆ 2π

0

esin t sin t dt =
ˆ π

0

esin t sin t dt+
ˆ 2π

π

esin t sin t dt.

对第二项作代换 u = 2π−t，则

ˆ 2π

π

esin t sin t dt =
ˆ 0

π

esin(2π−u) sin(2π−u)(−du) = −
ˆ π

0

e− sinu sinu du.

所以 ˆ 2π

0

esin t sin t dt =
ˆ π

0

(
esin t − e− sin t) sin t dt.

因为在 (0, π)上，sin t > 0，且 esin t > e− sin t，所以

ˆ π

0

(
esin t − e− sin t) sin t dt = ˆ 2π

0

esin t sin t dt > 0.
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2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7. Solution. y + x− 1

2
ln 2− π

4
= 0.

当 t = 1时，x = arctan 1 =
π

4
，y = ln

√
2 =

1

2
ln 2.

dy
dx

=
dy
dt
dx
dt

=

2t
2(1+t2)

1
1+t2

= t，所以
dy
dx

∣∣∣∣
t=1

= 1.

切线斜率为 1，故法线斜率为 −1，法线方程为 y − 1

2
ln 2 = −1 ·

(
x− π

4

)
，即 y + x− 1

2
ln 2− π

4
= 0.

8. Solution. (π,−2).

y′ = sinx+ x cosx− 2 sinx，y′′ = cosx+ cosx− x sinx− 2 cosx = −x sinx，

在
(
−π

2
, 2π
)
内，令 y′′ = 0得 x = 0或 x = π.

当 x ∈
(
−π

2
, 0
)
∪ (0, π)时，y′′ ≤ 0，y′′ 在 x = 0两侧不变号，故 x = 0不是拐点；

当 x ∈ (π, 2π)时，y′′ > 0，y′′ 在 x = π两侧变号.

故曲线的拐点为 (π,−2).

9. Solution. 1
2
ln 3.

y′ =
− sinx
cosx

= − tanx，所以 ds =
√
1 + y′2 dx =

√
1 + tan2 x dx = secx dx，

故 s =

ˆ π
6

0

secx dx = ln |secx+ tanx|
∣∣∣∣π6
0

= ln
(

2√
3
+

1√
3

)
=

1

2
ln 3.

10. Solution. (ln 2)
n

n!
.

y = 2x = ex ln 2 =

∞∑
n=0

(x ln 2)n

n!
，所以 xn 项的系数为

(ln 2)n

n!
.

3 计算题 (每小题 7分，共 42分)

11. Solution. 由题可知 lim
x→1

(
ax2 + x− 3

)
= a+ 1− 3 = 0，所以 a = 2.

b = lim
x→1

2x2 + x− 3

x− 1
= lim

x→1

(2x+ 3)(x− 1)

x− 1
= 5.

12. Solution. 记
ˆ 1

0

f(x) dx = C.

令 x = 2，得 f(2) = 4− 2f(2) + 2C，所以 f(2) =
4

3
+

2

3
C.
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方程 f(x) = x2 − x · f(2) + 2

ˆ 1

0

f(x) dx两边从 0积分到 1得

C =

ˆ 1

0

(
x2 − x · f(2) + 2C

)
dx

=
1

3
− 1

2
f(2) + 2C =

1

3
− 1

2

(
4

3
+

2

3
C

)
+ 2C

=
5

3
C − 1

3
.

解得 C =

ˆ 1

0

f(x) dx =
1

2
，所以 f(x) = x2 − x · f(2) + 2

ˆ 1

0

f(x) dx = x2 − 5

3
x+ 1.

13. Solution. 由定积分的定义，

l = lim
n→∞

n−1∑
i=0

1

n+ i
= lim

n→∞

1

n

n−1∑
i=0

1

1 + i
n

=

ˆ 1

0

1

1 + x
dx = ln 2.

14. Solution. 令 x = sin θ，则 dx = cos θ dθ，

I =

ˆ 1

0

x3
√

1− x2 dx =

ˆ π
2

0

sin3 θ
√

1− sin2 θ cos θ dθ

=

ˆ π
2

0

sin3 θ cos2 θ dθ =

ˆ π
2

0

sin3 θ(1− sin2 θ) dθ

=

ˆ π
2

0

sin3 θ dθ −
ˆ π

2

0

sin5 θ dθ

=
2

3
− 4

5
· 2
3
=

2

15
.

15. Solution. ˆ +∞

−∞
xf(x) dx =

ˆ 0

−∞
xf(x) dx+

ˆ +∞

0

xf(x) dx

=

ˆ +∞

0

λxe−λx dx = −
ˆ +∞

0

xde−λx

=− xe−λx

∣∣∣∣+∞

0

+

ˆ +∞

0

e−λx dx

=

ˆ +∞

0

e−λx dx =
1

λ
.

16. Solution. 方程变形为 y′ +
1

x
y =

ex

x
.

由一阶非齐次线性微分方程的通解公式得

y =e−
´

1
x dx

(
C +

ˆ
ex

x
e
´

1
x dx dx

)
=
1

x

(
C +

ˆ
ex dx

)
=

1

x
(C + ex) .

将初始条件 y(2) = 1代入上式得 C = 2− e2，所以特解为 y =
1

x

(
2− e2 + ex

)
.
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4 综合题 (每小题 7分，共 14分)

17. Solution. 由于 f(x)连续，所以其积分变上限函数

ˆ x

0

f(t) dt可导，

从而方程 f(x) = (x+ 1)2 + 2

ˆ x

0

f(t) dt两边可导.两边求导得 f ′(x)− 2f(x) = 2(x+ 1).

由一阶非齐次线性微分方程的通解公式得

y =e−
´
(−2) dx

(
C +

ˆ
2(x+ 1)e

´
(−2) dx dx

)
=e2x

(
C + 2

ˆ
(x+ 1)e−2x dx

)
= e2x

[
C + 2

ˆ
xe−2x dx+ 2

ˆ
e−2x dx

]
=e2x

[
C + 2

ˆ
xe−2x dx− e−2x

]
= e2x

[
C −

ˆ
x de−2x − e−2x

]
=e2x

[
C − xe−2x +

ˆ
e−2x dx− e−2x

]
= e2x

[
C − xe−2x − 3

2
e−2x

]
=Ce2x − x− 3

2
.

方程 f(x) = (x+1)2+2

ˆ x

0

f(t) dt两边令 x = 0得 f(0) = 1，所以C = 1+
3

2
=

5

2
，f(x) =

5

2
e2x−x− 3

2
.

当 n ≥ 2时，f (n)(0) =

(
5

2
e2x
)(n)

∣∣∣∣∣
x=0

= 5 · 2n−1e2x
∣∣∣∣
x=0

= 5 · 2n−1.

18. Solution. 由抛物线过原点得 c = 0，且有

1

3
=

ˆ 1

0

(
ax2 + bx

)
dx =

a

3
+

b

2
,

即 b =
2

3
(1− a). 旋转体的体积 V =

ˆ 1

0

πf2(x) dx =π

ˆ 1

0

(
ax2 + bx

)2 dx = π

ˆ 1

0

x2(ax+ b)2 dx

=π

ˆ 1

0

(a2x4 + 2abx3 + b2x2) dx = π

[
a2

5
x5 +

ab

2
x4 +

b2

3
x3

]1
0

=π

(
a2

5
+

ab

2
+

b2

3

)
= π

[
a2

5
+

a(1− a)

3
+

4(1− a)2

27

]
.

由
dV
da

= π

[
2

5
a+

1− 2a

3
− 8(1− a)

27

]
= 0解得 a = −5

4
，又

d2V
da2

∣∣∣∣
a=− 5

4

= π

(
2

5
− 2

3
+

8

27

)
=

4π

135
> 0，

所以当 a = −5

4
，b =

3

2
，c = 0时，旋转体体积 V 最小.

5 证明题 (每小题 5分，共 10分)

19. Proof. 令 f(x) = lnx− x

e
+ 2021，则 f ′(x) =

1

x
− 1

e
，f(x)具有唯一驻点 x = e，

且 f(x)在 (0, e)上单调递增，在 (e,+∞)上单调递减.
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因 f(0+) = −∞ < 0，f(e) = 2021 > 0，f(+∞) = −∞ < 0，

由介值定理和 f(x)的单调性易知方程 lnx =
x

e
− 2021在区间 (0,+∞)内只有两个不同的实根.

20. Solution. 由 Taylor公式，将 f(x)在 x = 1处展开得

f(x) = f(1) + f ′(1)(x− 1) +
1

2
f ′′(ξ)(x− 1)2 = f ′(1)(x− 1) +

1

2
f ′′(ξ)(x− 1)2,

其中 ξ介于 1和 x之间. 所以∣∣∣∣ˆ 2

0

f(x) dx
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ˆ 2

0

[
f ′(1)(x− 1) +

1

2
f ′′(ξ)(x− 1)2

]
dx
∣∣∣∣

≤1

2

ˆ 2

0

|f ′′(ξ)|(x− 1)2 dx

≤M

2

ˆ 2

0

(x− 1)2 dx =
M

3
.
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1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. 设 0 < an < 1，且 lim
n→∞

an = 1，则以下数列中无界的是（ ）.

{
a2n
}

A.
{

1

an

}
B.{

tan
πan
2

}
C. {ln an}D.

2. 已知 f(2) = 3，f ′(2) = 5，则极限 lim
h→0

f2(2 + h)− 9

h
=（ ）.

30A. 10B.

6C. 0D.

3. 设函数 f(x)在闭区间 [a, b]上可导，则以下说法中错误的是（ ）.

f(x)必在 [a, b]上有界A. f(x)必在 [a, b]上有连续的导数B.

f(x)必在 [a, b]上连续C. f(x)必在 [a, b]上可积D.

4. 曲线 y =
1

x
+ ln (1 + ex)一共有（ ）条渐近线.

0A. 1B.

2C. 3D.

5. 设 f(x)二阶可导，且 f ′′(x) < 0，则以下不等式中一定成立的是（ ）.

f(1) + f(3) > 2f(2)A. f(1) + f(3) < 2f(2)B.

f(1) + f(2) > 2f(3)C. f(1) + f(2) < 2f(3)D.

195
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6. 微分方程 y′ − y

2x
= 0满足初值条件 y(1) = 2的特解为（ ）.

2
√
xA. 1 +

√
xB.

1 + xC.
√
x+ 3D.

2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7. 极限 lim
n→∞

1

n4

(
13 + 23 + · · ·+ n3

)
= .

8. 设函数 y = x2 − x. 在 x = 2，∆x = 0.01时，微分 dy = .

9. lim
x→0

ˆ sin2 x

0

√
3 + t2 dt

x2
= .

10. 曲线 y = 1− x4 与 x轴所围成图形的面积为 .

3 计算题 (每小题 7分，共 42分)

11. 已知当 x → 0时，u = e3x − ax2 − (1 + bx) cosx是与 x3 同阶的无穷小. 求常数 a, b的值.

12. 求 f(x) = x3 − 3x2 − 9x+ 5在区间 [−2, 2]上的最大值与最小值.

13. 求不定积分 I =

ˆ
e5x

e2x + 1
dx.
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14. 求定积分 I =

ˆ π
4

0

x

cos2 x
dx.

15. 判定反常积分
ˆ 1

0

1

x
√
x2 + 1

dx的敛散性，若收敛求其值.

16. 求微分方程 y′′ =
sin y
cos3 y

满足初值条件 y(2) = 0，y′(2) = 1的特解.

4 综合题 (每小题 7分，共 14分)

17. 设函数 f(x) =


ln(1 + x)

x
, x ∈ (−1, 0) ∪ (0,+∞),

1, x = 0
，讨论 f ′(x)在点 x = 0处的连续性.



198 2019-2020学年微积分（一）（上）期末考试

18. 求曲线 y =
√
x− x

√
x

3
对应于 1 ≤ x ≤ 4弧段的长度.

5 证明题 (每小题 5分，共 10分)

19. 设 n为正整数，求方程 (x+ 1)2n = x2n + 1所有的实根.证明你的结论.

20. 设函数 f(x)在区间 [a, b]上有连续的导数. 证明：

f(x) ≤ 1

b− a

∣∣∣∣∣
ˆ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣∣+
ˆ b

a

|f ′(x)| dx, x ∈ [a, b].
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1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. Solution. C.

当 n → ∞时，an → 1且 0 < an < 1，所以 tan
πan
2

→ +∞，数列
{
tan

πan
2

}
无界.

2. Solution. A.

lim
h→0

f2(2 + h)− 9

h
= lim

h→0

f2(2 + h)− f2(2)

h
= lim

h→0

[f(2 + h)− f(2)] [f(2 + h) + f(2)]

h

= lim
h→0

f(2 + h)− f(2)

h
· lim
h→0

[f(2 + h) + f(2)]

=2f(2)f ′(2) = 30.

3. Solution. B.

f(x)在闭区间 [a, b]上必然有界，可导则说明 f(x)在 [a, b]上连续，必然可积.

但可导不一定有连续的导数，故 B选项错误.

4. Solution. D.

当 x → 0时， lim
x→0

[
1

x
+ ln (1 + ex)

]
= ∞，所以曲线 y =

1

x
+ ln (1 + ex)有竖直渐近线 x = 0.

当 x → +∞时， lim
x→+∞

1
x + ln (1 + ex)

x
= lim

x→+∞

ln (1 + ex)
x

= 1，

lim
x→+∞

[
1

x
+ ln (1 + ex)− x

]
= lim

x→+∞
ln

1 + ex

ex
= lim

x→+∞
ln
(
1 + e−x

)
= 0，

所以曲线 y =
1

x
+ ln (1 + ex)有斜渐近线 y = x.

当 x → −∞时， lim
x→−∞

1
x + ln (1 + ex)

x
= 0， lim

x→−∞

[
1

x
+ ln (1 + ex)

]
= 0，

所以曲线 y =
1

x
+ ln (1 + ex)有水平渐近线 y = 0.

故曲线 y =
1

x
+ ln (1 + ex)的渐近线条数为 3.

199



200 2019-2020学年微积分（一）（上）期末考试参考答案

5. Solution. B.

f(x)是上凸的，所以
f(1) + f(3)

2
< f(2)，即 f(1) + f(3) < 2f(2).

6. Solution. A.

方程变形为
dy
y

=
dx
2x
，两边积分得 ln y =

1

2
lnx+ lnC，即 y = C

√
x.

将初值条件 y(1) = 2代入上式得 C = 2，所以特解为 y = 2
√
x.

2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7. Solution. 1
4
.

由定积分的定义，

lim
n→∞

1

n4

(
13 + 23 + · · ·+ n3

)
= lim

n→∞

1

n

(
13

n3
+

23

n3
+ · · ·+ n3

n3

)
= lim

n→∞

1

n

n∑
i=1

(
i

n

)3

=

ˆ 1

0

x3 dx =
1

4
.

8. Solution. 0.03.

dy = y′(2)∆x = (2x− 1)

∣∣∣∣
x=2

∆x = 3∆x = 0.03.

9. Solution.
√
3.

lim
x→0

ˆ sin2 x

0

√
3 + t2 dt

x2
= lim

x→0

√
3 + sin4 x · 2 sinx cosx

2x

=
√
3 lim
x→0

cosx =
√
3.

10. Solution. 8
5
.

所围成图形的面积 S =

ˆ 1

−1

(
1− x4

)
dx =

8

5
.

3 计算题 (每小题 7分，共 42分)

11. Solution. 由 Taylor公式，

u =e3x − ax2 − (1 + bx) cosx

=

(
1 + 3x+

9

2
x2 +

9

2
x3 + o(x3)

)
− ax2 − (1 + bx)

(
1− 1

2
x2 + o(x3)

)
=(3− b)x+ (5− a)x2 +

9 + b

2
x3 + o(x3).

因此必然有 a = 5，b = 3.
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12. Solution. f ′(x) = 3x2 − 6x− 9，令 f ′(x) = 0得到函数在 (−2, 2)内的驻点为 x = −1.

计算 f(−2) = 3，f(−1) = 10，f(2) = −17，所以函数在区间 [−2, 2]上的最大值为 10，最小值为 −17.

13. Solution. 令 u = ex，则 du = ex dx，

I =

ˆ
e4x · ex

(ex)2 + 1
dx =

ˆ
u4

u2 + 1
du

=

ˆ (
u2 − 1 +

1

u2 + 1

)
du

=
u3

3
− u+ arctanu+ C =

e3x

3
− ex + arctan ex + C.

14. Solution.

I =

ˆ π
4

0

x d tanx =x tanx
∣∣∣∣π4
0

−
ˆ π

4

0

tanx dx

=
π

4
+ ln | cosx|

∣∣∣∣π4
0

=
π

4
− 1

2
ln 2.

15. Solution. 令 x = tan t，则 dx = sec2 t dt，
ˆ 1

0

1

x
√
x2 + 1

dx =

ˆ π
4

0

sec2 t
tan t

√
tan2 t+ 1

dt =
ˆ π

4

0

csc t dt

=− ln | csc t+ cot t|
∣∣∣∣π4
0+

= − ln(
√
2 + 1) + lim

t→0+
ln

1 + cos t
sin t

=+∞.

所以反常积分

ˆ 1

0

1

x
√
x2 + 1

dx发散.

16. Solution. 令 y′ = p，则 y′′ =
dp
dx

=
dp
dy

· dy
dx

= p
dp
dy
，

微分方程 y′′ =
sin y
cos3 y

变形为 p dp =
sin y
cos3 y

dy.

方程两边积分得
1

2
p2 =

1

2
sec2 y + C1，将初值条件 y(2) = 0，y′(2) = 1代入上式得 C1 = 0，

所以 p = sec y，即
dy
dx

= sec y或 cos y dy = dx.

方程两边积分得 x = sin y + C2，将初值条件 y(2) = 0代入上式得 C2 = 2，

所以特解为 x = sin y + 2或 y = arcsin(x− 2).

4 综合题 (每小题 7分，共 14分)

17. Solution. 当 x ∈ (−1, 0) ∪ (0,+∞)时，f ′(x) =
x

1+x − ln(1 + x)

x2
=

x− (1 + x) ln(1 + x)

x2(1 + x)
.

当 x = 0时，f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x
= lim

x→0

ln(1 + x)− x

x2
= −1

2
.
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又 lim
x→0

x− (1 + x) ln(1 + x)

x2(1 + x)
= lim

x→0

x− (1 + x) ln(1 + x)

x2
= lim

x→0

1− ln(1 + x)− 1

2x
= −1

2
= f ′(0)，

所以 f ′(x)在点 x = 0处连续.

18. Solution.y′ = 1

2
√
x
−

√
x

2
.

所以 ds =
√

1 + y′2 dx =

√
1 +

1

4x
+

x

4
− 1

2
dx =

√(
1

2
√
x
+

√
x

2

)2

dx =
1

2

(
1√
x
+
√
x

)
dx.

故 s =
1

2

ˆ 4

1

(
1√
x
+
√
x

)
dx =

1

2

[
2
√
x+

2

3
x

3
2

]4
1

=
1

2

(
4 +

16

3
− 2− 2

3

)
=

10

3
.

5 证明题 (每小题 5分，共 10分)

19. Proof. 显然 x = 0是方程 (x+ 1)2n = x2n + 1的一个实根.

令 f(x) = (x+ 1)2n − x2n − 1，则 f ′(x) = 2n
[
(x+ 1)2n−1 − x2n−1

]
.

由于 t2n−1 是严格单增函数，所以 f ′(x) > 0，f(x)在 (−∞,+∞)上严格单增.

因此方程 (x+ 1)2n = x2n + 1只有唯一实根 x = 0.

20. Solution. 根据积分中值定理，∃ ξ ∈ [a, b]，使得 f(ξ) =
1

b− a

ˆ b

a

f(x) dx.

所以

f(x) =f(ξ) + f(x)− f(ξ) ≤ |f(ξ)|+
∣∣∣∣ˆ x

ξ

f ′(t) dt
∣∣∣∣

≤ 1

b− a

∣∣∣∣∣
ˆ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣ˆ x

ξ

|f ′(t)|dt
∣∣∣∣

≤ 1

b− a

∣∣∣∣∣
ˆ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣∣+
ˆ b

a

|f ′(t)|dt.
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1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. 以下关于数列的命题，正确的是（ ）.

一个有界数列与一个无界数列的和是无界数

列

A. 两个无界数列的和是无界数列B.

一个有界数列与一个无界数列的乘积是无界

数列

C. 两个无界数列的乘积是无界数列D.

2. 设函数 f(x)在 x = a处可导，则函数 3
√

f(x)在 x = a处（ ）.

可导A. 不连续B.

连续但不一定可导C. 不可导D.

3. 设函数 f(x)在区间 (a, b)内连续，则 f(x)在区间 (a, b)内（ ）.

有界A. 可导B.

存在最大值C. 原函数存在D.

4. 函数 f(x) = x4 − 2x3 有（ ）.

一个极小值和一个极大值A. 一个极小值B.

两个极小值C. 两个极大值D.

5. 设函数 f(x)在区间 (a, b)内满足 f ′(x) < 0，f ′′(x) > 0，则在区间 (a, b)内（ ）.

f(x)单调减少，曲线 y = f(x)下凸A. f(x)单调减少，曲线 y = f(x)上凸B.

f(x)单调增加，曲线 y = f(x)下凸C. f(x)单调增加，曲线 y = f(x)上凸D.
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6. 设M =

ˆ π
4

0

√
sinx dx，N =

ˆ π
4

0

√
secx dx，K =

ˆ π
4

0

√
tanx dx，则M,N,K 的大小关系为（ ）.

M < N < KA. M < K < NB.

N < M < KC. K < N < MD.

2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7. 设 u = x+ a ln(1− x) + bx sin(3x)是 x的 3阶无穷小，则 a = ，b = .

8. 曲线 y = x3 − 6x2 + 5x+ 3的拐点坐标为 .

9. lim
x→0

ˆ 1−cos x

0

tan t dt

sinx4
= .

10. 曲线 x = 2 cos3 t，y = 2 sin3 t，0 ≤ t ≤ 2π的长度为 .

3 计算题 (每小题 7分，共 42分)

11. 求曲线 y =
√
4x2 + 2x+ 5(x > 0)的渐近线.

12. 写出 f(x) = ln(1 + x)带 Lagrange余项的 n阶Maclaurin公式.

13. 求不定积分 I =

ˆ √
x− 3

2x
dx.
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14. 求定积分 I =

ˆ 1
2

0

x arcsinx dx.

15. 求反常积分 I =

ˆ +∞

0

e−2x sinx dx.

16. 求微分方程 y′ +
y

x
= y2 lnx的通解.

4 综合题 (每小题 7分，共 14分)

17. 设函数 f(x) =

(1 + x)
1
x , x ∈ (−1, 0) ∪ (0,+∞),

e, x = 0
，求 f ′(x)并讨论 f ′(x)的连续性.
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18. 求平面图形 0 ≤ y ≤ cosx，0 ≤ x ≤ π

2
绕 y轴旋转所得立体的体积.

5 证明题 (每小题 5分，共 10分)

19. 设函数 f(x)在区间 [a, b]上二阶可导，且 f(a) = f(b)，|f ′′(x)| ≤ M，证明：

|f ′(a) + f ′(b)| ≤ M(b− a).

20. 设 f(x)在区间 [a, b]上二阶可导，并且 f ′′(x) ≤ 0，证明：

ˆ b

a

f(x) dx ≥ (b− a)(f(a) + f(b))

2
.
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2018-2019学年微积分（一）（上）期末考试参考答案

1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. Solution. A.

对于 A选项，假设 {an}是一个有界数列，{bn}是一个无界数列，

即 ∀n ∈ N+，∃M > 0，使得 |an| ≤ M，又 ∀N > 0，∃n0 ∈ N+，使得 |bn0
| > N .

则 |an0
+ bn0

| ≥ |bn0
| − |an0

| ≥ N −M，∀N −M > 0，所以 {an + bn}是一个无界数列.

对于 B选项，考虑 an = n，bn = −n，则 an + bn ≡ 0，{an + bn}是一个有界数列.

对于 C选项，考虑 an = 0，bn = n，则 anbn ≡ 0，{anbn}是一个有界数列.

对于 D选项，考虑 an =

n, n = 2k,

0, n = 2k − 1
，bn =

0, n = 2k,

n, n = 2k − 1
，其中 k ∈ N+，

则 anbn ≡ 0，{anbn}是一个有界数列.

2. Solution. C.

由题意可知 lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
存在，所以 lim

x→a
(f(x)− f(a)) = lim

x→a

f(x)− f(a)

x− a
· lim
x→a

(x− a) = 0，

即 lim
x→a

f(x) = f(a)，所以 lim
x→a

3
√
f(x) = 3

√
lim
x→a

f(x) = 3
√

f(a)， 3
√
f(x)在 x = a处连续.

考虑 f(x) = x，a = 0，则 3
√
f(x) = 3

√
x在 x = 0处不可导. 所以 3

√
f(x)在 x = a处连续但不一定可导.

3. Solution. D.

对于 A选项，考虑 f(x) =
1

x
，取 a = −1，b = 1，则 f(x)在区间 (a, b)内连续但无界.

对于 B，C选项，考虑 f(x) = |x|，取 a = −1，b = 1，则 f(x)在区间 (a, b)内连续但不存在最大值，

并且存在不可导点 x = 0.

连续函数在区间内必然可积，所以 D选项正确.

4. Solution. B.

f ′(x) = 4x3 − 6x2 = 2x2(2x− 3)，

所以函数 f(x)在区间

(
−∞,

3

2

)
上单调递减，在区间

(
3

2
,+∞

)
上单调递增.
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函数 f(x)只有一个唯一的极小值点 x =
3

2
，没有极大值点.

5. Solution. A.

由 f ′(x) < 0，f ′′(x) > 0可知函数 f(x)在区间 (a, b)内单调递减，曲线 y = f(x)下凸.

6. Solution. B.

在区间
[
0,

π

4

]
内，sinx ≤ tanx ≤ secx，所以M < K < N .

2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7. Solution. a = 1，b =
1

6
.

由 Taylor公式，

u = x+ a ln(1− x) + bx sin(3x) =x− a

(
x+

x2

2
+

x3

3
+ o(x3)

)
+ bx

(
3x+ o(x2)

)
=(1− a)x+

(
−a

2
+ 3b

)
x2 − a

3
x3 + o(x3).

所以 1− a = 0，−a

2
+ 3b = 0，解得 a = 1，b =

1

6
.

8. Solution. (2,−3).

y′ = 3x2 − 12x+ 5，y′′ = 6x− 12，令 y′′ = 0得 x = 2，且当 x < 2时，y′′ < 0，当 x > 2时，y′′ > 0，

所以曲线 y = x3 − 6x2 + 5x+ 3具有拐点 (2,−3).

9. Solution. 1
8
.

lim
x→0

ˆ 1−cos x

0

tan t dt

sinx4
= lim

x→0

tan(1− cosx) · sinx
4x3

= lim
x→0

1− cosx
4x2

= lim
x→0

sinx
8x

=
1

8
.

10. Solution. 12.

ds =
√

x′2(t) + y′2(t) dt =
√
(−6 cos2 t sin t)2 + (6 sin2 t cos t)2 dt = 6

√
sin2 t cos2 t dt = 3| sin 2t|dt.

故 s = 3

ˆ 2π

0

| sin 2t|dt = 6

ˆ π

0

| sinu|du = 12

ˆ π
2

0

sinu du = 12.

3 计算题 (每小题 7分，共 42分)

11. Solution. 曲线没有竖直渐近线.

lim
x→+∞

y

x
= lim

x→+∞

√
4x2 + 2x+ 5

x
= lim

x→+∞

√
4 +

2

x
+

5

x2
= 2，
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lim
x→+∞

(y − 2x) = lim
x→+∞

(√
4x2 + 2x+ 5− 2x

)
= lim

x→+∞

2x+ 5√
4x2 + 2x+ 5 + 2x

= lim
x→+∞

2 + 5
x√

4 + 2
x + 5

x2 + 2
=

1

2
.

所以曲线的斜渐近线为 y = 2x+
1

2
.

12. Solution. f(x) = x− x2

2
+

x3

3
− · · ·+ (−1)n−1

n
xn +Rn(x)，

其中 Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
xn+1，ξ介于 0与 x之间.

由于 f (n+1)(x) =
(−1)n n!

(1 + x)n+1
，所以 Rn(x) =

(−1)n xn+1

(n+ 1)(1 + ξ)n+1
.

13. Solution. 令 u =
√
x− 3，则 x = t2 + 3，dx = 2u du，

I =

ˆ √
x− 3

2x
dx =

ˆ
u

2(u2 + 3)
· 2u du

=

ˆ (
1− 3

u2 + 3

)
du

=u− 3 · 1√
3
arctan

u√
3
+ C =

√
x− 3−

√
3 arctan

√
x− 3

3
+ C.

14. Solution.

I =
1

2

ˆ 1
2

0

arcsinx dx2 =
1

2
x2 arcsinx

∣∣∣∣ 12
0

− 1

2

ˆ 1
2

0

x2

√
1− x2

dx

=
1

8
· π
6
− 1

2

ˆ π
6

0

sin2 t
cos t

· cos t dt

=
π

48
− 1

4

ˆ π
6

0

(1− cos 2t) dt

=
π

48
− 1

4

(
π

6
− 1

2
sin

π

3

)
=

√
3

16
− π

48
.

15. Solution. 记 J =

ˆ
e−2x sinx dx，则

J = −
ˆ

e−2x d cosx =− e−2x cosx− 2

ˆ
e−2x cosx dx

=− e−2x cosx− 2

ˆ
e−2x d sinx

=− e−2x cosx− 2e−2x sinx− 4

ˆ
e−2x sinx dx

=− e−2x cosx− 2e−2x sinx− 4J.

所以 J = −1

5
e−2x cosx− 2

5
e−2x sinx+ C，

I =

ˆ +∞

0

e−2x sinx dx =

[
−1

5
e−2x cosx− 2

5
e−2x sinx

]+∞

0

=
1

5
.
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16. Solution. 令 u =
1

y
，则 u′ = − y′

y2
，所以 y′ = − u′

u2
.

微分方程 y′ +
y

x
= y2 lnx变形为 − u′

u2
+

1

xu
=

lnx
u2
，即 u′ − 1

x
u = − lnx.

由一阶非齐次线性微分方程的通解公式得

u =e−
´
(− 1

x ) dx
(
C +

ˆ
(− lnx) e

´
(− 1

x ) dx dx
)

=x

[
C −

ˆ
lnx · d (lnx)

]
= x

(
C − 1

2
ln2 x

)
.

所以原方程通解为 xy

(
C − 1

2
ln2 x

)
= 1.

4 综合题 (每小题 7分，共 14分)

17. Solution. 当 x ∈ (−1, 0) ∪ (0,+∞)时，ln f(x) =
ln(1 + x)

x
，

所以 f ′(x) = f(x) ·
x

1+x − ln(1 + x)

x2
= (1 + x)

1
x · x− (1 + x) ln(1 + x)

x2(1 + x)
.

当 x = 0时，

f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x
= lim

x→0

(1 + x)
1
x − e

x

= e · lim
x→0

e
ln(1+x)

x −1 − 1

x
= e · lim

x→0

ln(1 + x)− x

x2

=e · lim
x→0

x− 1
2x

2 + o(x2)− x

x2
= − e

2
.

又

lim
x→0

f ′(x) = lim
x→0

(1 + x)
1
x · x− (1 + x) ln(1 + x)

x2(1 + x)

= e · lim
x→0

x− (1 + x) ln(1 + x)

x2

= e · lim
x→0

1− ln(1 + x)− 1

2x
= − e

2
= f ′(0),

所以 f ′(x)在点 x = 0处连续. 当 x ∈ (−1, 0) ∪ (0,+∞)时，f ′(x)显然连续，

故 f ′(x)在 (−1,+∞)上处处连续.

18. Solution.旋转体的体积 V =

ˆ π
2

0

2πxf(x) dx =2π

ˆ π
2

0

x cosx dx

=2π

ˆ π
2

0

x d sinx = 2π

(
x sinx

∣∣∣∣π2
0

−
ˆ π

2

0

sinx dx

)
=2π

(π
2
− 1
)
= π2 − 2π.
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5 证明题 (每小题 5分，共 10分)

19. Proof. 由 Taylor公式，

f(b) = f(a) + f ′(a)(b− a) +
f ′′(ξ1)

2
(b− a)2,

f(a) = f(b) + f ′(b)(a− b) +
f ′′(ξ2)

2
(a− b)2,

其中 ξ1, ξ2 介于 a与 b之间. 上述两式相减得

f(b)− f(a) = 0 =f(a)− f(b) + (b− a)(f ′(a) + f ′(b)) +
1

2
(b− a)2(f ′′(ξ1)− f ′′(ξ2))

=(b− a)(f ′(a) + f ′(b)) +
1

2
(b− a)2(f ′′(ξ1)− f ′′(ξ2)).

所以

|f ′(a) + f ′(b)| =1

2
(b− a)|f ′′(ξ1)− f ′′(ξ2)|

≤1

2
(b− a)(|f ′′(ξ1)|+ |f ′′(ξ2)|)

=M(b− a).

20. Solution. 令 F (t) =

ˆ t

a

f(x) dx− (t− a)(f(a) + f(t))

2
(x ≥ a)，

则 F ′(t) = f(t)− f(a) + f(t) + (t− a)f ′(t)

2
，

F ′′(t) = f ′(t)− 1

2
f ′(t)− 1

2
[f ′(t) + (t− a)f ′′(t)] = −1

2
(t− a)f ′′(t) ≥ 0.

所以 F ′(t)在 [a,+∞)上单调递增，F ′(t) ≥ F ′(a) = 0，

所以 F (t)在 [a,+∞)上单调递增，F (t) ≥ F (a) = 0，

因此

ˆ b

a

f(x) dx ≥ (b− a)(f(a) + f(b))

2
.
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CHAPTER 15

2016-2017学年微积分（一）（上）期末考试

1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. 设数列 {xn}与 {yn}满足 lim
n→∞

xnyn = 0，则下列命题正确的是（ ）.

若 {xn}发散，则 {yn}必发散A. 若 {xn}收敛，则 {yn}必收敛B.

若 {xn}有界，则 {yn}必为无穷小C. 若

{
1

xn

}
有界，则 {yn}必为无穷小D.

2. 设函数 f(x)在 (−∞,+∞)上有定义，且 lim
x→∞

f(x) = a ̸= 0，g(x) =


f

(
1

x

)
, x ̸= 0,

a, x = 0

，则 x = 0是函

数 g(x)的（ ）.

连续点A. 跳跃间断点B.

无穷间断点C. 可去间断点D.

3. 当 x → 1时，无穷小量 lnx2 的无穷小主部为（ ）.

xA. x2 − 1B.

2(1− x)C. 2(x− 1)D.

4. 若函数 f(x)在原点处连续，F (x) = f(x)| sinx|，则 f(0) = 0是 F ′(0)存在的（ ）.

充要条件A. 充分但非必要条件B.

必要但非充分条件C. 既非充分也非必要条件D.

5. 设函数 f(x)在 (−∞,+∞)上连续，其导函数图形如右图所示，则 f(x)的极值点的个数为（ ）.

1A. 2B.

3C. 4D.

6. 若函数 f(x) = 2
1
x + arctan

x|x|
(x− 1)(x− 2)

，则直线（ ）不是此函数的渐近线.

x = 0A. y = 1− π

4
B.

x = 2C. y = 1 +
π

4
D.

213
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2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7. lim
x→0

ˆ x

0

ln(1 + t2) dt

sinx3
= .

8.
ˆ 1

0

x(1− x)99 dx = .

9. 设点 (1, 4)为曲线 y = ax3 + bx2 的拐点，则 a = ，b = .

10.
ˆ π

2

−π
2

(
x3

1 + sin4 x
+ sin4 x cosx

)
dx = .

3 计算题 (每小题 7分，共 42分)

11. 设函数 y = f(x)是由方程 e2x+y − cos(xy) = e− 1所确定的隐函数，求导数
dy
dx

∣∣∣∣
x=0

.

12. 设函数 y = y(x)由方程

x = 2t− t2,

y = 3t− t3
确定，求导数

dy
dx
和

d2y
dx2

.

13. 求定积分 I =

ˆ π

0

sin5 x
√
1− sin2 x dx.
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14. 求极限 l = lim
n→+∞

[(
1 +

1

n

)(
1 +

2

n

)
· · ·
(
1 +

n

n

)] 1
n

.

15. 求微分方程 y′ − ex−y = 1的通解.

16. 求反常积分 I =

ˆ +∞

1

ln (
√
x+ 1)

x2
dx.

4 综合题 (每小题 7分，共 14分)

17. 设曲线段 y = ax2(a > 0, 0 ≤ x ≤ 1)与 x轴及直线 x = 1围成一个曲边三角形 A，图形 A绕 x轴旋转

一周得到的旋转体的体积记为 V1，图形 A绕直线 x = 1旋转一周得到的旋转体的体积记为 V2，求 a取

何值时体积差 V2 − V1 最大？
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18. 应用微分学知识讨论方程 x lnx+ a = 0的根问题：

（1）a取何值时，该方程有一个实根？

（2）a取何值时，该方程有两个实根？

5 证明题 (每小题 5分，共 10分)

19. 设函数 f(x)在 [a, b]（a > 0）上有二阶连续导数，并且在区间内部取得最小值−1，f(a) = f(b) = 1，证

明存在 ξ ∈ (a, b)，使得 f ′′(ξ) =
16

(b− a)2
.

20. 设 f(x)是区间 [a, b]上单调递减的连续函数，则有

ˆ b

a

(x− a)3f(x) dx ≤ (b− a)3

4

ˆ b

a

f(x) dx.



CHAPTER 16

2016-2017学年微积分（一）（上）期末考试参考答案

1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. Solution. D.

对于 A选项，考虑 xn =

n, n = 2k,

0, n = 2k − 1
，yn =

0, n = 2k,

n, n = 2k − 1
，其中 k ∈ N+，

则 xnyn ≡ 0，但 {xn}与 {yn}均发散.

对于 B，C选项，考虑 xn = 0，yn = n，则 xnyn ≡ 0，{xn}收敛、有界，但 {yn}发散.

对于 D选项，即存在M > 0使得

∣∣∣∣ 1xn

∣∣∣∣ ≤ M 对任意的 n成立，

所以 lim
n→∞

|yn| = lim
n→∞

|xnyn|
|xn|

≤ lim
n→∞

M |xnyn| = 0，故 {yn}为无穷小.

2. Solution. A.

由题意可知 lim
x→0

g(x) = lim
x→0

f

(
1

x

)
= lim

t→∞
f(t) = a = g(0)，

所以函数 g(x)在 x = 0处连续.

3. Solution. D.

设 lim
x→1

lnx2

c(x− 1)k
= 1，则

1 = lim
x→1

lnx2

c(x− 1)k
= lim

x→1

2 lnx
c(x− 1)k

= lim
x→1

2

ck(x− 1)k−1x
= lim

x→1

2

ck(x− 1)k−1
.

所以 k = 1，c = 2，无穷小主部为 2(x− 1).

4. Solution. A.

若 f(0) = 0，因为 f(x)在 x = 0处连续，所以 lim
x→0

f(x) = 0.

217
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又 F (0) = 0，则

lim
x→0

F (x)− F (0)

x− 0
= lim

x→0

f(x)| sinx|
x

= lim
x→0

f(x) · | sinx|
x

.

由于 lim
x→0

f(x) = 0，且
| sinx|

x
在 x → 0时是有界变量，无穷小量乘有界变量仍为无穷小量，

故 F ′(0) = 0，即 F ′(0)存在.

若 F (x)在 x = 0处可导，则 lim
x→0

F (x)− F (0)

x
存在，即 lim

x→0

f(x)| sinx|
x

存在.

分别考察左右极限：

lim
x→0+

f(x)| sinx|
x

= lim
x→0+

f(x)
sinx
x

= f(0) · 1 = f(0),

lim
x→0−

f(x)| sinx|
x

= lim
x→0−

f(x)
− sinx

x
= f(0) · (−1) = −f(0).

因为极限存在，左右极限必须相等，所以 f(0) = −f(0)，解得 f(0) = 0.

因此 f(0) = 0是 F ′(0)存在的充要条件.

5. Solution. D.

由图可知 f ′(x)在 x < 0时有一次变号，在 x > 0时有两次变号，并且 f ′(0−) < 0，f ′(0+) > 0，

所以 x = 0也是 f(x)的极值点.故 f(x)的极值点的个数为 4.

6. Solution. C.

因为 lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

2
1
x = +∞，所以 x = 0是函数 f(x)的竖直渐近线.

又 lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

[
2

1
x + arctan

x|x|
(x− 1)(x− 2)

]
= 1 + lim

x→−∞
arctan

−x2

(x− 1)(x− 2)
= 1− π

4
，

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

[
2

1
x + arctan

x2

(x− 1)(x− 2)

]
= 1 + lim

x→−∞
arctan

x2

(x− 1)(x− 2)
= 1 +

π

4
.

所以 y = 1− π

4
与 y = 1 +

π

4
是函数 f(x)的水平渐近线.

2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7. Solution. 1
3
.

lim
x→0

ˆ x

0

ln(1 + t2) dt

sinx3
= lim

x→0

ln(1 + x2)

3x2
=

1

3
.

8. Solution. 1

10100
.

令 1− x = u，则

ˆ 1

0

x(1− x)99 dx =

ˆ 0

1

(1− u)u99(−du) =
ˆ 1

0

(u99 − u100) du =
1

100
− 1

101
=

1

10100
.

9. Solution. a = −2，b = 6.

y′ = 3ax2 + 2bx，y′′ = 6ax+ 2b.

所以 y′′(1) = 6a+ 2b = 0，y(1) = a+ b = 4，解得 a = −2，b = 6.
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10. Solution. 2
5
.

由于 y =
x3

1 + sin4 x
是奇函数，所以

ˆ π
2

−π
2

x3

1 + sin4 x
dx = 0.

故 ˆ π
2

−π
2

(
x3

1 + sin4 x
+ sin4 x cosx

)
dx =

ˆ π
2

−π
2

sin4 x cosx dx

=2

ˆ π
2

0

sin4 x d sinx

=
2

5
sin5 x

∣∣∣∣π2
0

=
2

5
.

3 计算题 (每小题 7分，共 42分)

11. Solution. 方程 e2x+y − cos(xy) = e− 1两边对 x求导，得

e2x+y(2 + y′) + sin(xy)(y + xy′) = 0.

将 x = 0，y = f(0) = 1代入上式，得 e(2 + y′|x=0) = 0，所以
dy
dx

∣∣∣∣
x=0

= −2.

12. Solution. dy
dx

=
dy
dt
dx
dt

=
3− 3t2

2− 2t
=

3(1 + t)

2
，

d2y
dx2

=
d
dt

(
dy
dx

)
· dt
dx

=

(
3(1 + t)

2

)′

· 1

2− 2t
=

3

4(1− t)
.

13. Solution.

I =

ˆ π

0

sin5 x| cosx|dx =

ˆ π
2

0

sin5 x cosx dx+

ˆ π

π
2

sin5 x(− cosx) dx

=

ˆ π
2

0

sin5 x d sinx−
ˆ π

π
2

sin5 xd sinx

=
1

6
sin6 x

∣∣∣∣π2
0

− 1

6
sin6 x

∣∣∣∣π
π
2

=
1

3
.

14. Solution.
l = exp

{
lim

n→+∞

1

n

[
ln
(
1 +

1

n

)
+ ln

(
1 +

2

n

)
+ · · ·+ ln

(
1 +

n

n

)]}
= exp

{
lim

n→+∞

1

n

n∑
k=1

ln
(
1 +

k

n

)}

= exp
[ˆ 1

0

ln(1 + x) dx
]
= exp

[
x ln(1 + x)

∣∣∣∣∣
1

0

−
ˆ 1

0

(
1− 1

x+ 1

)
dx

]

= exp

[
ln 2− 1 + ln(1 + x)

∣∣∣∣∣
1

0

]
= e2 ln 2−1 =

4

e
.

15. Solution.

法一. 令 u = y − x，则
du
dx

=
dy
dx

− 1，原方程可化为
du
dx

= e−u，即 eu du = dx，
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两边积分得 eu = x+ C，所以原方程的通解为 ey−x = x+ C.

法二. 方程两边同乘 ey，得 eyy′ − ex = ey，即 (ey)′ = ex + ey .

这是一个关于 ey 的一阶非齐次线性微分方程，由通解公式得

ey = e−
´
−dx

(
C +

ˆ
exe−

´
dx dx

)
= ex

(
C +

ˆ
dx
)

= ex(x+ C).

16. Solution. 令 u =
√
x+ 1，则 x = (u− 1)2，dx = 2(u− 1) du，

I =

ˆ +∞

2

lnu
(u− 1)4

· 2(u− 1) du = 2

ˆ +∞

2

lnu
(u− 1)3

du

=−
ˆ +∞

2

lnud
1

(u− 1)2
= − lnu

(u− 1)2

∣∣∣∣+∞

2

+

ˆ +∞

2

1

u(u− 1)2
du

= ln 2 +
ˆ +∞

2

[
1

u
− 1

u− 1
+

1

(u− 1)2

]
du

= ln 2 +
[
ln

u

u− 1
− 1

u− 1

]+∞

2

= ln 2− ln 2 + 1 = 1.

4 综合题 (每小题 7分，共 14分)

17. Solution. V1 =

ˆ 1

0

πy2dx = πa2
ˆ 1

0

x4dx =
πa2

5
，V2 =

ˆ a

0

π(1− x)2dy = 2πa

ˆ 1

0

(1− x)2xdx =
πa

6
.

故 V2 − V1 =
πa

6
− πa2

5
. 令

d
da

(V2 − V1) =
π

6
− 2πa

5
= 0，解得 a =

5

12
.

由于
d2

da2
(V2 − V1) = −2π

5
< 0，所以当 a =

5

12
时，体积差 V2 − V1 最大.

18. Solution. 令 f(x) = x lnx，则 f ′(x) = lnx+ 1，

当 0 < x <
1

e
时，f ′(x) < 0，函数 f(x)单调递减；当 x >

1

e
时，f ′(x) > 0，函数 f(x)单调递增.

f(0+) = lim
x→0+

x lnx = 0，f

(
1

e

)
= −1

e
，f(+∞) = +∞.

（1）当 −a ≥ 0或 −a = −1

e
，即 a ≤ 0或 a =

1

e
时，方程 x lnx+ a = 0有一个实根.

（2）当 −a ∈
(
−1

e
, 0

)
，即 a ∈

(
0,

1

e

)
时，方程 x lnx+ a = 0有两个实根.

5 证明题 (每小题 5分，共 10分)

19. Proof. 由题意可知，存在 c ∈ (a, b)，使得 f ′(c) = 0且 f(c) = −1.

由 Taylor公式，

f(a)− f(c) = 2 = f ′(c)(a− c) +
f ′′(ξ1)

2
(a− c)2 =

f ′′(ξ1)

2
(c− a)2,

f(b)− f(c) = 2 = f ′(c)(b− c) +
f ′′(ξ2)

2
(b− c)2 =

f ′′(ξ2)

2
(b− c)2,
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其中 ξ1, ξ2 介于 a与 b之间. 上述两式即 f ′′(ξ1) =
16

[2(c− a)]2
，f ′′(ξ2) =

16

[2(b− c)]2
.

记M = max{2(c− a), 2(b− c)}，N = min{2(c− a), 2(b− c)}，则 N ≤ b− a ≤ M，

所以
16

M2
≤ 16

(b− a)2
≤ 16

N2
.

因为 f ′′(x)在 [a, b]上连续，由介值定理可知，存在 ξ ∈ (a, b)使得 f ′′(ξ) =
16

(b− a)2
.

20. Solution. 令 F (t) =

ˆ t

a

(x− a)3f(x) dx− (t− a)3

4

ˆ t

a

f(x) dx（a ≤ t ≤ b），

则

F ′(t) =(t− a)3f(t)− 3(t− a)2

4

ˆ t

a

f(x) dx− (t− a)3

4
f(t)

=
3(t− a)3

4
f(t)− 3(t− a)2

4

ˆ t

a

f(x) dx

=
3(t− a)2

4

[
(t− a)f(t)−

ˆ t

a

f(x) dx
]
.

由积分中值定理，存在 ξ ∈ (a, t)使得

ˆ t

a

f(x) dx = (t− a)f(ξ)，

所以 F ′(t) =
3(t− a)2

4

[
(t− a)f(t)−

ˆ t

a

f(x) dx
]
=

3(t− a)3

4
[f(t)− f(ξ)].

因为 f(x)在 [a, b]上单调递减，所以 f(t) ≤ f(ξ)，故 F ′(t) ≤ 0，F (t)在 [a, b]上单调递减.

因此 F (b) ≤ F (a) = 0，即

ˆ b

a

(x− a)3f(x) dx ≤ (b− a)3

4

ˆ b

a

f(x) dx.
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CHAPTER 1

2024-2025学年微积分（B）（下）期中考试

1 基本计算题 (每小题 6分，共 60分)

1. 设M0(2,−1, 1)，M1(3, 2,−1)，M2(1, 3,−2)是空间三点，l为与向量 2
−−−−→
M0M1 − 2

−−−−→
M0M2 方向相同的单

位向量，求以 l，
−−−−→
M0M1 为邻边的平行四边形的面积 S.

2. 已知单位向量
−→
OA与三个坐标轴正向的夹角相等，且夹角的方向余弦为正，点 B是点M(1, 1,−1)关于

点 N(−1, 2, 1)的对称点，求 ∠AOB 的角平分线上的单位向量.

3. 求二重极限 lim
x→0
y→0

ln
(
1 + 2x2 + 2y2

)√
x2 + y2 sin

√
x2 + y2

.
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4. 将曲线 L :

z = x2 + 1,

y = 0
绕 z轴旋转一周得到一个旋转曲面 S，求该旋转曲面 S与平面 x+ y+ z = 1

的交线的参数方程.

5. 设函数 f(x, y) = x2(y − 3) + (x− 1) arctan
√

x

y
，求 df |(1,3).

6. 设 u = f(x, y, z) 有连续的一阶偏导数，y = y(x) 由方程 exy = xy + 2 确定，z = z(x) 由方程 ex =ˆ x−z

0

et
2

dt确定，求
du
dx

.

7. 计算二次积分 I =

ˆ 4

0

dx
ˆ 2

√
x

1√
1 + y3

dy.
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8. 设函数 z = g
(y
x

)
+ f

(
xy,

x

y

)
，其中 f(u, v)具有二阶连续的偏导数，g(t)二阶导数连续，试求

∂2z

∂x∂y
.

9. 计算二重积分

I =

¨

D

(
x2y +

(
y3 + x

)√
x2 + y2

)
dx dy,

其中 D : x2 + y2 ≤ 2x.

10. 计算三重积分 I =

˚

V

(y + 2z) dV，其中 V 由锥面 z =
√
x2 + y2 与 z =

√
1− x2 − y2 所围成.

2 综合题 (每小题 8分，共 40分)

11. 设向量a = (2,−1, 1)，b = (1, 2, 3)，向量 d与向量a，b均垂直，且与 z轴夹锐角，求函数 u = xy+2y+3zx

在点M0(1,−2, 1)处沿方向 d的方向导数.
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12. 设曲线

x2 + y2 + z2 = 6,

x+ y + z = 0
在点 Q(1, 1,−2)处的切线为 l，曲面 xy + z = 0在点 P0(2, 1,−2)处的切

平面为 π，求切线 l在平面 π上的投影直线的方程.

13. 记曲面 z = x2 + y2 − xy + x+ y在区域 D : x ≤ 0, y ≤ 0, x+ y ≥ −3上的最低点为 Q，求过点 Q且与

直线

x+ 2y − z = 1,

2x+ y − z = 0
垂直的平面方程.

14. 讨论函数 f(x, y) =


sin(xy2)
x2 + y2

, (x, y) ̸= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0)

在原点处的连续性、偏导数存在性及可微性.

15. 设函数 f(x, y)在全平面内可微，且满足 x
∂f

∂x
+ y

∂f

∂y
= 0，证明：

∀ t ∈ R，f(tx, ty) = f(x, y)，即 f(x, y)恒为常数.
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2024-2025学年微积分（B）（下）期中考试参考答案

1 基本计算题 (每小题 6分，共 60分)

1. Solution. 由题可知
−−−−→
M0M1 = (1, 3,−2)，

−−−−→
M0M2 = (−1, 4,−3)，

所以 2
−−−−→
M0M1 − 2

−−−−→
M0M2 = (4,−2, 2)，l =

1√
6
(2,−1, 1).

S = |l×
−−−−→
M0M1| =

1√
6
|(−1, 5, 7)| = 5

√
2

2
.

2. Solution. 由题可知
−→
OA =

1√
3
(1, 1, 1)，B(−3, 3, 3)，

−−→
OB = 3(−1, 1, 1).

设
−−→
OB 方向上的单位向量为 u，则 u =

1√
3
(−1, 1, 1).

故 ∠AOB 的角平分线上的单位向量为

−→
OA+ u

|
−→
OA+ u|

=
(0, 2√

3
, 2√

3
)

2
√
2√
3

=
1√
2
(0, 1, 1).

3. Solution.

l = lim
x→0
y→0

ln
(
1 + 2x2 + 2y2

)√
x2 + y2 sin

√
x2 + y2

= lim
x→0
y→0

2x2 + 2y2√
x2 + y2 ·

√
x2 + y2

= lim
x→0
y→0

2(x2 + y2)

x2 + y2
= 2.

4. Solution. 由题可得 S 的方程为 z = x2 + y2 + 1，所以交线为

z = x2 + y2 + 1,

x+ y + z = 1.

消去 z得 x2 + y2 + x+ y = 0，即

(
x+

1

2

)2

+

(
y +

1

2

)2

=
1

2
.

令


x =

√
2

2
cos θ − 1

2
,

y =

√
2

2
sin θ − 1

2

(0 ≤ θ < 2π)，则 z = 1− x− y = 2−
√
2

2
(cos θ + sin θ) = 2− sin

(
θ +

π

4

)
.
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因此交线的参数方程为


x =

√
2

2
cos θ − 1

2
,

y =

√
2

2
sin θ − 1

2
,

z = 2− sin
(
θ +

π

4

) (0 ≤ θ < 2π).

5. Solution. 方程 f(x, y) = x2(y − 3) + (x− 1) arctan
√

x

y
两边全微分，得

df =2x dx · (y − 3) + x2dy + dx · arctan
√

x

y
+ (x− 1) · 1

1 + x
y

· 1

2
√

x
y

·
(
y dx− x dy

y2

)

=2x(y − 3) dx+ x2 dy + arctan
√

x

y
dx+ (x− 1) · y dx− x dy

2y2
√

x
y

(
1 + x

y

) .

所以 df |(1,3) = dy + arctan
1√
3
dx =

π

6
dx+ dy.

6. Solution. 令 F (x, y) = exy − xy − 2，

注意到当 xy = 0时，方程 exy = xy + 2不成立，所以 F (x, y)的定义域为 x ̸= 0, y ̸= 0.
dy
dx

= −F ′
x

F ′
y

= − yexy − y

xexy − x
= −y

x
.

令 G(x, z) = ex −
ˆ x−z

0

et
2

dt，

注意到当 x− z = 0时，方程 ex =

ˆ x−z

0

et
2

dt不成立，所以 G(x, z)的定义域为 x ̸= z.

dz
dx

= −G′
x

G′
z

= −ex − e(x−z)2

e(x−z)2
.

所以
du
dx

= f ′
1 · 1 + f ′

2 ·
dy
dx

+ f ′
3 ·

dz
dx

= f ′
1 − f ′

2 ·
y

x
+ f ′

3 ·
ex − e(x−z)2

e(x−z)2
（x ̸= 0, y ̸= 0, x ̸= z）.

7. Solution. 积分区域 D如右图所示.交换积分次序得

x

y

y =
√
x

4

2

D

O

I =

ˆ 2

0

dy
ˆ y2

0

1√
1 + y3

dx =

ˆ 2

0

y2√
1 + y3

dy

=
1

3

ˆ 2

0

d
(
1 + y3

)√
1 + y3

=
2

3

√
1 + y3

∣∣∣∣2
0

=
2

3

(√
9− 1

)
=

4

3
.

8. Solution. ∂z
∂x

= g′
(y
x

)
·
(
− y

x2

)
+ f ′

1 · y + f ′
2 ·

1

y
,

∂2z

∂x∂y
=

[
− 1

x2
g′
(y
x

)
− y

x2
· 1
x
g′′
(y
x

)]
+

[
f ′
1 + y

(
xf ′′

11 −
x

y2
f ′′
12

)]
+

[
− 1

y2
f ′
2 +

1

y

(
xf ′′

21 −
x

y2
f ′′
22

)]
.

由于 f(u, v)二阶偏导数连续，所以 f ′′
12 = f ′′

21，整理得

∂2z

∂x∂y
= − 1

x2
g′
(y
x

)
− y

x3
g′′
(y
x

)
+ f ′

1 −
1

y2
f ′
2 + xyf ′′

11 −
x

y3
f ′′
22.
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9. Solution. 积分区域 D是以点 (1, 0)为圆心，半径 1的圆盘.

由于 D关于 x轴对称，且 x2y与 y3
√

x2 + y2 关于 y均为奇函数，所以

¨

D

x2y dx dy =

¨

D

y3
√

x2 + y2dx dy = 0.

故 I =

¨

D

x
√
x2 + y2 dx dy.

用极坐标代换，D的极坐标方程为 r = 2 cos θ，其中 −π

2
≤ θ ≤ π

2
，所以

I =

ˆ π
2

−π
2

dθ
ˆ 2 cos θ

0

r cos θ · r2 dr = 4

ˆ π
2

−π
2

cos5 θ dθ

=8

ˆ π
2

0

cos5 θ dθ = 8 · 4 · 2
5 · 3

=
64

15
.

10. Solution. 由积分区域 V 的对称性易知

˚

V

y dV = 0，所以

I = 2

˚

V

z dV = 2

¨

Dxy

dx dy
ˆ √

1−x2−y2

√
x2+y2

z dz,

其中 Dxy 是锥面和半球面的交线在 xOy平面上的投影区域，即 x2 + y2 ≤ 1

2
.

用柱坐标代换，锥面的方程为 z = r，半球面的方程为 z =
√
1− r2，所以

I =2

¨

Dxy

dx dy
ˆ √

1−x2−y2

√
x2+y2

z dz

=2

ˆ 2π

0

dθ
ˆ √

2
2

0

r dr
ˆ √

1−r2

r

z dz

=2π

ˆ √
2

2

0

r(1− r2 − r2) dr = π(r2 − r4)

∣∣∣∣∣
√

2
2

0

=
π

4
.

2 综合题 (每小题 8分，共 40分)

11. Solution. a× b = (−5,−5, 5)，取 d =
1√
3
(−1,−1, 1).

∇u = (y + 3z, x+ 2, 3x)，所以 ∇u|M0 = (1, 3, 3).
∂u

∂d
= ∇u|M0 · d = − 1√

3
−
√
3 +

√
3 = −

√
3

3
.

12. Solution. 设 l的一个方向向量为 l，π的一个法向量为 n.

令 F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 6，G(x, y, z) = x+ y + z，H(x, y, z) = xy + z，

则 ∇F |Q = (2x, 2y,−4z)|Q = (2, 2,−4)，∇G|Q = (1, 1, 1)，∇H|P0
= (y, x, 1) = (1, 2, 1).
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∇F |Q×∇G|Q = (6,−6, 0)，取 l = (1,−1, 0)，所以 l的方程为
x− 1

1
=

y − 1

−1
=

z + 2

0
，即

x+ y = 2,

z = −2.

取 n = ∇H|P0
= (1, 2, 1)，所以 π的方程为 x+ 2y + z − 2 = 0.

设经过 l的平面束的方程为 x+ y − 2 + λ(z + 2) = 0，令其与 π垂直，得 1 + 2 + λ = 0，解得 λ = −3，

所以直线方程为

x+ y − 3z − 8 = 0,

x+ 2y + z − 2 = 0.

13. Solution. 先求曲面在区域 D上的最低点.

考虑 D的内部. 令 z′x = 2x− y + 1 = z′y = 2y − x+ 1 = 0，解得唯一驻点 (−1,−1)，z(−1,−1) = −1.

考虑 D的坐标轴边界. 由对称性不妨只考虑在 y轴上时，

此时 x = 0，z = y2 + y =

(
y +

1

2

)2

− 1

4
∈
[
−1

4
, 6

]
.

考虑 D的斜边边界，即直线 x+ y = −3，

此时 z = x2 + (−3− x)2 − x(−3− x) + x− 3− x = 3x2 + 9x+ 6 = 3

(
x+

3

2

)2

− 3

4
∈
[
−3

4
, 6

]
.

综上所述，曲面在区域 D上的最低点为 Q(−1,−1)，z(Q) = −1.

取平面的法向量为 n = (2, 1,−1)× (1, 2,−1) = (1, 1, 3)，

所以平面方程为 x+ 1 + y + 1 + 3(z + 1) = 0，即 x+ y + 3z + 5 = 0.

14. Solution.

由于当 (x, y) → (0, 0)时，

∣∣∣∣ sin(xy2)x2 + y2

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ xy2

x2 + y2

∣∣∣∣ ≤ |x|，且 |x| → 0，

所以由夹逼定理可知 lim
x→0
y→0

sin(xy2)
x2 + y2

= 0 = f(0, 0)，因此函数 f(x, y)在原点处连续.

又 f(x, 0) = f(0, y) ≡ 0，所以 fx(0, 0) = fy(0, 0) = 0，因此函数 f(x, y)在原点处的偏导数存在.

考察 lim
x→0
y→0

f(x, y)− f(0, 0)− fx(0, 0)x− fy(0, 0)y√
x2 + y2

= lim
x→0
y→0

sin(xy2)
(x2 + y2)

√
x2 + y2

.

当 y = x, x → 0, y → 0时， lim
x→0
y→0

sin(xy2)
(x2 + y2)

√
x2 + y2

= lim
y→0

sin y3

2y2 ·
√
2|y|

=
1

2
√
2
lim
y→0

y

|y|
不存在，

所以函数 f(x, y)在原点处不可微.

15. Solution. 令 φ(t) = f(tx, ty)− f(x, y)，则 φ′(t) = x
∂f

∂x
+ y

∂f

∂y
≡ 0，

所以 φ(t) ≡ φ(1) = f(x, y)− f(x, y) = 0，f(x, y) ≡ f(tx, ty)
∣∣∣
t=0

= f(0, 0)，

因此 ∀ t ∈ R，f(tx, ty) = f(x, y)，即 f(x, y)恒为常数 f(0, 0).
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2023-2024学年微积分（一）（下）期中考试

1 基本计算题 (每小题 6分，共 60分)

1. 已知 a× (b× a) = b− 2a，且 |a| = 1，|b| = 4，求 |b+ a|.

2. 已知单位向量
−→
OA与 x轴正向的夹角为

π

3
，与 y轴正向的夹角为

π

4
，且在 z 轴上的坐标是负的.

−−→
OB =(

1,−
√
2,−1

)
，求 ∠AOB 的角平分线上的单位向量.

3. 求圆锥面 2x2 + 2y2 − z2 = 0与旋转抛物面 z = x2 + y2 的交线在 P (1, 1, 2)处的切线与法平面方程.

233
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4. 设 u = f(x, y, z) 具有连续的偏导数，z = z(x, y) 是由方程 z5 − xz4 + yz3 = 1 确定的隐函数，其中

5z2 − 4xz + 3y ̸= 0，又 f ′
1(0, 0, 1) = 2，f ′

2(0, 0, 1) = 4，f ′
3(0, 0, 1) = 1，求 du|(0,0).

5. 设 z = yf(x2 − y2)，其中 f 可导，求
1

x
zx +

1

y
zy .

6. 求积分 I =

ˆ 3

1

dx
ˆ 2

x−1

sin y2 dy.

7. 设平面区域 D = {(x, y)| − 2x ≤ x2 + y2 ≤ 4}，求二重积分 I =

¨

D

(
y cosx+

√
x2 + y2

)
dx dy.
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8. 设有直线 L :

x+ 5y + z = 0,

x− z + 4 = 0
，平面 π : x− 4y − 8z + 12 = 0，求直线 L在平面 π上的投影直线的

方程.

9. 将空间曲线

x2 + y2 + z2 = 1,

(x− 1)2 + y2 + (z − 1)2 = 1
化为参数方程.

10. 计算三重积分 I =

˚

Ω

e1−z dx dy dz，其中 Ω是三坐标面与平面 x+ y + z = 1所围成的四面体.

2 综合题 (每小题 8分，共 40分)

11. 若函数 u = az4 − bxz + x2 + y2在点 P (1, 1, 1)处沿方向 l = (2, 1, 2)的方向导数最大，求 a, b的值，并

求出最大方向导数.
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12. 已知函数 f(x, y) = x3 + y3 − (x + y)2 + 2，D 是由 x + y = 3，x = 0，y = 0所围成的平面区域，求

f(x, y)在 D上的最大值与最小值.

13. 设 z(x, y) = xy +

ˆ x

0

xe−(y+t)2 dt，求
∂2z

∂x∂y

∣∣∣∣
(1,0)

.

14. 设 f(x, y) =


x3y

x4 + y2
, x4 + y2 ̸= 0,

0, x4 + y2 = 0.

讨论函数 f(x, y)在原点处的连续性、偏导数存在性及可微性.

15. 设函数 f(x), g(x)在 [0, b]上连续且单调增加，其中 b > 0，用二重积分证明:

b

ˆ b

0

f(x)g(x) dx ≥
ˆ b

0

f(x) dx
ˆ b

0

g(x) dx
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2023-2024学年微积分（一）（下）期中考试参考答案

1 基本计算题 (每小题 6分，共 60分)

1. Solution. 由题意可得
0 = a · (a× (b× a)) =a · (b− 2a)

=a · b− 2|a|2 = a · b− 2.

所以 a · b = 2.

|b+ a| =
√

(b+ a)2 =
√
|b|2 + |a|2 + 2a · b =

√
16 + 1 + 4 =

√
21.

2. Solution. 设 α, β, γ 分别为
−→
OA与 x轴、y轴、z轴的夹角，

则由题意可得 cosα =
1

2
，cosβ =

√
2

2
. 因 cos2 α+ cos2 β + cos2 γ = 1，所以 cos γ = ±1

2
，

又
−→
OA在 z轴上的坐标是负的，所以 cos γ = −1

2
. 从而

−→
OA =

(
1

2
,

√
2

2
,−1

2

)
.

−−→
OB0 =

(
1

2
,−

√
2

2
,−1

2

)
，所以

−→
OA+

−−→
OB0

|
−→
OA+

−−→
OB0|

=

(√
2

2
, 0,−

√
2

2

)
.

即所求的 ∠AOB 的角平分线上的单位向量为

(√
2

2
, 0,−

√
2

2

)
.

3. Solution. 设 F (x, y, z) = 2x2 + 2y2 − z2，G(x, y, z) = x2 + y2 − z.

法一. 因
∂(F,G)

∂(y, z)

∣∣∣∣
P

=

∣∣∣∣∣4y −2z

2y −1

∣∣∣∣∣
P

= −4y + 2yz|P = 4 ̸= 0，

所以方程组

F (x, y, z) = 0,

G(x, y, z) = 0
可以唯一确定两个具有连续导数的隐函数 y = y(x), z = z(x).

方程组

F (x, y, z) = 2x2 + 2y2 − z2 = 0,

G(x, y, z) = x2 + y2 − z = 0
两边对 x求导，得


4x+ 4y

dy
dx

− 2z
dz
dx

= 0,

2x+ 2y
dy
dx

− dz
dx

= 0.

解得


dy
dx

= −x

y
,

dz
dx

= 0
，所以切线的方向向量可取为

(
1,
dy
dx

,
dz
dx

)
P

= (1,−1, 0)，

237
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切线的方程为
x− 1

1
=

y − 1

−1
=

z − 2

0
，

法平面的方程为 1 · (x− 1)− 1 · (y − 1) + 0 · (z − 2) = 0，即 x− y = 0.

法二. ∇F = (4x, 4y,−2z)，∇G = (2x, 2y,−1)，

取两个曲面的法向量分别为 nF =
1

4
∇F |P = (1, 1,−1)，nG = ∇G|P = (2, 2,−1)，

所以切线的方向向量可取为 nF × nG =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

1 1 −1

2 2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (1,−1, 0)，

切线的方程为
x− 1

1
=

y − 1

−1
=

z − 2

0
，

法平面的方程为 1 · (x− 1)− 1 · (y − 1) + 0 · (z − 2) = 0，即 x− y = 0.

4. Solution. 方程 z5 − xz4 + yz3 = 1两边全微分，得

5z4 dz − z4 dx− 4xz3 dz + z3 dy + 3yz2 dz = 0,

将 x = 0, y = 0, z = 1代入上式，得 5 dz − dx+ dy = 0.所以

du|(0,0) =f ′
1 dx+ f ′

2 dy + f ′
3 dz

=2 dx+ 4 dy + dz

=2 dx+ 4 dy +
1

5
(dx− dy)

=
11

5
dx+

19

5
dy.

5. Solution. zx = yf ′(x2 − y2) · 2x，zy = f(x2 − y2) + yf ′(x2 − y2) · (−2y)，

所以
1

x
zx +

1

y
zy = 2yf ′(x2 − y2) +

f(x2 − y2)

y
− 2yf ′(x2 − y2) =

f(x2 − y2)

y
.

6. Solution. 积分区域 D如右图所示.交换积分次序得

x

y

y = x− 1

1 3

2

D

O

I =

ˆ 3

1

dx
ˆ 2

x−1

sin y2 dy =

ˆ 2

0

dy
ˆ y+1

1

sin y2 dx

=

ˆ 2

0

y sin y2 dy = −1

2
cos y2

∣∣∣∣2
0

=− 1

2
cos 4 +

1

2
=

1

2
(1− cos 4).

7. Solution. 由于积分区域 D关于 x轴对称，所以

¨

D

y cosx dx dy = 0.

记 D′ = {(x, y)| − 2x ≤ x2 + y2 ≤ 4, y ≥ 0}，则 I = 2

¨

D′

√
x2 + y2 dx dy.

用极坐标代换，则
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I = 2

¨

D′

√
x2 + y2 dx dy

= 2

(ˆ π
2

0

dθ
ˆ 2

0

r2 dr +
ˆ π

π
2

dθ
ˆ 2

−2 cos θ
r2 dr

)

=
8

3
π +

16

3

ˆ π

π
2

(
1 + cos3 θ

)
dθ

=
16

3
π +

16

3

ˆ π

π
2

cos3 θ dθ

=
16

9
(3π − 2).

x

y

x2 + y2 = 4

x2 + y2 = −2x

O 2−2

D

8. Solution. 设过直线 L :

x+ 5y + z = 0,

x− z + 4 = 0
的平面束方程为 x+ 5y + z + λ(x− z + 4) = 0，

即 (1 + λ)x+ 5y + (1− λ)z + 4λ = 0.

令其与平面 π : x− 4y − 8z + 12 = 0垂直，得 (1 + λ) · 1 + 5 · (−4) + (1− λ) · (−8) = 0，解得 λ = 3.

所以直线 L在平面 π上的投影直线的方程为

4x+ 5y − 2z + 12 = 0,

x− 4y − 8z + 12 = 0.

9. Solution. 在方程组

x2 + y2 + z2 = 1,

(x− 1)2 + y2 + (z − 1)2 = 1
中消去 y，得 (x− 1)2 + (z − 1)2 = x2 + z2，

即 x+z = 1.将 z = 1−x代入 x2+y2+z2 = 1，得曲线在 xOy平面上的投影柱面方程：2x2−2x+y2 = 0，

即 4

(
x− 1

2

)2

+ 2y2 = 1. 令


x− 1

2
=

1

2
cos θ,

y =
1√
2
sin θ,

(0 ≤ θ < 2π)，则 z = 1− x =
1

2
− 1

2
cos θ，

故曲线的参数方程为


x =

1

2
+

1

2
cos θ,

y =
1√
2
sin θ,

z =
1

2
− 1

2
cos θ.

(0 ≤ θ < 2π)

10. Solution. 用截面法，

I =

˚

Ω

e1−z dx dy dz =

ˆ 1

0

e1−z dz
¨

Dz

dx dy (Dz = {(x, y)|x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 1− z})

=
1

2

ˆ 1

0

(1− z)2e1−z dz =
1

2

ˆ 1

0

z2ez dz

=
1

2

ˆ 1

0

z2dez =
1

2

(
z2ez

∣∣∣1
0
−
ˆ 1

0

2zez dz
)

=
e
2
−
ˆ 1

0

zez dz =
e
2
−
ˆ 1

0

z dez

=
e
2
−
(
zez
∣∣∣1
0
−
ˆ 1

0

ez dz
)

=
e
2
− (e− (e− 1))

=
1

2
e− 1.
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2 综合题 (每小题 8分，共 40分)

11. Solution. ∂u
∂x

= −bz + 2x，
∂u

∂y
= 2y，

∂u

∂z
= 4az3 − bx.

所以 ∇u|P = (−bz + 2x, 2y, 4az3 − bx)
∣∣
(1,1,1)

= (−b+ 2, 2, 4a− b).

由于函数沿梯度方向的方向导数最大，所以 ∇u|P //l，有

−b+ 2

2
=

2

1
=

4a− b

2
,

解得 a =
1

2
，b = −2. 此时 ∇u|P = (4, 2, 4)，所以最大方向导数为 |∇u|P | =

√
42 + 22 + 42 = 6.

12. Solution. 先考虑 D的内部. 令 f ′
x = 3x2 − 2(x+ y) = f ′

y = 3y2 − 2(x+ y) = 0，

解得唯一驻点

(
4

3
,
4

3

)
，f

(
4

3
,
4

3

)
=

(
4

3

)3

+

(
4

3

)3

−
(
4

3
+

4

3

)2

+ 2 = −10

27
.

考虑 D的坐标轴边界. 由对称性不妨只考虑在 y轴上时，

此时 x = 0，f(x, 0) = x3 − x2 + 2，令
(
x3 − x2 + 2

)′
= 3x2 − 2x = 0，解得 x = 0或

2

3
，

f (0, 0) = 2，f

(
2

3
, 0

)
= f

(
0,

2

3

)
=

50

27
.

再考虑 D的斜边边界，即直线 x+ y = 3，

此时 f = x3 + (3− x)3 − 7，令
(
x3 + (3− x)3 − 7

)′
= 3x2 − 3(3− x)2 = 0，解得 x =

3

2
，

f

(
3

2
,
3

2

)
= −1

4
，f(3, 0) = f(0, 3) = 20.

比较得函数 f(x, y)在 D上的最大值为 20，最小值为 −10

27
.

13. Solution. 令 u = y + t，则 du = dt，
ˆ x

0

xe−(y+t)2 dt = x

ˆ y+x

y

e−u2

du.

所以 z(x, y) = xy + x

ˆ y+x

y

e−u2

du，

∂z

∂x
= yxy−1 +

ˆ y+x

y

e−u2

du+ x · e−(y+x)2，

∂2z

∂x∂y
=

∂

∂y

(
yxy−1 +

ˆ y+x

y

e−u2

du+ x · e−(y+x)2
)

=xy−1 + yxy−1 lnx+ e−(y+x)2 − e−y2

+ x · e−(y+x)2 · (−2)(y + x)

=xy−1 (1 + y lnx) + e−(y+x)2 (1− 2x(y + x))− e−y2

.

从而
∂2z

∂x∂y

∣∣∣∣
(1,0)

= −1

e
.

14. Solution. 利用
(
x2 − y2

)2 ≥ 0可得

∣∣∣∣ x3y

x4 + y2

∣∣∣∣ ≤ |x|
2
. 所以当 (x, y) → (0, 0)时，

∣∣∣∣ x3y

x4 + y2

∣∣∣∣ ≤ |x|
2

→ 0，

由夹逼定理可知 lim
x→0
y→0

x3y

x4 + y2
= 0 = f(0, 0)，因此函数 f(x, y)在原点处连续.
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又 f(x, 0) = f(0, y) ≡ 0，所以 fx(0, 0) = fy(0, 0) = 0，因此函数 f(x, y)在原点处的偏导数存在.

考察 lim
x→0
y→0

f(x, y)− f(0, 0)− fx(0, 0)x− fy(0, 0)y√
x2 + y2

= lim
x→0
y→0

x3y

(x4 + y2)
√
x2 + y2

.

当 y = x2, x → 0, y → 0时， lim
x→0
y→0

x5

2x4
√
x2 + x4

= lim
x→0

x

2|x| ·
√
x2 + 1

=
1

2
lim
x→0

x

|x|
不存在，

所以函数 f(x, y)在原点处不可微.

15. Solution. 记区域D = {(x, y)|0 ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ b}，I = b

ˆ b

0

f(x)g(x) dx−
ˆ b

0

f(x) dx
ˆ b

0

g(x) dx，则

I =

ˆ b

0

dy
ˆ b

0

f(x)g(x) dx−
ˆ b

0

f(x) dx
ˆ b

0

g(y) dy

=

¨

D

f(x)g(x) dx dy −
¨

D

f(x)g(y) dx dy

=

¨

D

f(x) (g(x)− g(y)) dx dy.

注意到区域 D关于直线 y = x对称，具有轮换对称性，所以

I =

¨

D

f(x) (g(x)− g(y)) dx dy

=
1

2

¨
D

f(x) (g(x)− g(y)) dx dy +
¨

D

f(y) (g(y)− g(x)) dx dy


=
1

2

¨

D

(f(x)− f(y)) (g(x)− g(y)) dx dy.

由于函数 f(x), g(x)在 [0, b]上单调增加，所以 (f(x)− f(y)) (g(x)− g(y)) ≥ 0，因此 I ≥ 0，即

b

ˆ b

0

f(x)g(x) dx ≥
ˆ b

0

f(x) dx
ˆ b

0

g(x) dx.
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CHAPTER 5

2022-2023学年微积分（一）（下）期中考试

1 基本计算题 (每小题 6分，共 60分)

1. 已知 y1 = x+ cosx，y2 = x+ sinx，y3 = x是某个二阶常系数非齐次线性微分方程的三个解，求该微

分方程及其通解.

2. 已知单位向量
−→
OA与三个坐标轴正向的夹角相等，

−→
OA的方向余弦为正，点 B 是点M(1,−2, 2)关于点

N(−1, 2, 1)的对称点，求以
−→
OA与

−−→
OB 为邻边的平行四边形的面积.

3. 求二重极限 lim
x→a
y→0

sinxy
y
，其中 a为常数.

243
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4. 求球面 x2 + y2 + z2 = 50与锥面 x2 + y2 = z2 所截出的曲线在 (3, 4, 5)处的切线与法平面方程.

5. 设函数 z = z(x, y)由方程 (z + y)x = x+ 2y确定，求 dz|(1,2).

6. 设 u = f(x, y, z)，φ
(
x2, ey, z

)
= 0，y = cosx，其中 f，φ具有一阶连续偏导数，且

∂φ

∂z
̸= 0，求

du
dx

.

7. 设 f(x, y) =
x2

2
+

y2

3
− 4

π

¨

D

f(x, y) dx dy，其中平面区域 D = {(x, y)|x2 + y2 ≤ 1}，f(x, y)为区域 D

上的连续函数，求 f(x, y).
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8. 求积分 I =

ˆ 1

−1

dx
ˆ x

−1

x
√

1− x2 + y2 dy.

9. 设函数 z = f
(
x2 − y, φ(xy)

)
，其中 f(u, v)具有二阶连续的偏导数，φ(u)二阶可导，试求

∂2z

∂x∂y
.

10. 设平面区域 D = {(x, y)|x2 + y2 ≤ 1, x2 + y2 ≥ 2y, x2 + y2 ≥ −2y, x ≥ 0}，求二重积分 I =¨

D

(
y3 +

√
x2 + y2

)
dx dy.

2 综合题 (每小题 8分，共 40分)

11. 设函数 f(u)具有二阶连续导数，z = f (ex cos y)满足

∂2z

∂x2
+

∂2z

∂y2
= (4z + ex cos y) e2x.

若 f(0) = 0，f ′(0) = 0，求 f(x)的表达式.
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12. 求直线 L :

x+ y + z − 1 = 0,

2x+ y + 4z − 2 = 0
在曲面 xy+ z = 0的点 P0(2, 1,−2)处切平面上的投影直线的方程.

13. 设曲面 Σ为曲线

3x2 + 2y2 = 12,

z = 0
绕 y轴旋转一周得到的旋转曲面，求函数 u = z4 − 3xz + x2 + y2

沿 Σ上点 P
(
0,
√
3,
√
2
)
处指向外侧的法向量方向的方向导数.

14. 讨论函数 f(x, y) =


√

|xy| sin(x2 + y2)

x2 + y2
, (x, y) ̸= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0)

在原点 (0, 0)处的连续性、偏导数存在性及

可微性.

15. 设 P0(x0, y0, z0)为光滑曲面 S : φ(x, y, z) = 0外的一固定点，P (x, y, z)为 S上任意一点. 证明：若
∣∣∣−−→P0P

∣∣∣
最短，则

−−→
P0P 必是曲面 S 在点 P 处的法向量.
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2022-2023学年微积分（一）（下）期中考试参考答案

1 基本计算题 (每小题 6分，共 60分)

1. Solution. 由题意可知 y1 − y3 = cosx，y2 − y3 = sinx是方程对应的齐次方程的两个线性无关的解，

它们构成了齐次方程的一个基础解系，且齐次方程的特征根为 ±i，所以齐次方程为 y′′ + y = 0.

设该微分方程的非齐次项为 f(x)，将特解 y3 = x代入方程 y′′ + y = f(x)，得 f(x) = x.

所以该二阶常系数非齐次线性微分方程为 y′′ + y = x，

其通解为 y = C1 cosx+ C2 sinx+ x，其中 C1, C2 为任意常数.

2. Solution. 由题意可知
−→
OA =

1√
3
(1, 1, 1)，

−−→
OB = (−3, 6, 0).

所以平行四边形的面积 S =
∣∣∣−→OA×

−−→
OB

∣∣∣ = √
3 ·

√
14 =

√
42.

3. Solution.
lim
x→a
y→0

sinxy
y

= lim
x→a
y→0

sinxy
xy

· x

= lim
u→0

sinu
u

· a = a.

4. Solution. 设 F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 50，G(x, y, z) = x2 + y2 − z2.

法一. 因
∂(F,G)

∂(y, z)

∣∣∣∣
(3,4,5)

=

∣∣∣∣∣2y 2z

2y −2z

∣∣∣∣∣
(3,4,5)

= −8yz|(3,4,5) = −160 ̸= 0，

所以方程组

F (x, y, z) = 0,

G(x, y, z) = 0
可以唯一确定两个具有连续导数的隐函数 y = y(x), z = z(x).

方程组

F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 50 = 0,

G(x, y, z) = x2 + y2 − z2 = 0
两边对 x求导，得


2x+ 2y

dy
dx

+ 2z
dz
dx

= 0,

2x+ 2y
dy
dx

− 2z
dz
dx

= 0.

解得


dy
dx

= −x

y
,

dz
dx

= 0
，所以切线的方向向量可取为 4

(
1,
dy
dx

,
dz
dx

)
(3,4,5)

= (4,−3, 0)，

切线的方程为
x− 3

4
=

y − 4

−3
=

z − 5

0
，

247
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法平面的方程为 4 · (x− 3)− 3 · (y − 4) + 0 · (z − 5) = 0，即 4x− 3y = 0.

法二. ∇F = (2x, 2y, 2z)，∇G = (2x, 2y,−2z)，

取两个曲面的法向量分别为 nF =
1

2
∇F |(3,4,5) = (3, 4, 5)，nG =

1

2
∇G|(3,4,5) = (3, 4,−5)，

所以切线的方向向量可取为 − 1

10
nF × nG =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

3 4 5

3 4 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (4,−3, 0)，

切线的方程为
x− 3

4
=

y − 4

−3
=

z − 5

0
，

法平面的方程为 4 · (x− 3)− 3 · (y − 4) + 0 · (z − 5) = 0，即 4x− 3y = 0.

5. Solution. 将 x = 1，y = 2代入方程 (z + y)x = x+ 2y得 z = 3. 原方程两边全微分，得

dex ln(z+y) =d(x+ 2y)

(z + y)
x d (x ln(z + y)) =dx+ 2 dy

(z + y)
x

(
ln(z + y) dx+ x · dz + dy

z + y

)
=dx+ 2 dy

将 x = 1, y = 2, z = 3代入上式，得 5

(
ln 5 dx+

dz + dy
5

)
= dx+ 2 dy，

整理得 dz|(1,2) = (1− 5 ln 5) dx+ dy.

6. Solution. 方程 φ
(
x2, ey, z

)
= 0两边对 x求导，得

φ′
1 · 2x+ φ′

2 · ey ·
dy
dx

+ φ′
3 ·

∂z

∂x
= 0,

且
dy
dx

= − sinx，所以
∂z

∂x
=

−2xφ′
1 + φ′

2 · ey sinx
φ′
3

.

所以
du
dx

= f ′
1 + f ′

2 ·
dy
dx

+ f ′
3 ·

∂z

∂x
= f ′

1 − f ′
2 sinx+ f ′

3 ·
−2xφ′

1 + φ′
2 · ey sinx

φ′
3

.

7. Solution. 设
¨

D

f(x, y) dx dy = C，方程 f(x, y) =
x2

2
+

y2

3
− 4

π
C 两边在区域 D上积分，得

C =

¨

D

(
x2

2
+

y2

3

)
dx dy − 4

π
C

¨

D

dx dy

=
5

12

¨

D

(
x2 + y2

)
dx dy − 4C

=
5

12

ˆ 2π

0

dθ
ˆ 1

0

r3 dr − 4C

=
5

12
· 2π
4

− 4C =
5

24
π − 4C.

解得 C =
1

24
π，所以 f(x, y) =

x2

2
+

y2

3
− 4

π
· 1

24
π =

x2

2
+

y2

3
− 1

6
.
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8. Solution. 积分区域如图所示，其中 D1 = {(x, y)| − 1 ≤ y ≤ 0, y ≤ x ≤ −y}，

D2 = {(x, y)|0 ≤ x ≤ 1,−x ≤ y ≤ x}. 则 I =

¨

D1+D2

x
√

1− x2 + y2 dx dy.

由于D1关于 y轴对称，被积函数 y = x
√
1− x2 + y2关于 x是奇函数，

所以

¨

D1

x
√
1− x2 + y2 dx dy = 0.

又 D2 关于 x轴对称，被积函数 y = x
√
1− x2 + y2 关于 y是偶函数，

所以

I =

¨

D2

x
√
1− x2 + y2 dx dy = 2

ˆ 1

0

dy
ˆ 1

y

x
√

1− x2 + y2 dx

=−
ˆ 1

0

[
2

3

(
1− x2 + y2

) 3
2

∣∣∣∣x=1

x=y

]
dy

=− 2

3

ˆ 1

0

(
y3 − 1

)
dy = −2

3
·
(
1

4
− 1

)
=

1

2
.

x

y

y = x

y = −x

−1

−1

1

1

D1

D2
O

9. Solution. ∂z
∂x

= f ′
1 · 2x+ f ′

2 · φ′(xy) · y，

∂2z

∂x∂y
=

∂

∂y
(2xf ′

1 + yf ′
2φ

′(xy))

=2x (−f ′′
11 + xf ′′

12φ
′(xy)) + f ′

2φ
′(xy) + yφ′(xy) (−f ′′

21 + xf ′′
22φ

′(xy)) + xyf ′
2φ

′′(xy)

=− 2xf ′′
11 +

(
2x2 − y

)
f ′′
12φ

′(xy) + f ′
2φ

′(xy) + xy
(
f ′′
22φ

′2(xy) + f ′
2φ

′′(xy)
)
.

其中由 f(u, v)二阶偏导数的连续性可得 f ′′
12 = f ′′

21.

10. Solution. 积分区域如图所示，由对称性可得 I =

¨

D

y3dx dy+
¨

D

√
x2 + y2 dx dy = 2

¨

D1

√
x2 + y2 dx dy，

其中 D1 = {(x, y)|x2 + y2 ≤ 1, x2 + y2 ≥ 2y, x ≥ 0, y ≥ 0}.

用极坐标代换，则

I =2

¨

D1

√
x2 + y2 dx dy = 2

ˆ π
6

0

dθ
ˆ 1

2 sin θ
r2 dr

=2

ˆ π
6

0

r3

3

∣∣∣∣1
2 sin θ

dθ =
2

3

ˆ π
6

0

(
1− 8 sin3 θ

)
dθ

=
π

9
− 16

3

ˆ π
6

0

sin3 θ dθ =
π

9
+

16

3

ˆ π
6

0

(
1− cos2 θ

)
d cos θ

=
π

9
+

16

3

[
cos θ − cos3 θ

3

]π
6

0

=
π

9
+

16

3

(√
3

2
−

√
3

8
− 1 +

1

3

)

=
π

9
+

16

3
·

(
3
√
3

8
− 2

3

)
=

π

9
− 32

9
+ 2

√
3.

x

y

x2 + y2 = 1

x2 + y2 = 2y

x2 + y2 = −2y

O 1
D

D1



250 2022-2023学年微积分（一）（下）期中考试参考答案

2 综合题 (每小题 8分，共 40分)

11. Solution. ∂z
∂x

= f ′ (ex cos y) · ex cos y，∂z

∂y
= f ′ (ex cos y) · (−ex sin y)，

∂2z

∂x2
= f ′′ (ex cos y) · e2x cos2 y + f ′ (ex cos y) · ex cos y，

∂2z

∂y2
= f ′′ (ex cos y) · e2x sin2 y − f ′ (ex cos y) · ex cos y.

所以
∂2z

∂x2
+

∂2z

∂y2
= f ′′ (ex cos y) · e2x = (4f (ex cos y) + ex cos y) e2x，即 f ′′(u) = 4f(u) + u.

齐次方程 f ′′ − 4f = 0的特征方程为 r2 − 4 = 0，解得 r = ±2，所以齐次方程的通解为 C1e2x +C2e−2x.

对于 y = x，λ = 0不是特征方程的根，故可设特解为 y∗ = cx，代入得 0 = 4cx+ x，解得 c = −1

4
，

所以非齐次方程的通解为 f(x) = C1e2x + C2e−2x − 1

4
x.

将 f(0) = 0，f ′(0) = 0代入上式，得

C1 + C2 = 0,

2C1 − 2C2 −
1

4
= 0

，解得 C1 =
1

16
，C2 = − 1

16
.

因此 f(x) =
1

16
e2x − 1

16
e−2x − 1

4
x.

12. Solution. 令 F (x, y, z) = xy + z，∇F = (y, x, 1)，

则曲面 xy + z = 0在点 P0(2, 1,−2)处切平面的法向量可以取为 ∇F |P0 = (1, 2, 1)，

切平面为 1 · (x− 2) + 2 · (y − 1) + 1 · (z + 2) = 0，即 x+ 2y + z = 2.

设经过直线 L的平面束方程为 x+ y + z − 1 + λ(2x+ y + 4z − 2) = 0，

即 (2λ+ 1)x+ (λ+ 1)y + (4λ+ 1)z − (2λ+ 1) = 0，

令其与切平面垂直，即 (2λ+ 1, λ+ 1, 4λ+ 1) · (1, 2, 1) = 8λ+ 4 = 0，解得 λ = −1

2
，

所以切平面上的投影直线的方程为

x+ 2y + z = 2,

y − 2z = 0.

13. Solution. 由题意可知曲面 Σ的方程为 3(x2 + z2) + 2y2 = 12，

∇
(
3(x2 + z2) + 2y2

)
|P = (6x, 4y, 6z)|P = (0, 4

√
3, 6

√
2).

所以 Σ在点 P
(
0,
√
3,
√
2
)
处指向外侧的单位法向量 n =

(
0,

√
10

5
,

√
15

5

)
.

又 ∇u = (−3z + 2x, 2y, 4z3 − 3x)，所以 ∇u|P =
(
−3

√
2, 2

√
3, 8

√
2
)
，

∂u

∂n
= ∇u|P · n =

√
10

5
· 2
√
3 +

√
15

5
· 8

√
2 = 2

√
30.

14. Solution. lim
x→0
y→0

√
|xy| sin

(
x2 + y2

)
x2 + y2

= lim
x→0
y→0

√
|xy| ·

(
x2 + y2

)
x2 + y2

= lim
x→0
y→0

√
|xy| = 0 = f(0, 0)，

因此函数 f(x, y)在原点处连续.

又 f(x, 0) = f(0, y) ≡ 0，所以 fx(0, 0) = fy(0, 0) = 0，因此函数 f(x, y)在原点处的偏导数存在.
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考察 lim
x→0
y→0

f(x, y)− f(0, 0)− fx(0, 0)x− fy(0, 0)y√
x2 + y2

= lim
x→0
y→0

√
|xy| sin

(
x2 + y2

)
(x2 + y2)

√
x2 + y2

.

当 y = x, x → 0, y → 0时， lim
x→0
y→0

√
|xy|

x2 + y2
= lim

x→0

√
x2

2x2
=

√
2

2
，所以 lim

x→0
y→0

√
|xy| sin

(
x2 + y2

)
(x2 + y2)

√
x2 + y2

̸= 0，

因此函数 f(x, y)在原点处不可微.

15. Solution. 考虑距离平方函数

f(x, y, z) =
∣∣∣−−→P0P

∣∣∣2 = (x− x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2,

若 P 是 S 上使得
∣∣∣−−→P0P

∣∣∣最小的点，则等价于 f(x, y, z)在约束条件 φ(x, y, z) = 0下取得最小值.

由于曲面光滑，根据 Lagrange乘数法，存在实数 λ使得在点 P 处

∇f = λ∇φ,

其中 ∇f = 2(x− x0, y − y0, z − z0) = 2
−−→
P0P，于是得到

−−→
P0P =

λ

2
∇φ.

注意到 ∇φ即为曲面 S 在点 P 处的一个法向量，上式表明
−−→
P0P 与 ∇φ平行，

所以
−−→
P0P 必然也是曲面 S 在点 P 处的法向量.



252 2022-2023学年微积分（一）（下）期中考试参考答案



CHAPTER 7

2021-2022学年微积分（一）（下）期中考试

1 基本计算题 (每小题 6分，共 60分)

1. 求微分方程 y′′ + 9y = x cos 3x对应齐次方程的通解，并写出非齐次特解的待定特解形式.

2. 设二阶线性微分方程 y′′+ a(x)y′+ b(x)y = f(x)有三个特解 y1 = x，y2 = x+2ex，y3 = x+(2+3x)ex，
求其通解.

3. 已知两直线 L1 :

x− 3y + z = 0,

2x− 4y + z = −1
和 L2 : x =

y + 1

3
=

z − 2

4
，求 L1 与 L2 之间的距离 d.

253
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4. 设由方程 F (x− y, y− z, z− x) = 0可以确定隐函数 z = z(x, y)，F 具有连续的偏导数，且 F ′
2 −F ′

3 ̸= 0，

求 dz.

5. 求曲线 L :

x2 + y2 + z2 = 4,

(x− 1)2 + y2 = 1
在点 P

(
1, 1,

√
2
)
处的法平面方程.

6. 求椭圆曲线

z = x2 + y2,

x+ y + z = 4
上距离原点最近的点.

7. 计算 I =

¨

D

(
x2y2 + x sin

(
x2 + y2

))
dx dy，其中 D = {(x, y)||x|+ |y| ≤ 1}.
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8. 设平面区域 D由直线 y = x，圆弧 y = 1 +
√
1− x2 及 y轴所围成，计算 I =

¨

D

xy dσ.

9. 求二次积分 I =

ˆ 1

0

dx
ˆ 1

x

e−y2

dy.

10. 求 I =

˚

Ω

1√
x2 + y2 + z2

dv，其中 Ω是由曲面 z =
√
x2 + y2 与 z = 1所围成的区域.

2 综合题 (每小题 8分，共 40分)

11. 设 z 具有二阶连续偏导数，已知变换

u = x− 2
√
y,

v = x+ 2
√
y

将方程
∂2z

∂x2
− y

∂2z

∂y2
− 1

2

∂z

∂y
= 0化为以 u, v 为

自变量的方程，求新方程形式.



256 2021-2022学年微积分（一）（下）期中考试

12. 讨论二元函数 f(x, y) =


x2y2

(x2 + y2)
3
2

, x2 + y2 ̸= 0,

0, x2 + y2 = 0

在原点 (0, 0) 处的连续性、偏导数存在性及可微

性.

13. 求常数 a, b, c的值，使得函数 f(x, y, z) = axy2 + byz+ cx3z2在点M(1, 2,−1)处的所有方向导数中，沿

x轴正向的方向导数最大，且该最大值为 64.

14. 求 I =

˚

Ω

z dv，其中Ω是由平面曲线

y2 = 2z,

x = 0
绕 z轴旋转一周所得的旋转曲面与平面 z = 1，z = 2

所围成的区域.

15. 已知曲面 x2 + y2 + z = 4将球体 x2 + y2 + z2 ≤ 4z分为两部分，求这两部分的体积比.
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2021-2022学年微积分（一）（下）期中考试参考答案

1 基本计算题 (每小题 6分，共 60分)

1. Solution. 方程对应的齐次方程为 y′′ + 9y = 0，其特征方程为 r2 + 9 = 0，解得 r = ±3i，

所以齐次方程的通解为 C1 cos 3x+ C2 sin 3x.

对于 y = x cos 3x，λ = 3i是特征方程的单根，

所以非齐次特解的待定特解形式为 y∗ = x [(Ax+B) cos 3x+ (Cx+D) sin 3x]，

其中 A,B,C,D为待定常数.

2. Solution. 由题意可知 y2 − y1 = 2ex，y3 − y2 = 3xex 是齐次方程 y′′ + a(x)y′ + b(x)y = 0的两个特解，

将其代入，得

2ex + 2a(x)ex + 2b(x)ex = 0,

3(x+ 2)ex + 3a(x)(x+ 1)ex + 3xb(x)ex = 0.
解得

a(x) ≡ −2,

b(x) ≡ 1.

所以齐次方程为 y′′ − 2y′ + y = 0，对应的特征方程为 r2 − 2r + 1 = 0，解得二重根 r = 1，

因此通解为 (Ax+B)ex，故原方程的通解为 y = (Ax+B)ex + x，其中 A,B 为任意常数.

3. Solution. 取直线 L1的方向向量 s1 = (1,−3, 1)×(2,−4, 1) = (1, 1, 2)，直线 L2的方向向量 s2 = (1, 3, 4).

在方程组

x− 3y + z = 0,

2x− 4y + z = −1
中令 y = 0，取 L1 上的点 P (−1, 0, 1)，取 L2 上的点 Q(0,−1, 2).

平行六面体
−−→
PQs1s2 的体积 V =

∣∣∣−−→PQ · (s1 × s2)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 2

1 −1 1

1 3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2，

又 V = h · |s1 × s2|，其中 h为两直线之间的距离，所以 h =
V

|s1 × s2|
=

2

2
√
3
=

√
3

3
.

4. Solution. 方程 F (x− y, y − z, z − x) = 0两边全微分，得

F ′
1 (dx− dy) + F ′

2 (dy − dz) + F ′
3 (dz − dx) = 0,

解得 dz =
F ′
1 − F ′

3

F ′
2 − F ′

3

dx+
F ′
2 − F ′

1

F ′
2 − F ′

3

dy.
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5. Solution. 设 F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 4，G(x, y, z) = (x− 1)2 + y2 − 1.

法一. 因
∂(F,G)

∂(y, z)

∣∣∣∣
P

=

∣∣∣∣∣2y 2z

2y 0

∣∣∣∣∣
P

= −4yz|(1,1,√2) = −4
√
2 ̸= 0，

所以方程组

F (x, y, z) = 0,

G(x, y, z) = 0
可以唯一确定两个具有连续导数的隐函数 y = y(x), z = z(x).

方程组

F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 4 = 0,

G(x, y, z) = (x− 1)2 + y2 − 1 = 0
两边对 x求导，得


2x+ 2y

dy
dx

+ 2z
dz
dx

= 0,

2(x− 1) + 2y
dy
dx

= 0.

解得


dy
dx

=
1− x

y
,

dz
dx

= −1

z

，所以法平面的法向量可取为
√
2

(
1,
dy
dx

,
dz
dx

)
P

=
(√

2, 0,−1
)
，

法平面的方程为
√
2 · (x− 1)− 0 · (y − 1) + (−1) · (z −

√
2) = 0，即

√
2x− z = 0.

法二. ∇F = (2x, 2y, 2z)，∇G = (2(x− 1), 2y, 0)，

取两个曲面的法向量分别为 nF =
1

2
∇F |P =

(
1, 1,

√
2
)
，nG =

1

2
∇G|P = (0, 1, 0)，

所以法平面的法向量可取为 nF × nG =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

1 1
√
2

0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
(
−
√
2, 0, 1

)
，

法平面的方程为 −
√
2 · (x− 1)− 0 · (y − 1) + 1 · (z −

√
2) = 0，即

√
2x− z = 0.

6. Solution. 设 P (x, y, z)为椭圆曲线上的任意一点，

即在约束条件

z = x2 + y2,

x+ y + z = 4
下，求距离平方函数 x2 + y2 + z2 的最小值.

用 Lagrange乘数法，设 L(x, y, z, λ, µ) = x2 + y2 + z2 + λ(x2 + y2 − z) + µ(x+ y + z − 4)，则

∂L

∂x
= 2x+ 2λx+ µ = 0,

∂L

∂y
= 2y + 2λy + µ = 0,

∂L

∂z
= 2z − λ+ µ = 0,

∂L

∂λ
= x2 + y2 − z = 0,

∂L

∂µ
= x+ y + z − 4 = 0.

∂L

∂x
− ∂L

∂y
= 2(λ+ 1)(x− y) = 0，若 λ = −1，则

∂L

∂x
= µ = 0，

∂L

∂z
= 2z − λ+ µ = 2z + 1 = 0，解得 z = −1

2
，方程组


−1

2
= x2 + y2,

x+ y =
9

2

无解.

因此 x = y，故


∂L

∂λ
= 2x2 − z = 0,

∂L

∂µ
= 2x+ z − 4 = 0

，解得

x = y = 1,

z = 2.
或

x = y = −2,

z = 8.
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比较可知距离原点最近的点为 (1, 1, 2).

7. Solution.
积分区域如图所示，其中D1 = {(x, y)|0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1− x}.
由于 D关于 y轴对称，函数 y = x sin

(
x2 + y2

)
关于 x是奇函数，

所以

¨

D

x sin
(
x2 + y2

)
dx dy = 0. 再由对称性可得

I =

¨

D

x2y2 dx dy = 4

¨

D1

x2y2 dx dy

=4

ˆ 1

0

x2 dx
ˆ 1−x

0

y2 dy =
4

3

ˆ 1

0

x2(1− x)3 dx

=
4

3

ˆ 1

0

(1− x)2x3 dx =
4

3

ˆ 1

0

(
x5 − 2x4 + x3

)
dx

=
4

3

(
1

6
− 2

5
+

1

4

)
=

1

45
.

x

y

x+ y = 1

−x+ y = 1

−x− y = 1

x− y = 1

1

1

−1

−1

O
D

D1

8. Solution.
积分区域如图所示.
用极坐标代换，圆弧 y = 1+

√
1− x2对应的极坐标方程为 r = 2 sin θ，所以

I =

¨

D

xy dx dy =

ˆ π
2

π
4

dθ
ˆ 2 sin θ

0

r3 cos θ sin θ dr

=

ˆ π
2

π
4

cos θ sin θ dθ
ˆ 2 sin θ

0

r3 dr = 4

ˆ π
2

π
4

cos θ sin5 θ dθ

=4

ˆ π
2

π
4

sin5 θ d sin θ =
2

3
sin6 θ

∣∣∣∣π2
π
4

=
2

3

(
1− 1

8

)
=

7

12
.

x

y

y = x

O

2

(1, 1)

D

y = 1 +
√
1− x2

9. Solution. 交换积分次序，

I =

ˆ 1

0

dx
ˆ 1

x

e−y2

dy =

ˆ 1

0

dy
ˆ y

0

e−y2

dx

=

ˆ 1

0

ye−y2

dy = −1

2

ˆ 1

0

e−y2

d(−y2)

= −1

2
e−y2

∣∣∣∣1
0

=
1

2

(
1− 1

e

)
.

10. Solution. 用球坐标代换，锥面 z =
√
x2 + y2 对应的球坐标方程为 φ =

π

4
(z ≥ 0)，所以

I =

˚

Ω

1√
x2 + y2 + z2

dv =

ˆ 2π

0

dθ
ˆ π

4

0

dφ
ˆ 1

cosφ

0

ρ2 sinφ
ρ

dρ

=2π

ˆ π
4

0

sinφ dφ
ˆ 1

cosφ

0

ρ dρ = 2π

ˆ π
4

0

sinφ · 1
2
· 1

cos2 φ
dφ

=− π

ˆ π
4

0

1

cos2 φ
d(cosφ) = π · 1

cosφ

∣∣∣∣π4
0

= π
(√

2− 1
)
.
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2 综合题 (每小题 8分，共 40分)

11. Solution.

u = x− 2
√
y,

v = x+ 2
√
y

两边全微分，得


du = dx− 1

√
y
dy,

dv = dx+
1
√
y
dy

，

所以
∂u

∂x
=

∂v

∂x
= 1，

∂u

∂y
= − 1

√
y
，

∂v

∂y
=

1
√
y
.

由链式法则，
∂z

∂x
=

∂z

∂u
· ∂u
∂x

+
∂z

∂v
· ∂v
∂x

=
∂z

∂u
+

∂z

∂v
，

∂z

∂y
=

∂z

∂u
· ∂u
∂y

+
∂z

∂v
· ∂v
∂y

= − 1
√
y
· ∂z
∂u

+
1
√
y
· ∂z
∂v
，

∂2z

∂x2
=

∂

∂x

(
∂z

∂u
+

∂z

∂v

)
=

∂2z

∂u2
· ∂u
∂x

+
∂2z

∂u∂v
· ∂v
∂x

+
∂2z

∂v∂u
· ∂u
∂x

+
∂2z

∂v2
· ∂v
∂x

=
∂2z

∂u2
+ 2

∂2z

∂u∂v
+

∂2z

∂v2
，

∂2z

∂y2
=

∂

∂y

(
− 1
√
y
· ∂z
∂u

+
1
√
y
· ∂z
∂v

)
=

1

2y
√
y
· ∂z
∂u

− 1
√
y

(
∂2z

∂u2
· ∂u
∂y

+
∂2z

∂u∂v
· ∂v
∂y

)
− 1

2y
√
y
· ∂z
∂v

+
1
√
y

(
∂2z

∂v∂u
· ∂u
∂y

+
∂2z

∂v2
· ∂v
∂y

)
=

1

2y
√
y
·
(
∂z

∂u
− ∂z

∂v

)
+

1

y

(
∂2z

∂u2
− 2

∂2z

∂u∂v
+

∂2z

∂v2

)
.

所以

∂2z

∂x2
− y

∂2z

∂y2
− 1

2

∂z

∂y

=

(
∂2z

∂u2
+ 2

∂2z

∂u∂v
+

∂2z

∂v2

)
− y

[
1

2y
√
y
·
(
∂z

∂u
− ∂z

∂v

)
+

1

y

(
∂2z

∂u2
− 2

∂2z

∂u∂v
+

∂2z

∂v2

)]
− 1

2

[
− 1
√
y
· ∂z
∂u

+
1
√
y
· ∂z
∂v

]
=
∂2z

∂u2
+ 2

∂2z

∂u∂v
+

∂2z

∂v2
− 1

2
√
y
·
(
∂z

∂u
− ∂z

∂v

)
−
(
∂2z

∂u2
− 2

∂2z

∂u∂v
+

∂2z

∂v2

)
+

1

2
√
y
·
(
∂z

∂u
− ∂z

∂v

)
=4

∂2z

∂u∂v
.

因此
∂2z

∂x2
− y

∂2z

∂y2
− 1

2

∂z

∂y
= 0 ⇔ ∂2z

∂u∂v
= 0.

12. Solution. 当 x → 0, y → 0时，
x2y2

(x2 + y2)
3
2

≤ x2
√
|y|，而 lim

x→0
y→0

x2
√

|y| = 0，

所以由夹逼定理可知 lim
x→0
y→0

x2y2

(x2 + y2)
3
2

= 0 = f(0, 0)，函数 f(x, y)在原点处连续.

又 f(x, 0) = f(0, y) ≡ 0，所以 fx(0, 0) = fy(0, 0) = 0，因此函数 f(x, y)在原点处的偏导数存在.

考察 lim
x→0
y→0

f(x, y)− f(0, 0)− fx(0, 0)x− fy(0, 0)y√
x2 + y2

= lim
x→0
y→0

x2y2

(x2 + y2)
2 .

当 y = x, x → 0, y → 0时， lim
x→0
y→0

x2y2

(x2 + y2)
2 = lim

x→0

x4

(2x2)2
=

1

4
，所以 lim

x→0
y→0

x2y2

(x2 + y2)
2 ̸= 0，

因此函数 f(x, y)在原点处不可微.

13. Solution. ∇F |M =
(
ay2 + 3cx2z2, 2axy + bz, 2cx3z + by

)∣∣
(1,2,−1)

= (4a+ 3c, 4a− b, 2b− 2c)，
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由题意可知 ∇F |M//(1, 0, 0)，所以


4a− b = 0,

2b− 2c = 0,

4a+ 3c = 64

，解得


a = 4,

b = 16,

c = 16.

14. Solution.

由题可知旋转曲面的方程为 x2 + y2 = 2z，积分区域 Ω如图所示.
用截面法，

I =

˚

Ω

z dv =

ˆ 2

1

dz
¨

x2+y2≤2z

z dx dy

=2π

ˆ 2

1

z2 dz

=
2π

3
(8− 1) =

14π

3
.

y

z

x

x2 + y2 = 2z

z = 1

z = 2

Ω

O

15. Solution. 如图所示，联立

x2 + y2 + z = 4,

x2 + y2 + z2 = 4z
得 4− z + z2 = 4z，

解得 z = 1或 z = 4，因此抛物面和球面的交线为 x2 + y2 = 3.

抛物面 x2 + y2 + z = 4将球体 x2 + y2 + z2 ≤ 4z分为 Ω1 和 Ω2 两部分.
用截面法，

V2 =

˚

Ω2

dv =

ˆ 1

0

dz
¨

x2+y2≤4z−z2

dx dy +
ˆ 4

1

dz
¨

x2+y2≤4−z

dx dy

=π

ˆ 1

0

(
4z − z2

)
dz + π

ˆ 4

1

(4− z) dz

=π

[(
2z2 − z3

3

)∣∣∣∣1
0

+

(
4z − z2

2

)∣∣∣∣4
1

]

=π

[(
2− 1

3

)
+

(
16− 8− 4 +

1

2

)]
=π

(
5

3
+

9

2

)
=

37π

6
.

y

z

x

z = 1

C(0, 0, 2)

A(0, 0, 4)

O

Ω1

Ω2

x2 + y2 + z = 4

x2 + y2 + (z − 2)2 = 4

故 V1 =
4π

3
· 23 − V2 =

32π

3
− 37π

6
=

27π

6
，所以体积比

V1

V2
=

27

37
.
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CHAPTER 9

2020-2021学年微积分（一）（下）期中考试

1 基本计算题 (每小题 6分，共 60分)

1. 求 xy′ − y = x2 cosx的通解.

2. 求微分方程 y′′ − xy′2 = 0满足初始条件 y(0) = 1，y′(0) = −2的特解.

3. 计算顶点为 A(1, 1, 1)，B(2, 2, 2)，C(1, 2, 2)，D(0, 1, 2)的四面体 ABCD的体积.
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4. 设函数 f 有二阶连续偏导数，z = yf
(
x, x2y

)
，计算混合偏导 zxy .

5. 设 w = x2yz，z = x2 + y2，x+ y + z = 4，求 x = 1，y = 1时导数
dw
dx
的值.

6. 求 u = x2 + 2y2 + 3z2 在 (1, 1, 1)处沿曲面 x2 + y2 + z2 = 3的外法线方向的方向导数.

7. 交换二次积分 I =

ˆ 1

0

dy
ˆ 1+y2

1−y

f(x, y) dx的积分次序.
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8. 计算 I =

˚

Ω

(x+ 2y + 3z) dx dy dz，其中 Ω是由平面 x+ y + z = 1与三个坐标面所围成的空间区域.

9. 计算 I =

˚

Ω

√
x2 + y2 + z2 dx dy dz，其中 Ω是由曲面 z =

√
x2 + y2 与 z = 1所围成的区域.

10. 求锥面 z =
√
x2 + y2 被柱面 z2 = 2x所割下部分的面积 S.

2 综合题 (每小题 8分，共 40分)

11. 设 f(x)为连续函数，且满足积分方程 f(x) = ex −
ˆ x

0

(x− t)f(t) dt，试求 f(x).
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12. 设 S 是曲线 L :

z = 1− x2,

y = 0
绕 z轴的旋转曲面，求 S 的切平面，使其与已知平面 x+ y + z = 1平

行.

13. 已知曲线 C :

x2 + 2y2 − z = 6,

4x+ 2y + z = 30
，求 C 上的点到 xOy坐标面的距离的最大值.

14. 计算 I =

¨

D

(
yex +

√
x2 + y2

)
dx dy，其中 D是由心形线 r = a (1 + cos θ) (a > 0)围成的区域.

15. 讨论 f(x, y) =
√

|xy|在点 (0, 0)处的连续性、偏导数存在性与可微性.



CHAPTER 10

2020-2021学年微积分（一）（下）期中考试参考答案

1 基本计算题 (每小题 6分，共 60分)

1. Solution. 方程变形为 y′ − 1

x
y = x cosx，

由一阶非齐次线性微分方程的通解公式得

y =e−
´
(− 1

x ) dx
(
C +

ˆ
(x cosx) e

´
(− 1

x ) dx dx
)

=x

[
C +

ˆ
(x cosx) · 1

x
dx
]
= x

(
C +

ˆ
cosx dx

)
= x(C + sinx)

=Cx+ x sinx.

2. Solution. 令 y′ = p，则方程变形为 p′ − xp2 = 0，分离变量，得
dp
p2

= x dx.

两边积分，得

ˆ
dp
p2

= −1

p
=

ˆ
x dx =

x2

2
+ C1.

将 y′(0) = p(0) = −2代入上式，得
1

2
= C1，所以 p = − 1

x2

2 + 1
2

= − 2

x2 + 1
.

因此

ˆ
pdx = y =

ˆ
− 2

x2 + 1
dx = −2 arctanx+ C2.

将 y(0) = 1代入上式，得 C2 = 1，所以特解为 y = −2 arctanx+ 1.

3. Solution.
−−→
AB = (1, 1, 1)，

−→
AC = (0, 1, 1)，

−−→
AD = (−1, 0, 1)，故

V =
1

6

∣∣∣(−−→AB ×
−→
AC
)
·
−−→
AD

∣∣∣ = 1

6

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

0 1 1

−1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣ =

1

6
.

4. Solution. zx = y (f1 + f2 · 2xy) = y (f1 + 2xyf2)，

zxy = f1 + 2xyf2 + y
[
x2f12 + 2x

(
f2 + yf22 · x2

)]
= f1 + 4xyf2 + x2yf12 + 2x3y2f22.

5. Solution. 设 F (x, y, z) = x2 + y2 − z，G(x, y, z) = x+ y + z − 4.

因
∂(F,G)

∂(y, z)

∣∣∣∣
((1,1,2))

=

∣∣∣∣∣2y −1

1 1

∣∣∣∣∣
((1,1,2))

= (2y + 1)|(1,1,2) = 3 ̸= 0，
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所以方程组

F (x, y, z) = 0,

G(x, y, z) = 0
可以唯一确定两个具有连续导数的隐函数 y = y(x), z = z(x).

方程组

F (x, y, z) = x2 + y2 − z = 0,

G(x, y, z) = x+ y + z − 4 = 0
两边对 x求导，得


2x+ 2y

dy
dx

− dz
dx

= 0,

1 +
dy
dx

+
dz
dx

= 0.

将 x = 1，y = 1代入上式，得


2
dy
dx

− dz
dx

= −2,

dy
dx

+
dz
dx

= −1

，解得


dy
dx

= −1,

dz
dx

= 0.

所以
dw
dx

= 2xyz + x2z · dy
dx

+ x2y · dz
dx

= 4 + 2
dy
dx

+
dz
dx

= 2.

6. Solution. 设 F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 3，则 ∇F = (2x, 2y, 2z)，

故可以取曲面 F (x, y, z) = 0在 (1, 1, 1)处的单位外法线 n =
1√
3
(1, 1, 1).

又 ∇u|(1,1,1) = (2x, 4y, 6z)|(1,1,1) = (2, 4, 6)，

所以 u在 (1, 1, 1)处沿曲面 x2 + y2 + z2 = 3的外法线方向的方向导数
∂u

∂n
= ∇u · n = 4

√
3.

7. Solution.
积分区域如图所示. 所以

I =

ˆ 1

0

dy
ˆ 1+y2

1−y

f(x, y) dx

=

¨

D1

f(x, y) dx dy +
¨

D2

f(x, y) dx dy

=

ˆ 1

0

dx
ˆ 1

1−x

f(x, y) dy +
ˆ 2

1

dx
ˆ 1

√
x−1

f(x, y) dy. x

y

x = 1− y
x = 1 + y2

2

1

1O

D1 D2

8. Solution.

法一. Ω是由平面 x+ y+ z = 1与三个坐标面所围成的四面体，其体积 V =
1

6
，形心坐标为

(
1

4
,
1

4
,
1

4

)
.

故 I =

˚

Ω

(x+ 2y + 3z) dv =

˚

Ω

xdv + 2

˚

Ω

y dv + 3

˚

Ω

z dv = (1 + 2 + 3) · 1
4
V =

1

4
.

法二. 令


u = x+ y + z,

v =
y + z

x+ y + z
,

w =
z

y + z

，则


x = u(1− v),

y = uv(1− w),

z = uvw

，|J | =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣

1− v −u 0

v(1− w) u(1− w) −uv

vw uv uv

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣ = u2v.

积分区域 Ω在 uvw坐标系中的表示为 0 ≤ u ≤ 1，0 ≤ v ≤ 1，0 ≤ w ≤ 1，所以

I =

˚

Ω

(x+ 2y + 3z) dx dy dz =

ˆ 1

0

du
ˆ 1

0

dv
ˆ 1

0

[u(1− v) + 2uv(1− w) + 3uvw]u2v dw

=

ˆ 1

0

u3 du
ˆ 1

0

v dv
ˆ 1

0

(1 + v + vw) dw =
1

4

ˆ 1

0

v
(
1 + v +

v

2

)
dv =

1

4
.

此代换考虑比例关系，先确定总量 u = x+ y + z，再确定后两项 y + z占总量的比例 v，最后确定 z占

后两项的总和 y + z的比例 w，从而把积分限转化为常数.
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再考虑一例：计算 I =

¨

D

x2y dx dy，其中 D是以 (0, 0)，(3, 0)，(0, 4)为顶点的三角形及其内部.

Solution. 斜边的方程为 4x+ 3y = 12，即
1

3
x+

1

4
y = 1，令


u =

1

3
x+

1

4
y,

v =
1
4y

1
3x+ 1

4y

，

则

x = 3u(1− v),

y = 4uv
，|J | =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣3(1− v) −3u

4v 4u

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ = 12u. 故

I =

¨

D

x2y dx dy =

ˆ 1

0

du
ˆ 1

0

[3u(1− v)]
2 · 4uv · 12u dv

=432

ˆ 1

0

u4 du
ˆ 1

0

v(1− v)2 dv = 432 · 1
5
· 2!
4!

=
36

5
.

9. Solution. 用球坐标代换，锥面 z =
√
x2 + y2 对应的球坐标方程为 φ =

π

4
(z ≥ 0)，所以

I =

˚

Ω

√
x2 + y2 + z2 dx dy dz =

ˆ 2π

0

dθ
ˆ π

4

0

dφ
ˆ 1

cosφ

0

ρ3 sinφ dρ

=2π

ˆ π
4

0

sinφ dφ
ˆ 1

cosφ

0

ρ3 dρ =
π

2

ˆ π
4

0

sinφ
cos4 φ

dφ

=− π

2

ˆ π
4

0

1

cos4 φ
d(cosφ) =

π

2
· 1

3 cos3 φ

∣∣∣∣π4
0

=
π

6

(
2
√
2− 1

)
.

10. Solution. 联立

z =
√

x2 + y2,

z2 = 2x
，得锥面和柱面的交线满足 x2 + y2 = 2x，即 (x− 1)2 + y2 = 1，

在 xOy平面上的投影为圆域 D = {(x, y)|(x− 1)2 + y2 ≤ 1}，

锥面上被柱面所割下的部分对应于 D内的点. 所以

S =

¨

S

dS =

¨

D

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dx dy

=

¨

D

√
1 +

x2

x2 + y2
+

y2

x2 + y2
dx dy =

√
2

¨

D

dx dy

=
√
2π.

2 综合题 (每小题 8分，共 40分)

11. Solution. 因为 f(x)是连续函数，所以 ex −
ˆ x

0

(x− t)f(t) dt是可导的，从而 f(x)也是可导的.

对方程两边求导，得 f ′(x) = ex −
ˆ x

0

f(t) dt.同理可知 f ′(x)也是可导的，

所以对方程两边再次求导，得 f ′′(x) = ex − f(x)，即 f ′′(x) + f(x) = ex.

齐次方程 f ′′(x) + f(x) = 0的特征方程为 r2 + 1 = 0，解得 r = ±i，
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所以齐次方程的通解为 C1 cosx+ C2 sinx.

对于 y = ex，λ = 1不是齐次方程的特征根，所以可设非齐次方程的特解为 y∗ = Aex，

将其代入非齐次方程，得 2Aex = ex，所以 A =
1

2
.

因此非齐次方程的通解为 f(x) = C1 cosx+ C2 sinx+
1

2
ex.

在方程 f(x) = ex −
ˆ x

0

(x− t)f(t) dt中令 x = 0，得 f(0) = 1；

在方程 f ′(x) = ex −
ˆ x

0

f(t) dt中令 x = 0，得 f ′(0) = 1.

将 f(0) = 1，f ′(0) = 1代入非齐次方程的通解，得


C1 +

1

2
= 1,

C2 +
1

2
= 1

，解得


C1 =

1

2
,

C2 =
1

2
.

因此 f(x) =
1

2
cosx+

1

2
sinx+

1

2
ex.

12. Solution. 由题可知旋转曲面的方程为 z = 1− x2 − y2，令 F (x, y, z) = x2 + y2 + z − 1，

则 ∇F = (2x, 2y, 1). 令 ∇F//(1, 1, 1)，得 x = y =
1

2
，

代入方程可得 z =
1

2
，所以切平面方程为 x− 1

2
+ y − 1

2
+ z − 1

2
= 0，即 2x+ 2y + 2z = 3.

13. Solution. 即在约束条件

x2 + 2y2 − z = 6,

4x+ 2y + z = 30
下，求 |z|的最大值.

用 Lagrange乘数法，设 L(x, y, z, λ, µ) = z2 + λ(x2 + 2y2 − z − 6) + µ(4x+ 2y + z − 30)，则

∂L

∂x
= 2λx+ 4µ = 0,

∂L

∂y
= 4λy + 2µ = 0,

∂L

∂z
= 2z − λ+ µ = 0,

∂L

∂λ
= x2 + 2y2 − z − 6 = 0,

∂L

∂µ
= 4x+ 2y + z − 30 = 0.

∂L

∂x
− 2

∂L

∂y
，得 2λx = 8λy，所以 x = 4y或 λ = 0.

若 λ = 0，则
∂L

∂x
= 4µ = 0，

∂L

∂z
= 2z = 0，代入约束条件得

x2 + 2y2 = 6,

4x+ 2y = 30
，此方程组无解.

因此 x = 4y，故

16y2 + 2y2 − z = 6,

16y + 2y + z = 30
，解得

y = −2,

z = 66.
或

y = 1,

z = 12.

比较可知距离 xOy平面的距离的最大值为 66.

14. Solution.
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积分区域如图所示. 由对称性可知
¨

D

yex dxdy = 0，所以

I =

¨

D

(
yex +

√
x2 + y2

)
dx dy

=2

¨

D1

√
x2 + y2 dx dy

=2

ˆ π

0

dθ
ˆ a(1+cos θ)

0

r2 dr =
2a3

3

ˆ π

0

(1 + cos θ)3 dθ

=
2a3

3

ˆ π

0

(
1 + 3 cos θ + 3 cos2 θ + cos3 θ

)
dθ

=
2a3

3

ˆ π

0

(
1 + 3 cos2 θ

)
dθ =

2πa3

3
+ 4a3

ˆ π
2

0

cos2 θ dθ =
5πa3

3
.

x

y

O
a 2a

a

D1

r = a(1 + cos θ)

15. Solution. ∀ ε > 0，取 δ =
√
2ε，则当 ||(x, y)|| =

√
x2 + y2 < δ时，有

|f(x, y)− f(0, 0)| =
√
|xy| ≤

√
x2 + y2

2
<

δ√
2
= ε

所以 lim
x→0
y→0

√
|xy| = 0 = f(0, 0)，函数 f(x, y)在原点处连续.

又 f(x, 0) = f(0, y) ≡ 0，所以 fx(0, 0) = fy(0, 0) = 0，因此函数 f(x, y)在原点处的偏导数存在.

考察 lim
x→0
y→0

f(x, y)− f(0, 0)− fx(0, 0)x− fy(0, 0)y√
x2 + y2

= lim
x→0
y→0

√
|xy|

x2 + y2
.

当 y = x, x → 0, y → 0时， lim
x→0
y→0

√
|xy|

x2 + y2
= lim

x→0

√
|x2|
2x2

=
1√
2
，所以 lim

x→0
y→0

√
|xy|

x2 + y2
̸= 0，

因此函数 f(x, y)在原点处不可微.
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CHAPTER 11

2018-2019学年微积分（一）（下）期中考试

1 基本计算题 (每小题 6分，共 60分)

1. 求微分方程 yy′′ + (y′)2 = 0满足初始条件 y(0) = 1，y′(0) =
1

2
的特解.

2. 设 y = ex (C1 sin 2x+ C2 cos 2x)为某二阶常系数齐次微分方程的通解，求此微分方程.

3. 已知点 A = (3,−3, 1)与点 B(3,−2, 2)满足
−−→
AM = 3

−−→
AB，求向量

−−→
OM 的方向余弦.

273
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4. 判断直线 L1 :
x+ 1

2
=

y − 2

−1
=

z − 4

3
与直线 L2 :

x− 1

1
=

y + 3

2
=

z − 6

5
是否共面.

5. 讨论二重极限 lim
(x,y)→(0,0)

xy2

x+ y
的存在性. 若极限存在求其值，若不存在说明理由.

6. 已知平面曲线由方程 x2 + y3 + ln(x+ y)− 3 = 0确定，求点 x = 2, y = −1处的法线方程.

7. 设 φ(u, v)有连续偏导数，方程 φ(cx− az, cy − bz) = 0确定隐函数 z = z(x, y). 证明：azx + bzy = c.
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8. 计算 I =

ˆ 2

0

dy
ˆ 2

0

max {xy, 1} dx.

9. 计算 I =

¨

D

cos
(
x2 + y2

)
dx dy，其中 D =

{
(x, y)|x2 + y2 ≤ 4, |x| ≥ |y|

}
.

10. 计算 I =

˚

V

√
x2 + y2 dx dy dz，其中区域 V 由曲面 z = 0, z = 4− x2 − y2 围成.

2 综合题 (每小题 8分，共 40分)

11. 求解微分方程 y′′ − 3y′ + 2y = e2x + e3x.
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12. 求函数 u = 2x+ y2z在点 (1,−1,−1)处沿椭球面 x2 + 2y2 + 3z2 = 6的外法线方向的方向导数.

13. 求函数 u = x+ 3z在曲线

x+ 2y − 3z = 2,

x2 + y2 = 2
上的最大值与最小值.

14. 求积分 I =

˚

V

x2 dx dy dz，其中区域 V : x2 + y2 + z2 ≤ 2z.

15. 设函数 f(x, y) =


xy3

x2 + y2
, (x, y) ̸= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).

（1）证明 f(x, y)在 (0, 0)处可微；

（2）求 fxy(0, 0).
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1 基本计算题 (每小题 6分，共 60分)

1. Solution. 令 y′ = p，则 y′′ =
dp
dx

=
dp
dy

· dy
dx

= p
dp
dy
，

所以方程变形为 yp · dp
dy

+ p2 = 0.

显然 p ̸= 0，故 y
dp
dy

+ p = 0，即 y dp+ pdy = d(yp) = 0.

两边积分，得 yp = C1，将 y(0) = 1，y′(0) = p(0) =
1

2
代入上式，得 C1 =

1

2
，所以 y

dy
dx

=
1

2
，

即 y dy =
1

2
dx，两边积分，得

y2

2
=

x

2
+ C2.

将 y(0) = 1代入上式，得 C2 =
1

2
，所以特解为 y =

√
x+ 1.

2. Solution. 由通解的形式可知特征方程的两个解为 1± 2i，所以特征方程为 r2 − 2r + 5 = 0，

因此二阶常系数齐次微分方程为 y′′ − 2y′ + 5y = 0.

3. Solution. 设
−−→
OM = (x, y, z)，则

−−→
AM = (x− 3, y + 3, z − 1)，

−−→
AB = (0, 1, 1).

因
−−→
AM = 3

−−→
AB，所以


x− 3 = 0,

y + 3 = 3,

z − 1 = 3

，解得


x = 3,

y = 0,

z = 4.

故
−−→
OM = (3, 0, 4)，其方向余弦为 cosα =

3

5
，cosβ = 0，cos γ =

4

5
.

4. Solution. 取 L1 的方向向量 s1 = (2,−1, 3)，L2 的方向向量 s2 = (1, 2, 5)，

在 L1 上取点 A(−1, 2, 4)，在 L2 上取点 B(1,−3, 6)，则
−−→
AB = (2,−5, 2). 计算

−−→
AB · (s1 × s2) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −5 2

2 −1 3

1 2 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 23 ̸= 0，所以 L1 与 L2 不共面.

5. Solution. 因为 lim
(x,y)→(0,0)

y=0

xy2

x+ y
= 0，

277
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lim
(x,y)→(0,0)

y=x3−x

xy2

x+ y
= lim

x→0

x(x3 − x)2

x+ (x3 − x)
= lim

x→0

x7 − 2x5 + x3

x3
= 1，

因此 lim
x→0
y→0

xy2

x+ y
不存在.

二重极限存在性问题，分母为 x+ y，常设 y = xα − x来寻找不为 0的极限值.

再考虑一例：证明极限 lim
x→0
y→0

x3y + xy4 + x2y

x+ y
不存在.

Solution. 当 y = 0时， lim
x→0
y→0

x3y + xy4 + x2y

x+ y
= 0；

令 y = xα − x，
x3y + xy4 + x2y

x+ y
=

xα+3 − x4 + xα+2 − x3 + x (xα − x)
4

xα
=

−x3 + o(x3)

xα
，

令 α = 3，则 lim
(x,y)→(0,0)

y=x3−x

x3y + xy4 + x2y

x+ y
= −1，因此 lim

x→0
y→0

x3y + xy4 + x2y

x+ y
不存在.

6. Solution. 设 F (x, y) = x2 + y3 + ln(x+ y)− 3，

曲线在点 (2,−1)处的切线斜率 k = −Fx(2,−1)

Fy(2,−1)
= −

2x+ 1
x+y

3y2 + 1
x+y

∣∣∣∣∣
(2,−1)

= −5

4
，所以法线斜率为

4

5
，

因此法线方程为 y + 1 =
4

5
(x− 2)，即 4x− 5y − 13 = 0.

7. Solution. 方程 φ(cx− az, cy − bz) = 0两边对 x求偏导，得

φu(c− azx) + φv(−bzx) = 0.

所以 zx =
cφu

aφu + bφv
.

方程 φ(cx− az, cy − bz) = 0两边对 y求偏导，得

φu(−azy) + φv(c− bzy) = 0.

所以 zy =
cφv

aφu + bφv
.

故 azx + bzy =
c(aφu + bφv)

aφu + bφv
= c.

8. Solution.
积分区域如图所示. 所以

I =

¨

D1

dx dy +
¨

D2

xy dx dy

=1 +

ˆ 2

1
2

1

x
dx+

ˆ 2

1
2

dx
ˆ 2

1
x

xy dy

=1 + lnx
∣∣∣2
1
2

+

ˆ 2

1
2

x

(
2− 1

2x2

)
dx

=1 + 2 ln 2 +
ˆ 2

1
2

(
2x− 1

2x

)
dx = 1 + 2 ln 2 +

(
x2 − 1

2
lnx
)∣∣∣∣2

1
2

=1 + 2 ln 2 + 4− 1

4
− 1

2
ln 2− 1

2
ln 2 =

19

4
+ ln 2. x

y

O

x = 2

y = 2

xy = 1

D1

D2

(2, 1
2 )

( 12 , 2)
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9. Solution.

积分区域如图所示. 所以

I =4

¨

D1

cos
(
x2 + y2

)
dx dy

=4

ˆ π
4

0

dθ
ˆ 2

0

r cos r2 dr

=π · 1
2
sin r2

∣∣∣∣2
0

=
π

2
sin 4.

x

y

y = x

y = −x

D1

O 2

10. Solution. 用柱坐标代换，抛物面 z = 4− x2 − y2 可表示为 z = 4− r2，所以

I =

¨

D

dx dy
ˆ 4−r2

0

r dz =

ˆ 2π

0

dθ
ˆ 2

0

r dr
ˆ 4−r2

0

r dz

=2π

ˆ 2

0

r2(4− r2) dr = 2π

(
4

3
r3 − 1

5
r5
)∣∣∣∣2

0

=
128π

15
.

2 综合题 (每小题 8分，共 40分)

11. Solution. 齐次方程 y′′ − 3y′ + 2y = 0的特征方程为 λ2 − 3λ+ 2 = 0，解得 λ = 1, 2，

所以齐次方程的通解为 y = C1ex + C2e2x.

分别求解非齐次项 e2x 和 e3x 对应的特解，

对于 y1 = e2x，λ = 2是齐次方程的特征根，所以可设特解为 y∗1 = Axe2x，

将其代入 y′′ − 3y′ + 2y = e2x，得 4Ae2x(1 + x)− 3Ae2x(1 + 2x) + 2Axe2x = e2x，

解得 A = 1，所以 y∗1 = xe2x.

对于 y2 = e3x，λ = 3不是齐次方程的特征根，所以可设特解为 y∗2 = Be3x，

将其代入 y′′ − 3y′ + 2y = e3x，得 9Be3x − 9Be3x + 2Be3x = e3x，

解得 B =
1

2
，所以 y∗2 =

1

2
e3x.

因此非齐次方程的通解为 y = C1ex + C2e2x + xe2x +
1

2
e3x.

12. Solution. 设 F (x, y, z) = x2 + 2y2 + 3z2 − 6，则 ∇F (1,−1,−1) = (2,−4,−6)，

所以椭球面外法线方向的单位向量为 n =
1√
14

(1,−2,−3).

因此函数 u = 2x+ y2z在点 (1,−1,−1)处沿椭球面 x2 + 2y2 + 3z2 = 6的外法线方向的方向导数

∂u

∂n
= ∇u(1,−1,−1) · n =

1√
14

(2, 2, 1) · (1,−2,−3) = −5
√
14

14
.

13. Solution. 即在约束条件

x+ 2y − 3z = 2,

x2 + y2 = 2
下，求 x+ 3z的最大值.

用 Lagrange乘数法，设 L(x, y, z, λ, µ) = x+ 3z + λ (x+ 2y − 3z − 2) + µ
(
x2 + y2 − 2

)
，则
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

∂L

∂x
= 1 + λ+ 2µx = 0

∂L

∂y
= 2λ+ 2µy = 0,

∂L

∂z
= 3− 3λ = 0,

∂L

∂λ
= x+ 2y − 3z − 2 = 0,

∂L

∂µ
= x2 + y2 − 2 = 0.

∂L

∂z
= 3− 3λ = 0，故 λ = 1，将其代入

∂L

∂x
=

∂L

∂y
= 0，得 µx+ 1 = µy + 1 = 0.

所以 x = y，代入
∂L

∂µ
= x2 + y2 − 2 = 0，得 x = y = 1或 x = y = −1.

当 x = y = 1时，
∂L

∂λ
= x+ 2y − 3z − 2 = 0，解得 z =

1

3
，此时 x+ 3z = 2；

当 x = y = −1时，
∂L

∂λ
= x+ 2y − 3z − 2 = 0，解得 z = −5

3
，此时 x+ 3z = −6.

因此函数 u = x+ 3z在曲线

x+ 2y − 3z = 2,

x2 + y2 = 2
上的最大值为 2，最小值为 −6.

14. Solution. 用球坐标代换，球面 x2 + y2 + z2 ≤ 2z可表示为 r ≤ 2 cosφ，所以

I =

˚

V

x2 dx dy dz =

ˆ 2π

0

dθ
ˆ π

2

0

sinφ dφ
ˆ 2 cosφ

0

r2 · r2 sin2 φ cos2 θdr

=
32

5

ˆ 2π

0

cos2 θ dθ
ˆ π

2

0

sin3 φ cos5 φ dφ

=
32

5
· π
ˆ π

2

0

(
cos2 φ− 1

)
cos5 φd cosφ

=
32π

5

(
1

8
cos8 φ− 1

6
cos6 φ

)∣∣∣∣π2
0

=
4π

15
.

15. Solution.

（1）显然 fx(0, 0) = fy(0, 0) = 0，

所以即判断极限 lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)− f(0, 0)− fx(0, 0)x− fy(0, 0)y√
x2 + y2

= lim
(x,y)→(0,0)

xy3

(x2 + y2)
3
2

是否为 0.

因为 0 ≤
∣∣∣∣ xy3

(x2 + y2)
3
2

∣∣∣∣ = |x| · |y|3

(x2 + y2)
3
2

≤ |x| · (x2 + y2)
3
2

(x2 + y2)
3
2

= |x|，且当 (x, y) → (0, 0)时，|x| → 0，

由夹逼定理可知 lim
(x,y)→(0,0)

xy3

(x2 + y2)
3
2

= 0，因此 f(x, y)在 (0, 0)处可微.

所以 lim
(x,y)→(0,0)

xy3

(x2 + y2)
3
2

= 0，因此 f(x, y)在 (0, 0)处可微.

（2）fx(0, y) = lim
x→0

f(x, y)− f(0, y)

x
= lim

x→0

y3

x2 + y2
= y，

所以 fxy(0, 0) = lim
y→0

fx(0, y)− fx(0, 0)

y
= lim

y→0

y

y
= 1.



CHAPTER 13

2017-2018学年微积分（一）（下）期中考试

1 基本计算题 (每小题 6分，共 60分)

1. 设直线 l过点M0(1, 2, 0)，且平行于平面 π : x− 2y + z − 4 = 0，又与直线 l1 :
x− 2

1
=

y − 1

2
=

z − 2

1
相交，求此直线的方程.

2. 求曲线

x2 + y2 + z2 = 6,

z = x2 + y2
在点 (1, 1, 2)处的切向量、法平面方程.

3. 求空间曲线

x2 + y2 + z2 = a2,

x2 + y2 = ax
(a > 0)分别在 xOy面和 zOx面上的投影曲线的方程.
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4. 已知 z(x, y) =

ˆ 1

0

et
2 ∣∣x+ y2 − t

∣∣ dt，其中 0 < x+ y2 < 1，求 zxy .

5. 设二元函数 z = f(x, y)满足方程 F (x+z, xy) = 0，且 f(x, y)，F (s, t)均具有连续的一阶偏导数，f2F1+

yf2F2 − xf1F2 ̸= 0，求
dx
dz

.

6. 求 I =

ˆ 1

0

dy
ˆ 1

y

x2 cos(xy) dx.

7. 求 I =

¨

D

(2x+ 3y − 1)
2 dx dy，其中 D : |x|+ |y| ≤ 1.
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8. 设 f(x, y) 连续，f(x, y) = xy +

¨

D

f(x, y) dx dy，D 是由 y = 0, y = x2 和 x = 1 所围成的区域，求

f(x, y).

9. 求 I =

˚

Ω

(
x2 + y2

)
dv，其中 Ω 是由平面曲线

y2 = 2z,

x = 0
绕 z 轴旋转一周所得的旋转曲面与平面

z = 8所围成的区域.

10. 求 I =

˚

Ω

z2 dv，其中 Ω : 0 ≤ z ≤
√
a2 − x2 − y2，a > 0.

2 综合题 (每小题 8分，共 40分)

11. 设函数 u = f(x sin y)，其中 f(t)具有连续的二阶导数，且 f ′(0) = 5，向量n = (3, 4)，求
∂u

∂n
，

∂2u

∂n∂x

∣∣∣∣
(0,0)

.
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12. 在平面曲线 x2 +2y2 − 2x = 88上求一点，使函数 f(x, y) = 3x2 + y2在该点处沿方向 n = (3, 4)的方向

导数最大.

13. 求由抛物线 y2 = ax与圆 x2 + y2 = 2ax(a > 0)所围的包含一段 x轴的区域 D的面积 S.

14. 求 I =

¨

D

∣∣x2 + y2 − 1
∣∣ dx dy，其中 D是矩形区域：|x| ≤ 2, |y| ≤ 2.

15. 设二元函数 f(x, y)在原点 (0, 0)处存在二阶偏导数 fxx(0, 0)和 fyy(0, 0).判断下列的结论是否正确，如
果正确，请给出理由；如果不正确，请给出反例：

（1）fx(x, 0)在原点 (0, 0)处关于 x连续；

（2）二元函数 f(x, y)在原点 (0, 0)处连续.



CHAPTER 14

2017-2018学年微积分（一）（下）期中考试参考答案

1 基本计算题 (每小题 6分，共 60分)

1. Solution. 设 l与 l1 的交点为 Q，并设 Q(2 + t, 1 + 2t, 2 + t).

因此直线 l的方向向量可取

s =
−−−→
M0Q = (t+ 1, 2t− 1, t+ 2).

又 l平行于平面 π，所以 s与 π的法向量 n = (1,−2, 1)垂直，即

(t+ 1)− 2(2t− 1) + (t+ 2) = 0.

解得 t =
5

2
，故 s =

(
7

2
, 4,

9

2

)
. 所以所求直线方程为

x− 1
7
2

=
y − 2

4
=

z
9
2

.

2. Solution. 令
F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 6, G(x, y, z) = x2 + y2 − z.

则

∇F (1, 1, 2) = 2(1, 1, 2), ∇G(1, 1, 2) = (2, 2,−1).

曲线在点 (1, 1, 2)处的切向量

τ = (1, 1, 2)× (2, 2,−1) = −5(1,−1, 0).

因此切向量可取 (1,−1, 0)，法平面方程为

x− y = 0.

3. Solution. 该空间曲线在 xOy面上的投影曲线为x2 + y2 = ax,

z = 0.
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因为 x2 + y2 = ax，由 x2 + y2 + z2 = a2 得 z2 = a2 − ax，所以该空间曲线在 zOx面上的投影曲线为z2 = a2 − ax,

y = 0,
(−a ≤ z ≤ a).

4. Solution. 记 s = x+ y2，由 0 < s < 1可得

z =

ˆ s

0

et
2

(s− t) dt+
ˆ 1

s

et
2

(t− s) dt.

因此

zx =

ˆ s

0

et
2

dt−
ˆ 1

s

et
2

dt.

对 y求偏导，得

zxy = 2es
2 ∂s

∂y
= 4ye(x+y2)2 .

5. Solution. 由题设知方程组 z = f(x, y),

F (x+ z, xy) = 0

确定隐函数 x = x(z)，y = y(z).

方程组两边对 z求导，得 
1 = f1

dx
dz

+ f2
dy
dz

,

F1

(
1 +

dx
dz

)
+ F2

(
y
dx
dz

+ x
dy
dz

)
= 0.

解得
dx
dz

= − xF2 + f2F1

f2F1 + yf2F2 − xf1F2
.

6. Solution. 交换积分次序，得

I =

ˆ 1

0

dx
ˆ x

0

x2 cos(xy) dy.

所以

I =

ˆ 1

0

x sinx2 dx = −1

2
cosx2

∣∣∣∣1
0

=
1

2
(1− cos 1).

7. Solution.
利用奇偶对称性及轮换对称性，得

I =

¨

D

(4x2 + 9y2 + 1) dx dy

= 13

¨

D

x2 dx dy +
¨

D

dx dy.

记 D1 为 D在第一象限的部分，则 D1 : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1− x，

且

¨

D

dx dy = 2. 因此

I = 52

ˆ 1

0

dx
ˆ 1−x

0

x2 dy + 2 = 52

ˆ 1

0

x2(1− x) dx+ 2 =
19

3
.

x

y

1

1

−1

−1

O

D1

D

|x|+ |y| = 1
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8. Solution.
设

A =

¨

D

f(x, y) dx dy,

则 f(x, y) = xy +A.
于是

A =

¨

D

xy dx dy +
¨

D

A dx dy

=

ˆ 1

0

dx
ˆ x2

0

xy dy +A

ˆ 1

0

dx
ˆ x2

0

dy

=
1

12
+

A

3
.

解得 A =
1

8
，故

f(x, y) = xy +
1

8
.

x

y

y = x2

y = 01

1

O

D

9. Solution. 旋转曲面方程为
z =

1

2
(x2 + y2).

记 Ω在 xOy面上的投影区域为 D : x2 + y2 ≤ 16. 用柱坐标代换，得

I =

˚

Ω

(x2 + y2) dv

=

ˆ 2π

0

dθ
ˆ 4

0

r dr
ˆ 8

1
2 r

2

r2 dz

= 2π

ˆ 4

0

r3
(
8− r2

2

)
dr =

1024π

3
.

10. Solution. 由题设可知 Ω为上半球 x2 + y2 + z2 ≤ a2, z ≥ 0. 先对 z积分，得

I =

ˆ a

0

z2 dz
¨

x2+y2≤a2−z2

dx dy

= π

ˆ a

0

z2(a2 − z2) dz =
2πa5

15
.

2 综合题 (每小题 8分，共 40分)

11. Solution. 因为 n = (3, 4)，所以其单位方向向量为 n◦ =
1

5
(3, 4).

又

ux = f ′(x sin y) sin y, uy = f ′(x sin y)x cos y,

所以
∂u

∂n
=

f ′(x sin y)
5

(3 sin y + 4x cos y).

利用偏导数定义，得

∂2u

∂n∂x

∣∣∣∣
(0,0)

= lim
x→0

∂u

∂n
(x, 0)− ∂u

∂n
(0, 0)

x
= lim

x→0

4
5f

′(0)x

x
= 4.
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12. Solution. 设所求点为M(x, y)，则 ∇f(x, y) = (6x, 2y)，且 n◦ =
1

5
(3, 4).

函数 f(x, y)在点M(x, y)沿方向 n的方向导数为

∂f

∂n
(x, y) =

1

5
(18x+ 8y) =

2

5
(9x+ 4y).

因此在约束 x2 + 2y2 − 2x = 88下求 9x+ 4y的最大值. 构造 Lagrange函数

L(x, y, λ) = 9x+ 4y + λ(x2 + 2y2 − 2x− 88).

令 
Lx = 9 + 2λx− 2λ = 0,

Ly = 4 + 4λy = 0,

Lλ = x2 + 2y2 − 2x− 88 = 0.

由前两个方程可得 2(x− 1) = 9y，代入约束方程得两个受检点

M1(10, 2), M2(−8,−2).

比较方向导数的值，得M1(10, 2)为所求点.

13. Solution.

区域 D由抛物线 y2 = ax和圆 x2 + y2 = 2ax围成，联立y2 = ax,

y2 = 2ax− x2

得交点 (0, 0), (a, a), (a,−a).
所求面积为

S =
1

2
πa2 + 2

ˆ a

0

dy
ˆ a

y2

a

dx

=
1

2
πa2 + 2

ˆ a

0

(
a− y2

a

)
dy =

1

2
πa2 +

4

3
a2.

x

y

O a 2a

a

−a

x2 + y2 = 2ax

y2 = ax

D

14. Solution.
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记D1 : x2 + y2 ≤ 1，D2 = D \D1，并设 g(x, y) = x2 + y2 − 1.
则

I =−
¨

D1

g(x, y) dx dy +
¨

D2

g(x, y) dx dy

=

¨

D

g(x, y) dx dy − 2

¨

D1

g(x, y) dx dy.

而

¨

D

g(x, y) dx dy =

ˆ 2

−2

ˆ 2

−2

(x2 + y2 − 1) dy dx =
80

3
,

且

¨

D1

g(x, y) dx dy =

ˆ 2π

0

dθ
ˆ 1

0

(r2 − 1)r dr = −π

2
.

所以

I =
80

3
+ π.

x

y

−2 2

2

−2

O

D1

D2

x2 + y2 = 1

|x| ≤ 2, |y| ≤ 2

15. Solution.

（1）正确. 因为根据偏导数定义，
fxx(0, 0) =

dfx(x, 0)
dx

∣∣∣∣
x=0

,

而一元函数可导必连续，所以 fx(x, 0)在 x = 0处连续.

（2）不正确. 例如

f(x, y) =

0, xy = 0,

1, xy ̸= 0.

该函数在原点 (0, 0)处不连续. 但是因为 f(x, 0) = 0，所以 fx(x, 0) = 0，进而 fxx(0, 0) = 0；

类似可得 fyy(0, 0) = 0. 因此即使 fxx(0, 0)和 fyy(0, 0)存在，f(x, y)也未必在原点连续.
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CHAPTER 15

2016-2017学年微积分（一）（下）期中考试

1 基本计算题 (每小题 6分，共 60分)

1. 已知微分方程 y′′ + a(x)y′ + b(x)y = f(x)，f(x) ̸= 0有三个解 y1 = x, y2 = ex, y3 = e3x，求此微分方程
满足初始条件 y(0) = 2, y′(0) = 3的特解.

2. 设 y = y(x)在区间 |x| < π

2
满足微分方程 y′′ − (y′)2 = 1，y|x=0 = 0，y′|x=0 = 0，求特解.

3. 求过点M(2,−2, 3)与直线 L1 :
x+ 1

1
=

y − 2

2
=

z − 4

0
垂直相交的直线 L的方程.
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4. 设曲线

x+ y − z = 1,

x2 + y2 + z2 = 3
，求其在点 (1, 1, 1)处的切线方程和法平面方程.

5. 设 z = f(xey)，其中 f 有一阶导数，f ′(0) = 2，求
∂2z

∂x∂y
(0, 1).

6. 设函数 f(u, v, w)有二阶连续偏导数，z = f(x, x+ y, xy)，求混合偏导函数
∂2z

∂x∂y
.

7. 计算 I =

ˆ 1

0

dy
ˆ 3

√
y

y

ex
2

dx.
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8. 计算二重积分
I =

¨

D

(
x3 sin y + (x+ y)2

)
dx dy,

其中 D : x2 + y2 ≤ 2y.

9. 计算三重积分 I =

˚

V

xy2z3 dx dy dz，其中 V 位于第一卦限，由曲面 z = 0, z = xy, y = x, y = 1围成.

10. 计算三重积分 I =

˚

V

(x+ z) dv，其中 V :
√
x2 + y2 ≤ z ≤

√
2− x2 − y2.

2 综合计算题 (每小题 8分，共 40分)

11. 设方程组

F (x+ y, y − z) = 0,

z = f(xy)
，其中 F, f 具有连续的一阶偏导，且 F1 − yf ′F2 ̸= 0，求

dz
dy

.
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12. 在椭球面 x2 + 2y2 + 2z2 = 1上求一点，使函数 f(x, y, z) = x2 + y2 − z在该点处沿方向 n = (1,−2, 3)

的方向导数最大.

13. 设函数 f(x)满足 f ′(x) + 3f(x) + 2x

ˆ 1

0

f(xt) dt = e−x，且 f(0) = 1，求 f(x).

14. 计算 I =

¨

D

|x+ y − 1|dx dy，其中 D是圆域 D : x2 + y2 ≤ 1.

15. 设 f(x, y) = 3
√
x 3
√
y2，讨论 f(x, y)在原点 (0, 0)处的：

（1）连续性；

（2）偏导数存在性；

（3）可微性；

（4）沿方向 n = (cosα, sinα)的方向导数的存在性，对存在情形计算出结果.
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2016-2017学年微积分（一）（下）期中考试参考答案

1 基本计算题 (每小题 6分，共 60分)

1. Solution. 因 ex − x, e3x − x是齐次方程 y′′ + a(x)y′ + b(x)y = 0的两个线性无关解，

所以原微分方程的通解为

y = C1(ex − x) + C2(e3x − x) + x.

将 y(0) = 2, y′(0) = 3代入上式，得 C1 = C2 = 1，故所求特解为

y = ex + e3x − x.

2. Solution. 令 p(x) = y′，则原方程化为 p′ = p2 + 1, p|x=0 = 0.

分离变量得
dp

1 + p2
= dx.

积分得 arctan p = x+ C，由初始条件得 C = 0，所以 p = y′(x) = tanx. 再积分，并代入 y|x=0 = 0，得

y(x) = − ln(cosx), |x| < π

2
.

3. Solution. 过点M(2,−2, 3)且与直线 L1 垂直的平面方程为

(x− 2) + 2(y + 2) = 0.

将 L1 的参数方程 x = −1 + t, y = 2 + 2t, z = 4代入平面方程，得 t = −1，从而交点为 P (−2, 0, 4).

所求直线为过点M 和点 P 的直线，故其方程为

x+ 2

4
=

y

−2
=

z − 4

−1
.

4. Solution. 令
F (x, y, z) = x+ y − z − 1, G(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 3.

则

∇F = (1, 1,−1), ∇G(1, 1, 1) = 2(1, 1, 1).
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切线方向向量可取

s = (1, 1,−1)× (1, 1, 1) = 2(1,−1, 0).

所以切线方程为
x− 1

1
=

y − 1

−1
=

z − 1

0
,

法平面方程为

x− y = 0.

5. Solution. 因
∂z

∂x
= eyf ′(xey),

所以
∂z

∂x
(0, y) = eyf ′(0) = 2ey.

由偏导定义可知
∂2z

∂x∂y
(0, 1) =

d
dy

(2ey)
∣∣∣∣
y=1

= 2e.

6. Solution. 记 fi, fij 分别为 f(u, v, w)关于第 i个变量的一阶偏导和二阶偏导.

因为
∂z

∂x
= f1 + f2 + yf3,

所以
∂2z

∂x∂y
= f12 + xf13 + f22 + xf23 + f3 + yf32 + xyf33

= f12 + xf13 + f22 + (x+ y)f23 + f3 + xyf33.

7. Solution. 交换积分次序，得

I =

ˆ 1

0

ex
2

dx
ˆ x

x3

dy =

ˆ 1

0

ex
2

(x− x3) dx.

令 t = x2，则

I =
1

2

ˆ 1

0

et(1− t) dt =
e− 2

2
.

8. Solution.

由于 D 关于 y 轴对称，

¨

D

x3 sin y dx dy = 0，

¨

D

2xy dx dy = 0.

因此利用极坐标代换得

I =

¨

D

(x2 + y2) dx dy

=

ˆ π

0

dθ
ˆ 2 sin θ

0

r2 · r dr

= 4

ˆ π

0

sin4 θ dθ = 8

ˆ π
2

0

sin4 θ dθ =
3π

2
.

x

y

2

O

D

x2 + y2 = 2y

r = 2 sin θ
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9. Solution. 记 D为 V 在 xOy面上的投影，则 D由直线 x = 0, y = x, y = 1围成. 因此

I =

¨

D

dx dy
ˆ xy

0

xy2z3 dz

=
1

4

¨

D

x5y6 dx dy

=
1

4

ˆ 1

0

dx
ˆ 1

x

x5y6 dy

=
1

28

ˆ 1

0

(x5 − x12) dx =
1

28

(
1

6
− 1

13

)
=

1

312
.

10. Solution.

由对称性可得

˚

V

x dv = 0.

用柱坐标代换，得

I =

˚

V

z dv

=

ˆ 2π

0

dθ
ˆ 1

0

r dr
ˆ √

2−r2

r

z dz

= π

ˆ 1

0

(2− 2r2)r dr =
π

2
. r

z

z = r

z =
√
2− r2

1O

2

D

2 综合计算题 (每小题 8分，共 40分)

11. Solution. 视 x, z为因变量，方程组两边对 y求导，得
F1

(
dx
dy

+ 1

)
+ F2

(
1− dz

dy

)
= 0,

dz
dy

= f ′
(
x+ y

dx
dy

)
.

于是
dz
dy

=
f ′ [(x− y)F1 − yF2]

F1 − yf ′F2
.

12. Solution. 设所求点为M(x, y, z)，则 ∇f(M) = (2x, 2y,−1)，且 n◦ =
1√
14

(1,−2, 3).

函数 f(x, y, z)在点M 处沿方向 n的方向导数为

∂f(M)

∂n
=

1√
14

(2x− 4y − 3).

即在约束 x2 + 2y2 + 2z2 = 1下求 2x− 4y − 3的最大值. 构造 Lagrange函数

L(x, y, z, λ) = 2x− 4y − 3 + λ(x2 + 2y2 + 2z2 − 1).
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令 

Lx = 2 + 2λx = 0,

Ly = −4 + 4λy = 0,

Lz = 4λz = 0,

Lλ = x2 + 2y2 + 2z2 − 1 = 0.

得 x = −y, z = 0. 代入约束方程，得

x = ±
√
3

3
, y = ∓

√
3

3
, z = 0.

比较方向导数的值，可知所求点为 (√
3

3
,−

√
3

3
, 0

)
.

13. Solution. 令 u = tx，则

x

ˆ 1

0

f(tx) dt =
ˆ x

0

f(u) du.

从而原方程变为

f ′(x) + 3f(x) + 2

ˆ x

0

f(u) du = e−x.

由上式可知 f ′′(x)存在，两边求导得

f ′′(x) + 3f ′(x) + 2f(x) = −e−x. (*)

特征方程 r2 + 3r + 2 = 0有相异实根 r = −2,−1，对应齐次方程通解为

Y = C1e−2x + C2e−x.

设特解为 y∗ = Axe−x，代入方程 (*)得 A = −1，所以

f(x) = C1e−2x + C2e−x − xe−x.

由原方程可得 f ′(0) = −2，又 f(0) = 1，代入得 C1 = 0, C2 = 1. 因此

f(x) = (1− x)e−x.

14. Solution.
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用 x+ y = 1将区域 D分为

D1 = D ∩ {(x, y) | x+ y ≥ 1}和 D2 = D \D1.
记 g = x+ y − 1，则

I =

¨

D1

g dσ −
¨

D2

g dσ

= 2

¨

D1

g dσ −
¨

D

g dσ.

因为 ¨

D

g dσ =

¨

D

(−1) dx dy = −π,

且 ¨

D1

g dσ =

ˆ 1

0

dx
ˆ √

1−x2

1−x

(x+ y − 1) dy

=
5

6
− π

4
.

所以

I =
5

3
+

π

2
.

x

y

O 1

1

x+ y = 1

D1

D

15. Solution.

（1）由于 f(x, y) = 3
√
x 3
√
y2 是初等函数，且在全平面有定义，所以 f(x, y)在 (0, 0)处连续.

（2）因为 f(x, 0) = 0，所以 fx(0, 0) = 0；同理 fy(0, 0) = 0.

（3）考虑极限

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)− f(0, 0)− fx(0, 0)x− fy(0, 0)y√
x2 + y2

= lim
(x,y)→(0,0)

3
√
x 3
√
y2√

x2 + y2

考虑 y = x，(x, y) → (0, 0)时， lim
x→0

3
√
x

3
√
x2

√
2|x|

=
1√
2
lim
x→0

x

|x|
不存在，所以 f(x, y)在 (0, 0)处不可微.

（4）利用方向导数的定义，得

∂f(0, 0)

∂n
= lim

ρ→0+

f(ρ cosα, ρ sinα)
ρ

= 3
√
cosα 3

√
sin2 α.
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Part IV

微积分（B）（下）期末考试
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CHAPTER 1

2024-2025学年微积分（B）（下）期末考试

1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. 函数 f(x, y, z) = x2 + y2 − z2 的等值面不可能是（ ）.

圆锥面A. 椭圆抛物面B.

双叶双曲面C. 单叶双曲面D.

2. 设 f(x, y)在 (0, 0)处连续，且 lim
x→0
y→0

f(x, y)− 1

x2 + y2
= 2，则 f(x, y)在点 (0, 0)处（ ）.

不存在偏导数A. 存在偏导数，但不可微B.

可微，fx(0, 0) ̸= 0, fy(0, 0) ̸= 0C. 可微，fx(0, 0) = 0, fy(0, 0) = 0D.

3. 计算 I =

˚

Ω

zdv，其中 Ω为锥面 z =
√
x2 + y2 与平面 z = 1所围成的立体，化为累次积分为：

(1) I =

ˆ 2π

0

dθ
ˆ 1

0

ρ dρ
ˆ 1

0

z dz, (2) I =

ˆ 2π

0

dθ
ˆ 1

0

ρ dρ
ˆ 1

ρ

z dz,

(3) I =

ˆ 2π

0

dθ
ˆ 1

0

dz
ˆ z

0

z dρ, (4) I =

ˆ 1

0

z dz
ˆ 2π

0

dθ
ˆ z

0

ρ dρ.

其中正确的为（ ）.

（2）（4）A. （1）（3）B.

（2）（3）C. （1）（4）D.

4. 设幂级数
∞∑

n=0

an(x− 1)n 在 x = 3处条件收敛，则级数

∞∑
n=1

an
2n

(x+ 1)n 在 x = −3处（ ）.

绝对收敛A. 条件收敛B.

发散C. 敛散性不确定D.

303
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5. 设函数 Q(x, y) =
x

y2
，如果对于上半平面 (y > 0)内的任意有向光滑封闭曲线 C 都有

˛
C

P (x, y) dx+Q(x, y) dy = 0,

那么函数 P (x, y)可取为

y − x2

y3
A. 1

y
− x2

y3
B.

x− 1

y
C. 1

x
− 1

y
D.

6. 关于级数的描述，下列命题中正确的是（ ）.

若正项级数

∞∑
n=1

un 发散，则 un >
1

n
A.

若

∞∑
n=1

u2
n 收敛，则

∞∑
n=1

(−1)nun 收敛B.

若

∞∑
n=1

(−1)n−1un(un > 0)条件收敛，则

∞∑
k=1

u2k 与

∞∑
k=1

u2k−1 都收敛C.

若

∞∑
n=1

a2n 收敛，则

∞∑
n=1

an
n
绝对收敛D.

2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7. 设 S 为上半球面 z =
√
a2 − x2 − y2(a > 0)，则

¨

S

(x+ z)
2 dS = .

8. 设 u =
√
x2 + y2 + z2，点 P0(1, 2,−2) 为空间曲线 L : x = t, y = 2t2, z = −2t4 上的点，则 u 在点

P0(1, 2,−2)处沿曲线 L的切线方向 l（t增大方向）的方向导数为 .

9. 设 f(x) = arctan
1− x

1 + x
，则 f (2024)(0) = .

10. 设 f(x) = x − 1(0 ≤ x ≤ π)展开成傅里叶级数为 S(x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

an cosnx,−∞ < x < +∞，其中

an =
2

π

ˆ π

0

f(x) cosnx dx, n = 0, 1, 2, · · ·，则 S

(
−5

2
π

)
= .

3 基本计算题 (每小题 7分，共 42分)

11. 设 Σ是 xOy面上的曲线 C : y2 = x2 − 1绕 y轴旋转一周所形成的曲面，求曲线 L :
x

0
=

y − 1

−1
=

z

1
与

曲面 Σ的交点 P，并求曲面 Σ在 P 点处的法线方程.
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12. 设函数 f(u, v)具有二阶连续偏导数，且 df
∣∣
(1,1)

= 3 du+ 4 dv，y = f(cosx, 1 + x2)，求
d2y
dx2

∣∣∣∣
x=0

.

13. 设 f(x, y)连续，D : x2 + y2 ≤ y，若 f(x, y) =
√
1− x2 − y2 − 4

π

¨

D

f(x, y) dx dy，求 f(x, y).

14. 求圆柱面 x2 + y2 = ay(a > 0)介于平面 z = 0与圆锥面 z =
1

a

√
x2 + y2 之间的柱面面积 S.

15. 下半球面 S : z = −
√
1− x2 − y2 取上侧，求积分 I =

¨

S

x dy dz + (z + 1)2 dx dy√
x2 + y2 + z2

.

16. 求级数
∞∑

n=0

(−1)n(n2 − n+ 1)

2n
的和.
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4 综合题 (每小题 7分，共 14分)

17. 已知 f(u, v) =

˛
L

(ux2 + vy2) ds，其中曲线 L : x2 + y2 = u2，求 fuv(1, 1).

18. 试求抛物面 z = 1 + x2 + y2 的一张切平面，使得它与该抛物面及圆柱面 x2 + y2 = 2x所围成的立体体

积最小.

5 证明题 (每小题 5分，共 10分)

19. 设 f(x)为正值连续函数，曲线 L : (x− a)2 + (y − a)2 = a2(a > 0)，方向取逆时针方向.证明：

˛
L

xf(y) dy − y

f(x)
dx ≥ 2πa2.

20. 证明级数
∞∑

n=1

sin
(
π
√
n2 + 1

)
是条件收敛的.
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1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. Solution. B.

函数的等值面为

x2 + y2 − z2 = C.

当 C = 0时为圆锥面；当 C > 0时为单叶双曲面；当 C < 0时为双叶双曲面. 它不可能是椭圆抛物面.

2. Solution. D.

由 lim
x→0
y→0

f(x, y)− 1

x2 + y2
= 2可知，当 (x, y) → (0, 0)时，

f(x, y)− 1 = 2(x2 + y2) + o(x2 + y2)

易知 f(0, 0) = 1，所以

f(x, y)− f(0, 0) = o
(√

x2 + y2
)
.

因而 f 在 (0, 0)处可微，且线性主部为零，所以

fx(0, 0) = fy(0, 0) = 0.

3. Solution. A.

该区域在柱坐标下为

0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ ρ ≤ 1, ρ ≤ z ≤ 1,

也可写成

0 ≤ z ≤ 1, 0 ≤ ρ ≤ z, 0 ≤ θ ≤ 2π.

因此正确的是（2）和（4）.

4. Solution. A.

原级数在 x = 3处条件收敛，即

∞∑
n=0

an2
n 条件收敛，

307
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特别地 an2
n → 0，故 {an2n}有界. 于是存在常数M，使得

|an| ≤
M

2n
.

级数

∞∑
n=1

an
2n

(x+ 1)n 在 x = −3处为

∞∑
n=1

an
2n

(−2)n =

∞∑
n=1

(−1)nan,

且 ∑
|an| ≤ M

∑ 1

2n
< ∞.

因此绝对收敛.

5. Solution. C.

在单连通区域 y > 0内，任意闭曲线积分为零等价于

Py = Qx.

已知

Q =
x

y2
, Qx =

1

y2
.

C、D均满足 Py =
1

y2
，但 P =

1

x
− 1

y
在 x = 0处无定义，故选 C.

6. Solution. D.

对于 A选项，考虑 un =
1

n
，则

∑
un 发散，但 un >

1

n
不成立；

对于 B选项，考虑 un =
(−1)n

n
2
3

，则
∑

u2
n =

∑ 1

n
4
3

收敛，但
∑

(−1)nun =
∑ 1

n
2
3

发散；

对于 C选项，考虑 un =
1

n
，则

∑
(−1)n−1un 条件收敛，

但
∑

u2k =
∑ 1

2k
与
∑

u2k−1 =
∑ 1

2k − 1
均发散；

对于 D选项，若
∑

a2n 收敛，则

∞∑
n=1

∣∣∣an
n

∣∣∣ ≤ 1

2

∞∑
n=1

(
a2n +

1

n2

)
< ∞,

因而
∑ an

n
绝对收敛.

2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7. Solution. 4πa
4

3
.
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由对称性可知 ¨

S

(x+ z)2 dS =

¨

S

(x2 + 2xz + z2) dS

=

¨

S

(x2 + z2) dS =
2

3

¨

S

(x2 + y2 + z2) dS

=
2a2

3

¨

S

dS

=
4πa4

3
.

8. Solution. 25
27
.

∇u =
(x, y, z)√

x2 + y2 + z2
,

因而

∇u(P0) =
1

3
(1, 2,−2).

曲线切向量为

τ = (1, 4t,−8t3)
∣∣
t=1

= (1, 4,−8), |τ | = 9.

所以方向导数为

∇u(P0) ·
τ

|τ |
=

25

27
.

9. Solution. 0.

注意到当 |x| < 1时，

arctan
1− x

1 + x
=

π

4
− arctanx.

而 arctanx =

ˆ x

0

1

1 + t2
dt =

∞∑
n=0

ˆ x

0

(−1)nt2n dt =
∞∑

n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
，

由 Taylor定理对照可知

f (2024)(0) = 0.

10. Solution. π
2
− 1.

余弦级数对应 [0, π]上函数的偶延拓，并作 2π周期延拓. 因为

−5π

2
≡ −π

2
(mod 2π),

所以

S

(
−5π

2

)
= f

(
−π

2

)
= f

(π
2

)
=

π

2
− 1.
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3 基本计算题 (每小题 7分，共 42分)

11. Solution. 曲线 C : y2 = x2 − 1绕 y轴旋转所得曲面为

x2 + z2 − y2 = 1.

直线 L可写成

x = 0, y = 1− t, z = t.

代入曲面方程得

t2 − (1− t)2 = 1,

解得 t = 1. 因此交点为
P = (0, 0, 1).

设

F (x, y, z) = x2 + z2 − y2 − 1,

则

∇F (P ) = (0, 0, 2).

故法线方程为
x

0
=

y

0
=

z − 1

2
.

12. Solution. 由 df |(1,1) = 3 du+ 4 dv可知

fu(1, 1) = 3, fv(1, 1) = 4.

计算
dy
dx

= fu · (− sinx) + fv · 2x，

d2y
dx2

= −dfu
dx

sinx− fu cosx+ 2x
dfv
dx

+ 2fv .

将 x = 0代入上式得
d2y
dx2

∣∣∣∣
x=0

= −fu(1, 1) + 2fv(1, 1) = −3 + 8 = 5.

13. Solution. 记
C =

4

π

¨

D

f(x, y) dx dy.

则

f(x, y) =
√
1− x2 − y2 − C.

两边在 D上积分并乘以
4

π
，得

C =
4

π

¨

D

√
1− x2 − y2 dx dy − C.

区域 D在极坐标下为

0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ r ≤ sin θ.
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因而 ¨

D

√
1− x2 − y2 dx dy =

ˆ π

0

dθ
ˆ sin θ

0

√
1− r2 r dr

=− 1

3

ˆ π

0

(
1− r2

) 3
2

∣∣∣∣sin θ
0

dθ

=− 1

3

ˆ π

0

(
| cos θ|3 − 1

)
dθ =

π

3
− 4

9
.

所以

C =
2

3
− 8

9π
.

最终

f(x, y) =
√
1− x2 − y2 − 2

3
+

8

9π
.

14. Solution. 圆柱面 x2 + y2 = ay在极坐标下为

r = a sin θ, 0 ≤ θ ≤ π.

其底面圆周弧长元为

ds =
√
r2 + (r′)2 dθ = a dθ.

圆锥面给出的高度为

z =
r

a
= sin θ.

因而柱面面积为

S =

ˆ π

0

z ds = a

ˆ π

0

sin θ dθ = 2a.

15. Solution. 下半球面 z = −
√
1− x2 − y2 上满足

√
x2 + y2 + z2 = 1，因此

I =

¨

S

x dy dz + (z + 1)2 dx dy.

记 S′ 为 x2 + y2 ≤ 1, z = 0取下侧，Σ = S ∪ S′，则

I =

‹

Σ

x dy dz + (z + 1)2 dx dy −
¨

S′

x dy dz + (z + 1)2 dx dy

=−
˚

x2+y2+z2≤1
z≤0

(1 + 2z + 2)dx dy dz −
¨

S′

dx dy

=− 3

˚

x2+y2+z2≤1
z≤0

dx dy dz − 2

˚

x2+y2+z2≤1
z≤0

z dx dy dz +
¨

x2+y2≤1

dx dy

=− 2π − 2

ˆ 0

−1

z · π(1− z2) dz + π

=− 2π +
π

2
+ π = −π

2
.
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16. Solution. 当 |x| < 1时，

∞∑
n=0

xn =
1

1− x
,

∞∑
n=0

nxn = 1 +

∞∑
n=1

nxn = x

( ∞∑
n=1

xn

)′

= x

(
1

1− x
− 1

)′

=
x

(1− x)2
,

∞∑
n=0

n2xn =

∞∑
n=1

n2xn = x

( ∞∑
n=1

nxn

)′

= x

[
x

(1− x)2

]′
= x · (1− x)2 + 2x(1− x)

(1− x)4
=

x(1− x2)

(1− x)4
.

得
∞∑

n=0

(−1)n(n2 − n+ 1)

2n
=

∞∑
n=0

(n2 − n+ 1)xn

∣∣∣∣∣
x=− 1

2

= − 2

27
+

2

9
+

2

3
=

22

27
.

4 综合题 (每小题 7分，共 14分)

17. Solution. 将圆 L : x2 + y2 = u2 参数化为

x = u cos θ, y = u sin θ, 0 ≤ θ ≤ 2π,

则 ds = u dθ. 因而

f(u, v) =

ˆ 2π

0

(
u · u2 cos2 θ + v · u2 sin2 θ

)
u dθ = πu4 + πvu3.

所以

fuv(u, v) = 3πu2,

从而

fuv(1, 1) = 3π.

18. Solution. 抛物面在点 (a, b, 1 + a2 + b2)处的切平面为 2a(x− a) + 2b(y − b)− (z − 1− a2 − b2) = 0，即

z = 1− a2 − b2 + 2ax+ 2by.

圆柱面 x2 + y2 = 2x在 xOy平面上的投影区域为圆域

D : x2 + y2 ≤ 2x, z = 0.

因抛物面是凸曲面，故所围立体的体积为切平面上方、抛物面下方、圆柱面内侧部分的体积

V (a, b) =

¨

D

dx dy
ˆ 1+x2+y2

1−a2−b2+2ax+2by

dz,

即

V (a, b) =

¨

D

(
x2 + y2

)
dx dy − 2a

¨

D

x dx dy − 2b

¨

D

y dx dy + π(a2 + b2).

因为 D的形心为 (1, 0)，所以

¨

D

x dx dy = π，

¨

D

y dx dy = 0，
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故

V (a, b) =

¨

D

(
x2 + y2

)
dx dy − 2aπ + π(a2 + b2)

=

ˆ π
2

−π
2

dθ
ˆ 2 cos θ

0

r3 dr − 2aπ + π(a2 + b2)

=8

ˆ π
2

0

cos4 θ dθ − 2aπ + π(a2 + b2)

=
3π

2
− 2aπ + π(a2 + b2) = π

[
(a− 1)2 + b2 +

1

2

]
.

显然当 a = 1且 b = 0时，V (a, b)取得最小值 Vmin =
π

2
.

此时切点为 (1, 0, 2)，切平面方程为 z = 2x+ 0 · y + 1− 1− 0，即

z = 2x.

5 证明题 (每小题 5分，共 10分)

19. Proof. 记
P (x, y) = − y

f(x)
, Q(x, y) = xf(y).

由 Green公式，
˛
L

xf(y) dy − y

f(x)
dx =

¨

D

(Qx − Py) dx dy =

¨

D

(
f(y) +

1

f(x)

)
dx dy,

其中 D是圆盘 (x− a)2 + (y − a)2 ≤ a2.

由圆盘关于直线 y = x对称， ¨

D

f(y) dx dy =

¨

D

f(x) dx dy.

所以 ˛
L

xf(y) dy − y

f(x)
dx =

¨

D

(
f(y) +

1

f(x)

)
dx dy

=

¨

D

(
f(x) +

1

f(x)

)
dx dy

≥2

¨

D

dx dy = 2πa2.

20. Proof. 设
αn =

√
n2 + 1− n =

1√
n2 + 1 + n

.

则

sin
(
π
√
n2 + 1

)
= sin(nπ + παn) = (−1)n sin(παn).

因为

αn ∼ 1

2n
,
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所以

sin(παn) ∼
π

2n
.

于是绝对值级数与调和级数同阶，故发散.

另一方面，αn 严格单调递减，且趋于零，

而 παn =
π√

n2 + 1 + n
<

π

2
，因此 sin(παn)也严格单调递减，且趋于零.

由 Leibniz判别法，级数
∞∑

n=1

(−1)n sin(παn)

收敛. 故原级数条件收敛.
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1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. 已知直线 L1 : x+ 1 = y =
z − 1

2
和 L2 : x =

y + 1

3
=

z − 2

3
，则这两直线的位置关系为（ ）.

相交A. 平行B.

重合C. 异面D.

2. 设函数 F (x, y, z) = xy − z ln y + exz − 1在点 P (0, 1, 1)附近满足方程 F (x, y, z) = 0，则下列说法错误

的是（ ）.

F 在点 P 处可微A. ∂y

∂z

∣∣∣∣
P

= 0B.

∂y

∂x

∣∣∣∣
P

= −2C. ∂x

∂y

∣∣∣∣
P

=
1

2
D.

3. 设 D 是 xOy 平面上以 (1, 1), (−1, 1), (−1,−1) 为顶点的三角形区域，D1 是 D 在第一象限的部分，则¨

D

(xy + cosx sin y) dσ = � �.

2

¨

D1

cosx sin y dσA. 2

¨

D1

xy dσB.

¨

D1

(xy + cosx sin y) dσC. 0D.

4. 已知函数 f(x) = 1 − x(0 ≤ x ≤ π)，S(x) =

∞∑
n=1

bn sinnx (−∞ < x < ∞)，其中 bn =

2

π

ˆ π

0

f(x) sinnx dx(n = 1, 2, . . .)，则 S
(
−π

2

)
= � �.

−π

2
− 1A. −π

2
+ 1B.

π

2
− 1C. π

2
+ 1D.

315
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5. 设 Γ是球面 x2 + y2 + z2 = 4与平面 x+ y + z = 0的交线，则

˛
Γ

(y + 2z) ds = � �.

πA. 2πB.

−πC. 0D.

6. 关于级数的描述，下列命题中正确的是（ ）.

若

∞∑
n=1

un 收敛，则

∞∑
n=1

u2
n 收敛A.

若

∞∑
n=1

u2
n 收敛，则

∞∑
n=1

un 收敛B.

若

∞∑
n=1

(un + vn)收敛，则

∞∑
n=1

un 与

∞∑
n=1

vn 都收敛C.

若
∞∑

n=1

a2n 收敛，则
∞∑

n=1

|an|
n
收敛D.

2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7. 设 S 为球面 x2 + y2 + z2 = R2(R > 0)，则

‹

S

(
x2

2
+

y2

3
+

z2

4

)
dS = .

8. 曲线

z = x2 + y2,

2x2 + 2y2 − z2 = 0
在点 P0(1, 1, 2)的法平面方程为 .

9. 设 {x2023 + 2xy3, ax2y2 − y2024}在整个 xOy平面内是某一函数 u(x, y)的梯度，则 a = .

10. 幂级数
∞∑

n=0

(−1)n

n!2n
x2n+1 的和函数为 .

3 基本计算题 (每小题 7分，共 42分)

11. 一直线过点 B(1, 2, 3)且与向量 s = (6, 6, 7)平行，求点 A(3, 4, 2)到此直线的距离 d.
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12. 设 z = (x2 + y2)e− arctan x
y，求 dz，

∂2z

∂x∂y

∣∣∣∣
(0,1)

.

13. 求曲线积分 I =

ˆ
L

(y2 − cos y) dx+ x sin y dy，其中有向曲线 L为沿着正弦曲线 y = sinx，由点 O(0, 0)

到点 A(π, 0).

14. 求由曲面 2z = x2 + y2 和 z =
√
x2 + y2 所围成的立体 Ω的体积 V .

15. 设 S 是上半球面 z =
√
1− x2 − y2 与锥面 z =

√
x2 + y2 围成的闭曲面的外侧，cosα，cosβ，cos γ 是

S 外法线的方向余弦，求

I =

‹

S

[(x3 + z2) cosα+ (y3 + x2) cosβ + (z3 + y2) cos γ]dS.

16. 设 f(x) =
1

(4− x)2
，将 f(x)展开成关于 x的幂级数，并求 f (20)(0).
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4 综合题 (每小题 7分，共 14分)

17. 设函数 u =
x√

x2 + y2 + z2
，空间曲线 L : x = t, y = 2t2, z = −2t4，P0(1, 2,−2)为曲线 L上的一点，求

u在 P0 处沿曲线 L的切向量方向（t增大的方向）l的方向导数
∂u

∂l

∣∣∣∣
P0

，并求函数 u在 P0(1, 2,−2)处

的最大变化率.

18. 设函数 f(x, y) 的全微分为 df(x, y) = (2ax + by) dx + (2by + ax) dy（a, b 为常数），且 f(0, 0) = −3，

f ′
x(1, 1) = 3，求点 (−1,−1)到曲线 f(x, y) = 0上的点的距离的最大值.

5 证明题 (每小题 5分，共 10分)

19. 设 D = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}，证明：1 ≤
¨

D

(cos y2 + sinx2) dx dy ≤ 2.

20. 设 an =
(−1)n√
n+ (−1)n

(n = 2, 3, · · · )，证明：
∞∑

n=2

an 收敛.



CHAPTER 4

2023-2024学年微积分（一）（下）期末考试参考答案

1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. Solution. A.

显然 L1 与 L2 不平行、重合.联立

L1 : (x, y, z) = (−1, 0, 1) + t(1, 1, 2), L2 : (x, y, z) = (0,−1, 2) + s(1, 3, 3)

解得

s = 1,

t = 2
，所以两直线相交于点 (1, 2, 5).

2. Solution. C.

在 P (0, 1, 1)处，

Fx = 2, Fy = −1, Fz = 0.

因为 Fy ̸= 0，可把 y看作 x, z的函数，且

∂y

∂x
= −Fx

Fy
= 2.

故选项 C中的 −2错误.

3. Solution. A.
如图，用直线 y = −x将三角形区域 D分为 D2 和 D3，

则由对称性可知
¨

D

(xy + cosx sin y) dσ =

¨

D2

(xy + cosx sin y) dσ

+

¨

D3

(xy + cosx sin y) dσ

=

¨

D2

cosx sin y dσ

=2

¨

D1

cosx sin y dσ.

x

y

y = −x(−1,−1)

(−1, 1) (1, 1)

O

D2

D3

D1

319
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4. Solution. C.

该正弦级数表示函数 f(x) = 1− x (0 ≤ x ≤ π)的奇延拓. 因而

S
(
−π

2

)
= −f

(π
2

)
= −

(
1− π

2

)
=

π

2
− 1.

5. Solution. D.

由轮换对称性可知 ˛
Γ

x ds =
˛
Γ

y ds =
˛
Γ

z ds

所以 ˛
Γ

(y + 2z) ds =
˛
Γ

(x+ y + z) ds = 0.

6. Solution. D.

对于 A选项，考虑 un =
(−1)n√

n
，则

∑
un 收敛，但 u2

n =
1

n
，
∑

u2
n 发散；

对于 B选项，考虑 un =
1

n
，则

∑
u2
n =

∑ 1

n2
收敛，但

∑
un 发散；

对于 C选项，考虑 un = (−1)n，vn = (−1)n−1，则
∑

(un + vn) ≡ 0收敛，但
∑

un与
∑

vn均发散；

但
∑

u2k =
∑ 1

2k
与
∑

u2k−1 =
∑ 1

2k − 1
均发散；

对于 D选项，若
∑

a2n 收敛，则

∞∑
n=1

|an|
n

≤ 1

2

∞∑
n=1

(
a2n +

1

n2

)
< ∞,

因而
∑ |an|

n
收敛.

2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7. Solution. 13πR
4

9
.

由对称性可知 ‹

S

x2 dS =

‹

S

y2 dS =

‹

S

z2 dS =
1

3

‹

S

(x2 + y2 + z2) dS.

又球面上 x2 + y2 + z2 = R2，而 |S| = 4πR2，所以

‹

S

x2 dS =
4πR4

3
.

因而 ¨

S

(
x2

2
+

y2

3
+

z2

4

)
dS =

(
1

2
+

1

3
+

1

4

)
4πR4

3
=

13πR4

9
.

8. Solution. x− y = 0.

令 F (x, y, z) = x2 + y2 − z，G(x, y, z) = 2x2 + 2y2 − z2，则两曲面的法向量可取为

∇F = (2x, 2y,−1), ∇G = (4x, 4y,−2z).
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在 P0(1, 1, 2)处切线的方向向量可取为 s = ∇F ×∇G = (2, 2,−1)× 4(1, 1,−1) = 4(−1,−1, 0)，

因此法平面方程为

x− y = 0.

9. Solution. 3.

记 P = x2023 + 2xy3，Q = ax2y2 − y2024，则 gradu(x, y) = {P,Q}等价于 du = P dx+Q dy，所以

∂

∂y
(x2023 + 2xy3) =

∂

∂x
(ax2y2 − y2024),

即

6xy2 = 2axy2.

因此 a = 3.

10. Solution. xe−
x2

2 .
∞∑

n=0

(−1)n

n!2n
x2n+1 = x

∞∑
n=0

1

n!

(
−x2

2

)n

= xe−
x2

2 .

3 基本计算题 (每小题 7分，共 42分)

11. Solution. 计算
−−→
BA = (2, 2,−1), |s| =

√
62 + 62 + 72 =

√
121 = 11.

则点到直线的距离为

d =
|
−−→
BA× s|

|s|
=

|(2, 2,−1)× (6, 6, 7)|
11

=
|4(1,−1, 0)|

11
=

20
√
2

11
.

12. Solution. 由链式法则，

∂z

∂x
= 2xe− arctan x

y +
(
x2 + y2

)
e− arctan x

y ·
− 1

y

1 + x2

y2

= (2x− y)e− arctan x
y ,

∂z

∂y
= 2ye− arctan x

y +
(
x2 + y2

)
e− arctan x

y ·
x
y2

1 + x2

y2

= (2y + x)e− arctan x
y .

因而

dz =
∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy = e− arctan x

y [(2x− y) dx+ (2y + x) dy] .

由 zx(x, y) = (2x− y)e− arctan x
y 可知 zx(0, y) = −y · e− arctan 0 = −y，所以

∂2z

∂x∂y

∣∣∣∣
(0,1)

= −1.

13. Solution. 设
P = y2 − cos y, Q = x sin y.

将曲线 L与有向线段 AO补成闭曲线，围成区域记为 D. 由 Green公式，˛
L+AO

P dx+Q dy = −
¨

D

(Qx − Py) dx dy.
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因为

Qx − Py = sin y − (2y + sin y) = −2y,

故

I =2

¨

D

y dx dy −
ˆ 0

π

(−1)dx

=2

ˆ π

0

dx
ˆ sin x

0

y dy − π

=2

ˆ π
2

0

sin2 x dx− π = −π

2
.

14. Solution. 联立 2z = x2 + y2 与 z =
√
x2 + y2，得 z = 0或 z = 2，

所以 Ω在 xOy平面上的投影为圆盘 D : x2 + y2 ≤ 4，

积分区域 Ω如图所示. 用柱坐标代换，

V =

¨

D

dx dy
ˆ r

r2

2

dz

=

ˆ 2π

0

dθ
ˆ 2

0

(
r − r2

2

)
r dr

=
4π

3
.

y

z

x

z = 2

O

Ω

z =
√
x2 + y2

2z = x2 + y2

15. Solution. 记 S 所围成的区域为 Ω. 由 Gauss公式，

I =

‹

S

[(x3 + z2) cosα+ (y3 + x2) cosβ + (z3 + y2) cos γ]dS

=

‹

S

(
x3 + z2

)
dy dz +

(
y3 + x2

)
dz dx+

(
z3 + y2

)
dx dy

=

˚

Ω

[
3x2 + 3y2 + 3z2

]
dx dy dz.

用球坐标代换，

I =3

ˆ 2π

0

dθ
ˆ π

4

0

sinφdφ
ˆ 1

0

r4 dr

=
6π

5

ˆ π
4

0

sinφ dφ =
6π

5
(1− cos

π

4
) =

3
(
2−

√
2
)
π

5
.

16. Solution. 由
1

1− t
=

∞∑
n=0

tn, |t| < 1,

令 t =
x

4
，并对两边求导，得

1

(4− x)2
=

1

16

∞∑
n=0

(n+ 1)
(x
4

)n
, |x| < 4.

因此
f (n)(0)

n!
=

n+ 1

4n+2
,
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所以

f (20)(0) =
21!

422
.

4 综合题 (每小题 7分，共 14分)

17. Solution. 点 P0(1, 2,−2)对应参数 t = 1. 曲线 L的切向量为

τ = (1, 4,−8), τ0 =
1

9
(1, 4,−8).

计算

∇u =

(
y2 + z2

(x2 + y2 + z2)
3
2

, − xy

(x2 + y2 + z2)
3
2

, − xz

(x2 + y2 + z2)
3
2

)
.

在 P0 处

∇u(P0) =

(
8

27
, − 2

27
,
2

27

)
.

因而沿切线方向的方向导数为

∂u

∂l

∣∣∣∣
P0

= ∇u(P0) · τ0 =

(
8

27
, − 2

27
,
2

27

)
· 1
9
(1, 4,−8) = − 16

243
.

最大变化率即

|∇u(P0)| =
1

27

√
82 + 22 + 22 =

2
√
2

9
.

18. Solution. 由题意
fx = 2ax+ by, fy = 2by + ax.

因为 fxy = fyx，故 a = b. 又
fx(1, 1) = 2a+ b = 3,

所以 a = b = 1. 于是
df = (2x+ y) dx+ (x+ 2y) dy = d(x2 + xy + y2),

并由 f(0, 0) = −3得

f(x, y) = x2 + xy + y2 − 3.

曲线 f(x, y) = 0即

x2 + xy + y2 = 3.

在曲线 f(x, y) = 0上任取一点 (x, y)，则 (−1,−1)到该点的距离为 d =
√
(x+ 1)2 + (y + 1)2.

用 Lagrange乘数法，设 F (x, y, λ) = (x+ 1)2 + (y + 1)2 + λ(x2 + xy + y2 − 3)，令

∂F

∂x
= 2(x+ 1) + λ(2x+ y) = 0,

∂F

∂y
= 2(y + 1) + λ(x+ 2y) = 0,

∂F

∂λ
= x2 + xy + y2 − 3 = 0,

解得

x = 1,

y = 1,
，

x = −1,

y = −1,
，

x = −1,

y = 2,
，或

x = 2,

y = −1.

计算 d(1, 1) = 2
√
2，d(−1,−1) = 0，d(2,−1) = 3，d(−1, 2) = 3，所以最大值为 3.
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5 证明题 (每小题 5分，共 10分)

19. Proof. 由轮换对称性， ¨

D

cos y2 dx dy =

¨

D

cosx2 dx dy.

所以 ¨

D

(cos y2 + sinx2) dx dy =

¨

D

(cosx2 + sinx2) dx dy =
√
2

¨

D

sin
(
x2 +

π

4

)
dx dy.

当 0 ≤ x ≤ 1时， √
2

2
≤ sin

(
x2 +

π

4

)
≤ 1.

所以 ¨

D

√
2 ·

√
2

2
dx dy ≤

¨

D

√
2 sin

(
x2 +

π

4

)
dx dy ≤

¨

D

√
2 · 1 dx dy,

1 ≤
¨

D

(cos y2 + sinx2) dx dy ≤
√
2.

20. Proof. an =
(−1)n√
n+ (−1)n

=
(−1)n√

n

[
1 +

(−1)n

n

]− 1
2

，

利用 Taylor公式 (1 + x)α = 1 + αx+ o(x)，

an =
(−1)n√

n

[
1− 1

2
· (−1)n

n
+ o

(
1

n

)]
=
(−1)n√

n
− 1

2n
√
n
+ o

(
1

n
√
n

)
.

由于
∑ (−1)n√

n
和
∑ 1

n
√
n
都收敛，所以

∑
an 收敛.



CHAPTER 5

2022-2023学年微积分（一）（下）期末考试

1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. 在空间直角坐标系中，方程 z =
√
x2 + y2 − 1表示（ ）.

半球面A. 柱面B.

锥面C. 单叶双曲面D.

2. 设 z = f(x, y)在点 (1, 1)处有 fx(1, 1) = fy(1, 1) = 1，则必有（ ）.

lim
x→1
y→1

f(x, y)存在A.

dz|(1,1) = dx+ dyB.

lim
x→1

f(x, 1)及 lim
y→1

f(1, y)都存在C.

f(x, y)在点 (1, 1)沿方向 n = {cos θ, sin θ}的方向导数存在D.

3. 设函数 z = f(x, y)的全微分为 dz = 2xdx+ 3ydy，则点 (0, 0)（ ）.

不是 f(x, y)的连续点A. 不是 f(x, y)的驻点B.

是 f(x, y)的极大值点C. 是 f(x, y)的极小值点D.

4. 设 Ω是由锥面 z =
√
x2 + y2 和平行 z = 1所围成的空间区域，将 I =

˚

Ω

f(
√
x2 + y2 + z)dx dy dz化

为柱坐标系下的累次积分，下列结果正确的是（ ）.

I = 2π

ˆ 1

0

rdr
ˆ 1

0

f(
√

r2 + z)dzA.

I = 2π

ˆ 1

0

rdr
ˆ 1

r

f(
√

r2 + z)dzB.

I = 2π

ˆ 1

0

dr
ˆ 1

r

f(
√

r2 + z)dzC.

I = 2π

ˆ 1

0

dz
ˆ z

0

f(
√

r2 + z)drD.

325
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5. 设 S 是上半球面 x2 + y2 + z2 = R2 (z ≥ 0, R > 0)，abc ̸= 0，则

¨

S

(ax+ by + cz)dS =（ ）.

cπR2A. 1

4
cπR3B.

cπR3C. (a+ b+ c)πR2D.

6. 下列命题中，正确的是（ ）.

若 an ≤ bn ≤ cn 且

∞∑
n=1

an 与

∞∑
n=1

cn 收敛，则

∞∑
n=1

bn 收敛A.

若正项级数

∞∑
n=1

an 满足
an+1

an
< 1，则

∞∑
n=1

an 收敛B.

若 lim
n→∞

un

vn
= 1，则

∞∑
n=1

un 与

∞∑
n=1

vn 同敛散C.

若

∞∑
n=1

an 收敛，则

∞∑
n=1

(−1)nan√
n

收敛D.

2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7. 设曲线 Γ :

x2 + y2 + z2 = 1

x+ y + z = 0
，则

˛
Γ

(x2 + 2y2 + 3z)ds = .

8. z = x+ 3y + ln(1 + x2 + y2)在点 (0, 0, 0)的切平面方程为 .

9. 设 u = ln
√
x2 + y2 + z2，则 div(gradu)

∣∣∣
(1,−1,2)

= .

10. 设 f(x) =


x, −π ≤ x < 0,

1, x = 0,

2x, 0 < x < π

，将 f(x)展开成以 2π为周期的傅里叶级数，则 f(x)的傅里叶级数的和

函数在 x = −3π处的值为 .

3 基本计算题 (每小题 7分，共 42分)

11. 求过点 P (2, 1, 3)且与 L1 :
x− 1

2
=

y − 2

1
=

z − 2

−1
垂直的平面方程，并求该平面与 L1 的交点.
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12. 设 z = e−x sin
y

x
，求

∂z

∂y

∣∣∣∣
(2,π)

，
∂2z

∂y∂x

∣∣∣∣
(2,π)

.

13. 求曲面 z = xy包含在圆柱面 x2 + y2 = 1内那部分面积 S.

14. 求 I =

˚

Ω

z2dx dy dz，其中 Ω由

y2 +
z2

2
= 1

x = 0
绕 z轴旋转一周所形成的曲面所围成的立体.

15. 设 S 是上半球面 z =
√
R2 − x2 − y2 (R > 0)，取上侧，求 I =

¨

S

(x2 + y)dy dz + zdx dy√
x2 + y2 + z2

.

16. 求幂级数
∞∑

n=1

2n+ 1

n!
x2n 的收敛域与和函数 S(x).
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4 综合题 (每小题 7分，共 14分)

17. 设 L 是 xOy 面上任意的光滑曲线，f(x) 具有二阶连续的导数，且 f(0) = 4，f ′(0) = 3，若曲线积分ˆ
L

(−xex + f ′′(x))ydx+ f(x)dy与路径无关，求 f(x).

18. 求 f(x, y) = x2 − y2 + 2在椭圆域 D = {(x, y) | 4x2 + y2 ≤ 4}上的最大值和最小值.

5 证明题 (每小题 5分，共 10分)

19. 设 f(x)在 [0, 1]上连续，且

ˆ 1

0

f(x)dx = A，证明：

ˆ 1

0

dx
ˆ 1

x

f(x)f(y)dy =
1

2
A2.

20. 设数列 {an}满足 a1 = 1，2an+1 = an +
√
a2n + un，其中 un > 0，{an}有上界，证明

∞∑
n=1

un 收敛.
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1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. Solution. D.

方程 z =
√
x2 + y2 − 1等价于

x2 + y2 − z2 = 1, z ≥ 0,

表示单叶双曲面的上半部分.

2. Solution. C.

多元函数偏导存在无法保证函数连续，全微分 dz = fxdx+ fydy仅在函数可微时成立，

偏导数存在不能保证沿任意方向的方向导数存在.

对于 C选项，f(x, 1)是 x的一元函数，由 fx(1, 1)存在知该一元函数在 x = 1处可导，必然连续，

即 lim
x→1

f(x, 1) = f(1, 1)存在；同理 lim
y→1

f(1, y)也存在.

3. Solution. D.

由题可知 dz = d
(
x2 +

3

2
y2
)
，所以 z = x2 +

3

2
y2 + C，因此 f(x, y)显然在 (0, 0)处可微，且

fx(0, 0) = 2x
∣∣
(0,0)

= 0, fy(0, 0) = 3y
∣∣
(0,0)

= 0,

所以点 (0, 0)是驻点. 又 fxx(0, 0) = 2，fyy(0, 0) = 3，fxy(0, 0) = 0，所以

fxx(0, 0)fyy(0, 0)− f2
xy(0, 0) = 6 > 0,

因此点 (0, 0)是极小值点.

4. Solution. B.

由柱坐标代换

x = r cos θ, y = r sin θ, z = z,

可得

I =

ˆ 2π

0

dθ
ˆ 1

0

r dr
ˆ 1

r

f(
√

r2 + z) dz.

329
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5. Solution. C.

由对称性可知 ¨

S

x dS =

¨

S

y dS = 0,

故

¨

S

(ax+ by + cz)dS = c

¨

S

z dS.

用球坐标代换，dS = R2 sinφ dφ dθ，因此

c

¨

S

z dS =c

ˆ 2π

0

dθ
ˆ π

2

0

R cosφR2 sinφ dφ

=cπR3

ˆ π
2

0

sin 2φ dφ

=cπR3

[
−cos 2φ

2

]π
2

0

=cπR3.

6. Solution. A.

对于 A选项，根据已知条件 an ≤ bn ≤ cn，可知 0 ≤ bn − an ≤ cn − an.

令 un = bn − an，vn = cn − an，则 vn ≥ un ≥ 0均为正项级数的通项.

因为
∑

an 和
∑

cn 都收敛，它们的差级数
∑

vn =
∑

(cn − an)也必然收敛，

根据正项级数的比较判别法，由于
∑

vn 收敛，所以
∑

un 也收敛.

因 bn = un + an，而
∑

un 和
∑

an 都是收敛级数，所以它们的和级数
∑

bn 必然收敛.

对于 B选项，令 an =
1

n
，显然

an+1

an
=

n

n+ 1
< 1，但

∞∑
n=1

an 发散.

对于 C选项，令 un =
(−1)n√

n
，vn =

(−1)n√
n

+
1

n
，则 lim

n→∞

vn
un

= lim
n→∞

(
1 +

1

(−1)n
√
n

)
= 1，

但

∞∑
n=1

un 收敛，而

∞∑
n=1

vn 发散.

对于 D选项，令 an =
(−1)n√

n
，则

∞∑
n=1

an 收敛，但

∞∑
n=1

(−1)nan√
n

=

∞∑
n=1

1

n
发散.

2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7. Solution. 2π.

显然曲线 Γ具有轮换对称性，因此 ˛
Γ

x2 ds =
˛
Γ

y2 ds =
˛
Γ

z2 ds,
˛
Γ

x ds =
˛
Γ

y ds =
˛
Γ

z ds = 0.

从而 ˛
Γ

(x2 + 2y2 + 3z) ds =
˛
Γ

(x2 + y2 + z2) ds+
˛
Γ

(x+ y + z) ds = 2π.
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8. Solution. x+ 3y − z = 0.

由 z = x+ 3y + ln(1 + x2 + y2)可得

zx = 1 +
2x

1 + x2 + y2
, zy = 3 +

2y

1 + x2 + y2
.

因此

zx(0, 0) = 1, zy(0, 0) = 3.

曲面在点 (0, 0, 0)处切平面的法向量可取作 (zx(0, 0), zy(0, 0),−1) = (1, 3,−1)，因此切平面方程为

x+ 3y − z = 0.

9. Solution. 1
6
.

u = ln
√
x2 + y2 + z2 =

1

2
ln(x2 + y2 + z2).

因此 gradu =

(
x

x2 + y2 + z2
,

y

x2 + y2 + z2
,

z

x2 + y2 + z2

)
，所以

div(gradu) = y2 + z2 − x2

(x2 + y2 + z2)2
+

x2 + z2 − y2

(x2 + y2 + z2)2
+

x2 + y2 − z2

(x2 + y2 + z2)2
=

1

x2 + y2 + z2
.

代入 (1,−1, 2)得

∆u =
1

1 + 1 + 4
=

1

6
.

10. Solution. π
2
.

因为

−3π ≡ −π ≡ π (mod 2π),

根据 Dirichlet收敛定理可知

S(−3π) =
f(π−) + f(−π+)

2
=

2π + (−π)

2
=

π

2
.

3 基本计算题 (每小题 7分，共 42分)

11. Solution. 与直线
L1 :

x− 1

2
=

y − 2

1
=

z − 2

−1

垂直的平面法向量可取 (2, 1,−1). 过点 P (2, 1, 3)的平面方程为

2(x− 2) + (y − 1)− (z − 3) = 0,

即

2x+ y − z − 2 = 0.

将

x = 2t+ 1, y = t+ 2, z = −t+ 2

代入该平面方程，可得 t = 0，故交点为 (1, 2, 2).
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12. Solution. 先求

zy = e−x cos
y

x
· 1
x
=

e−x

x
cos

y

x
.

所以

zy(2, π) =
e−2

2
cos

π

2
= 0.

再对 x求偏导，可得

zyx = e−x

(
y

x2
sin

y

x
− x+ 1

x2
cos

y

x

)
1

x
.

在 (2, π)处，sin
π

2
= 1, cos

π

2
= 0，故

zyx(2, π) =
π

8e2
.

13. Solution. 曲面面积为

S =

¨

x2+y2≤1

√
1 + z2x + z2y dx dy.

由于 z = xy，故

zx = y, zy = x.

所以

S =

¨

x2+y2≤1

√
1 + x2 + y2 dx dy.

用极坐标代换，

S = 2π

ˆ 1

0

r
√
1 + r2 dr =

2π

3
(2
√
2− 1).

14. Solution. 绕 z轴旋转后得到椭球体

x2 + y2 +
z2

2
≤ 1.

对固定 z，截面是圆

x2 + y2 ≤ 1− z2

2
,

因而

I =

˚

Ω

z2 dx dy dz

=

ˆ √
2

−
√
2

z2dz
¨

x2+y2≤1− z2

2

dx dy

=π

ˆ √
2

−
√
2

z2
(
1− z2

2

)
dz =

8
√
2π

15
.

15. Solution. 上半球面 z =
√
R2 − x2 − y2 上满足

√
x2 + y2 + z2 = R，因此

I =
1

R

¨

S

(
x2 + y

)
dy dz + z dx dy.
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记 S′ 为 x2 + y2 ≤ R2, z = 0取下侧，Σ = S ∪ S′，则

I =
1

R

‹
Σ

(
x2 + y

)
dy dz + z dx dy −

¨

S′

(
x2 + y

)
dy dz + z dx dy


=

1

R

˚

x2+y2+z2≤R2

z≥0

(2x+ 1)dx dy dz

=
1

R

˚

x2+y2+z2≤R2

z≥0

dx dy dz =
2πR2

3
.

16. Solution. 令 y = x2，则级数化为

∞∑
n=1

2n+ 1

n!
yn.

用比值判别法，

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

2n+ 3

(n+ 1)!
· n!

2n+ 1

= lim
n→∞

2n+ 3

(n+ 1)(2n+ 1)
= 0,

故级数关于 y的收敛半径为 Ry = +∞，关于 x的收敛半径也为 Rx = +∞，即收敛域为 (−∞,+∞).

下面求和函数 S(x).

S(x) =

∞∑
n=1

2n+ 1

n!
x2n = 2

∞∑
n=1

n

n!
x2n +

∞∑
n=1

x2n

n!
.

其中
∞∑

n=1

n

n!
x2n =

∞∑
n=1

x2n

(n− 1)!
= x2

∞∑
k=0

(
x2
)k

k!
= x2ex

2

,

∞∑
n=1

x2n

n!
=

∞∑
n=0

(
x2
)n

n!
− 1 = ex

2

− 1.

所以

S(x) = (2x2 + 1)ex
2

− 1.

4 综合题 (每小题 7分，共 14分)

17. Solution. 记
P (x, y) = (−xex + f ′′(x))y, Q(x, y) = f(x).

由曲线积分与路径无关得 Py = Qx，即

−xex + f ′′(x) = f ′(x).

于是

f ′′(x)− f ′(x) = xex.

上述方程对应的齐次微分方程的特征方程为 r2 − r = 0，其根为 r = 0和 r = 1，
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因此齐次方程的通解为 y = C1 + C2ex.

r = 1是该特征方程的单根，故可设非齐次方程的特解为 f∗(x) = x(ax+ b)ex，

代入得 (2ax+ 2a+ b)ex = xex，比较系数可得 a =
1

2
，b = −1，因此非齐次方程的通解为

f(x) = C1 + C2ex +

(
1

2
x− 1

)
xex.

将 f(0) = 4，f ′(0) = 3代入可得

C1 + C2 = 4,

C2 − 1 = 3
，解得 C1 = 0，C2 = 4，因此

f(x) = 4ex +

(
1

2
x− 1

)
xex.

18. Solution. 在区域内部令

fx = 2x = 0,

fy = −2y = 0
，解得唯一驻点 (0, 0)，且 f(0, 0) = 2.

在边界 4x2 + y2 = 4上有 y2 = 4− 4x2，代入原函数得

f = x2 − (4− 4x2) + 2 = 5x2 − 2, −1 ≤ x ≤ 1.

所以边界上最大值为 3，最小值为 −2. 比较可知 f(x, y)在区域 D上的最大值为 3，最小值为 −2.

5 证明题 (每小题 5分，共 10分)

19. Proof. 法一. 记 f(x)的一个原函数为

F (x) =

ˆ x

0

f(t) dt,

则 F (0) = 0, F (1) = A. 因此

ˆ 1

0

dx
ˆ 1

x

f(x)f(y) dy =

ˆ 1

0

f(x) (F (1)− F (x)) dx

= A

ˆ 1

0

f(x) dx−
ˆ 1

0

F (x) dF (x)

= A2 − 1

2
F 2(x)

∣∣∣∣1
0

=
1

2
A2.

法二. 交换积分次序，有
ˆ 1

0

dx
ˆ 1

x

f(x)f(y) dy =

ˆ 1

0

dy
ˆ y

0

f(x)f(y) dx.

将右端的积分变量 x, y对换，得

ˆ 1

0

dy
ˆ y

0

f(x)f(y) dx =

ˆ 1

0

dx
ˆ x

0

f(x)f(y) dy.
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所以 ˆ 1

0

dx
ˆ 1

x

f(x)f(y) dy =
1

2

(ˆ 1

0

dx
ˆ 1

x

f(x)f(y) dy +
ˆ 1

0

dx
ˆ x

0

f(x)f(y) dy
)

=
1

2

ˆ 1

0

dx
ˆ 1

0

f(x)f(y) dy

=
1

2

(ˆ 1

0

f(x) dx
)(ˆ 1

0

f(y) dy
)

=
1

2
A2.

法三. 记

I =

ˆ 1

0

dx
ˆ 1

x

f(x)f(y) dy.

由于被积函数 f(x)f(y)关于 x, y对称，

积分区域 {(x, y) | 0 ≤ x ≤ y ≤ 1}与 {(x, y) | 0 ≤ y ≤ x ≤ 1}面积相同且无公共内点，因此

I =

ˆ 1

0

dy
ˆ 1

y

f(y)f(x) dx =

ˆ 1

0

dy
ˆ 1

y

f(x)f(y) dx.

将两个积分相加，并合并积分区域为正方形 [0, 1]× [0, 1]，得

2I =

¨

[0,1]2

f(x)f(y) dxdy =

(ˆ 1

0

f(x) dx
)(ˆ 1

0

f(y) dy
)

= A ·A = A2.

因此

I =
1

2
A2.

20. Proof. 由递推关系 2an+1 = an +
√
a2n + un 可得

un = 4an+1 (an+1 − an) .

由 an+1 =
1

2

(
an +

√
a2n + un

)
可得 an+1 ≥ an，又 an 有上界，所以 {an}收敛.

注意到

0 <
un

4
= a2n+1 − anan+1 ≤ a2n+1 − a2n,

因为 {an}收敛，所以
∞∑

n=1

(a2n+1 − a2n) = lim
n→∞

a2n+1 − a21 收敛，

由正项级数的比较判别法，

∞∑
n=1

un 也收敛.
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2021-2022学年微积分（一）（下）期末考试

1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. 微分方程 y′′ + y = x2 + 1 + sinx的待定特解形式可设为（ ）.

y∗ = ax2 + bx+ c+ x(A sinx+B cosx)A. y∗ = ax2 + bx+ c+A sinxB.

y∗ = x(ax2 + bx+ c+A sinx+B cosx)C. y∗ = ax2 + bx+ c+A cosxD.

2. 在下列极限结果中，正确的是（ ）.

lim
x→0y→0

xy

x2 + y2
= 0A.

lim
x→0y→0

x2y

x2 + y2
= 0B.

lim
x→0y→0

xy

x+ y
= 0C.

lim
x→0y→0

x2y

x+ y
= 0D.

3. 设 f(x)为连续函数，F (t) =

ˆ t

1

dy
ˆ t

y

f(x)dx，则 F ′(2)等于（ ）.

2f(2)A. f(2)B.

−f(2)C. 0D.

4. 设曲线 L : f(x, y) = 1（f(x, y)具有一阶连续偏导数），过第 II象限内的点M 和第 IV象限内的点N，T

为 L上从点M 到点 N 的一段弧，则下列积分小于零的是（ ）.ˆ
T

f(x, y)dsA.
ˆ
T

f(x, y)dxB.
ˆ
T

f(x, y)dyC.
ˆ
T

f ′
x(x, y)dx+ f ′

y(x, y)dyD.
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5. 设 L为空间曲线

x2 + y2 + z2 = a2

x+ y + z = 0
，则

˛
L

x2ds =（ ）.

0A. 2πa3B.

1

3
πa2C. 2

3
πa3D.

6. 设两个数列 {an}, {bn}，若 lim
n→∞

an = 0，则（ ）.

当

∞∑
n=1

bn 收敛时，

∞∑
n=1

anbn 收敛A.

当

∞∑
n=1

bn 发散时，

∞∑
n=1

anbn 发散B.

当

∞∑
n=1

|bn|收敛时，
∞∑

n=1

a2nb
2
n 收敛C.

当

∞∑
n=1

|bn|发散时，
∞∑

n=1

a2nb
2
n 发散D.

2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7. 经过点 A(1,−2, 3)并且包含 x轴的平面方程为 .

8. 设矢量场A = x2i+ yzj + zxk，则 rotA
∣∣∣
(1,1,2)

= .

9. u = xeyz3 在点 (1, 1, 1)处的全微分 du = .

10. 若将函数 f(x) = π − x（0 ≤ x ≤ π）展开成正弦级数

∞∑
n=1

bn sinnx，则系数 b4 的值为 .

3 基本计算题 (每小题 7分，共 42分)

11. 设方程组

u+ v = x

u2 + v2 = y
确定隐函数 u = u(x, y), v = v(x, y)，且 u ̸= v，求

∂u

∂x
，

∂v

∂x
.
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12. 设 n是曲面 S : z = x2 + y2 在点 P0(1, 1, 2)处指向上侧的法矢量，求函数 u = xz3 − 3yz 在点 P0 处沿

方向 n的方向导数
∂u

∂n
.

13. 计算 I =

¨

D

max{xy, 1}dx dy，其中 D是正方形区域 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 2.

14. 计算 I =

¨

Σ

(xy + yz + zx)dS，其中 Σ为 z =
√
x2 + y2 被 x2 + y2 = 2ax所截得的有限部分.

15. 设 S 是球面 x2 + y2 + z2 = R2（R > 0）的外侧，求 I =

¨

S

x3dydz + y3dzdx+ zdxdy.

16. 确定幂级数
∞∑

n=1

n

n+ 1
xn 的收敛域并求其和函数 S(x).
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4 综合题 (每小题 7分，共 14分)

17. 若二阶常系数线性齐次微分方程 y′′+ay′+ by = 0的通解为 y = (C1+C2x)e
x，求非齐次方程 y′′+ay′+

by = x满足条件 y(0) = 2，y′(0) = 0的解.

18. 求 f(x, y) = x2 + 2y2 − x2y2 在区域 D = {(x, y) | x2 + y2 ≤ 4, y ≥ 0}上的最大值和最小值.

5 证明题 (每小题 5分，共 10分)

19. 证明级数
∞∑

n=1

(−1)n

n− (−1)n
是条件收敛的.

20. 设函数 f(x)在 (−∞,+∞)内具有一阶连续导数，L是上半平面 (y > 0)内的有向分段光滑曲线，其始

点为 (a, b)，终点为 (c, d).记 I =

ˆ
L

1

y
[1 + y2f(xy)]dx+

x

y2
[y2f(xy)− 1]dy，(1)证明曲线积分 I 与路径

L无关；(2)当 ab = cd时，求 I 的值.
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2021-2022学年微积分（一）（下）期末考试参考答案

1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. Solution. A.

多项式项 x2 + 1的特解可设为二次多项式，而 sinx与齐次方程

y′′ + y = 0

的解共振，因此三角项须乘以 x. 所以待定特解应设为

y∗ = ax2 + bx+ c+ x(A sinx+B cosx).

2. Solution. B.

由 ∣∣∣∣ x2y

x2 + y2

∣∣∣∣ ≤ |y|

可知当 (x, y) → (0, 0)时该极限为 0. 其余选项均可取不同路径说明极限不存在或不一定为 0.

3. Solution. B.

先交换积分顺序：

F (t) =

ˆ t

1

dy
ˆ t

y

f(x) dx =

ˆ t

1

(x− 1)f(x) dx.

因而

F ′(t) = (t− 1)f(t),

所以

F ′(2) = f(2).

4. Solution. C.

因为在曲线 L : f(x, y) = 1上恒有 f(x, y) = 1，故

ˆ
T

f(x, y) dy =

ˆ
T

dy = yN − yM < 0,

其中M 在第二象限、N 在第四象限，所以 yN < yM . 其余几个积分不小于零或恒为零.

341
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5. Solution. D.

交线 L是球面与过原点平面的交圆，半径为 a. 由对称性
˛
L

x2 ds =
˛
L

y2 ds =
˛
L

z2 ds.

又 ˛
L

(x2 + y2 + z2) ds = a2
˛
L

ds = a2 · 2πa = 2πa3.

三者相等，所以 ˛
L

x2 ds =
2πa3

3
.

6. Solution. C.

由 an → 0可知充分大时 |an| ≤ 1，于是

a2nb
2
n ≤ |bn|.

若
∑

|bn|收敛，则由比较判别法
∑

a2nb
2
n 收敛. 其余命题都不成立.

2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7. Solution. 3y + 2z = 0.

由于所求平面包含 x轴，所以它含有方向向量 (1, 0, 0). 又它经过点A(1,−2, 3)，故还含有向量 (1,−2, 3).
两向量叉积可取法向量

(1, 0, 0)× (1,−2, 3) = (0,−3,−2),

所以平面方程为

3y + 2z = 0.

8. Solution. −i− 2j.

A = (x2, yz, zx),

因而

rotA =

(
∂(zx)

∂y
− ∂(yz)

∂z
,
∂(x2)

∂z
− ∂(zx)

∂x
,
∂(yz)

∂x
− ∂(x2)

∂y

)
= (−y,−z, 0).

在 (1, 1, 2)处取值即得

−i− 2j.

9. Solution. e dx+ e dy + 3e dz.

u = xeyz3, ux = eyz3, uy = xeyz3, uz = 3xeyz2.

在 (1, 1, 1)处有 ux = uy = e, uz = 3e，故

du = e dx+ e dy + 3e dz.
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10. Solution. 1
2
.

由

bn =
2

π

ˆ π

0

(π − x) sinnx dx,

当 n = 4时分部积分可得

b4 =
1

2
.

3 基本计算题 (每小题 7分，共 42分)

11. Solution. 对方程组

u+ v = x, u2 + v2 = y

关于 x求偏导，得

ux + vx = 1, 2uux + 2vvx = 0.

解得

ux =
v

v − u
, vx = − u

v − u
.

12. Solution. 曲面写成

z − x2 − y2 = 0,

所以上侧法向量可取

n = (−2x,−2y, 1).

在 P0(1, 1, 2)处，

n = (−2,−2, 1), n0 =
1

3
(−2,−2, 1).

又

u = xz3 − 3yz, ∇u = (z3,−3z, 3xz2 − 3y),

所以

∇u(P0) = (8,−6, 9).

因而方向导数为
∂u

∂n

∣∣∣
P0

= ∇u(P0) · n0 =
−16 + 12 + 9

3
=

5

3
.

13. Solution. 按曲线 xy = 1将区域分开. 当 xy < 1时 max{xy, 1} = 1，当 xy ≥ 1时 max{xy, 1} = xy. 故

I =

¨
D1

xy dx dy +
¨

D2

1 dx dy.

逐段积分得

I =

ˆ 2

1/2

x dx
ˆ 2

1/x

y dy +
ˆ 1/2

0

dy
ˆ 2

0

dx+

ˆ 2

1/2

dx
ˆ 1/x

0

dy =
19

4
+ ln 2.
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14. Solution. 曲面 Σ : z =
√
x2 + y2 关于 xOz面对称，而 xy与 yz都关于 y为奇函数，因此

¨
Σ

xy dS = 0,

¨
Σ

yz dS = 0.

从而

I =

¨
Σ

zx dS.

投影到 xOy面，因

zx =
x√

x2 + y2
, zy =

y√
x2 + y2

,

所以

dS =
√
1 + z2x + z2y dx dy =

√
2 dx dy.

用极坐标 x = r cos θ, y = r sin θ，区域为

−π

2
≤ θ ≤ π

2
, 0 ≤ r ≤ 2a cos θ.

又 z = r，故

I =
√
2

ˆ π/2

−π/2

ˆ 2a cos θ

0

r3 cos θ dr dθ =
64

√
2

15
a4.

15. Solution. 由高斯公式

I =

˚
V

(
∂x3

∂x
+

∂y3

∂y
+

∂z

∂z

)
dv =

˚
V

(3x2 + 3y2 + 1) dv.

再利用球域的轮换对称性，
˚

V

(3x2 + 3y2) dv =

˚
V

(x2 + y2 + z2) dv.

因而

I =

˚
V

(x2 + y2 + z2) dv +
˚

V

1 dv.

用球坐标可得 ˚
V

(x2 + y2 + z2) dv =
4πR5

5
,

˚
V

1 dv =
4πR3

3
.

所以

I =
4πR5

5
+

4πR3

3
.

16. Solution. 由比值法，收敛半径为 1. 当 x = ±1时，通项
n

n+ 1
xn不趋于 0，故两端点都发散，所以收敛

域为

(−1, 1).

对 |x| < 1，

S(x) =

∞∑
n=1

n

n+ 1
xn =

∞∑
n=1

xn −
∞∑

n=1

xn

n+ 1
.

又
∞∑

n=1

xn =
x

1− x
,
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以及
∞∑

n=1

xn

n+ 1
=

− ln(1− x)− x

x
.

因而

S(x) =
x

(1− x)2
+
ln(1− x)

x
+ 1 (x ̸= 0),

并且 S(0) = 0.

4 综合题 (每小题 7分，共 14分)

17. Solution. 由齐次方程通解
y = (C1 + C2x)e

x

可知特征方程有二重根 r = 1，于是

y′′ − 2y′ + y = 0.

因而原方程为

y′′ − 2y′ + y = x.

设特解为 y∗ = Ax+B，代入得

Ax+B − 2A = x,

比较系数得 A = 1, B = 2. 所以通解为

y = (C1 + C2x)e
x + x+ 2.

由条件

y(0) = 2, y′(0) = 0

解得 C1 = 0, C2 = −1. 因而
y = −xex + x+ 2.

18. Solution. 在区域内部，
fx = 2x(1− y2), fy = 2y(2− x2).

解驻点方程得 (0, 0), (±
√
2, 1)，其函数值分别为

f(0, 0) = 0, f(±
√
2, 1) = 2.

边界分两部分考察.

当 y = 0时，

f(x, 0) = x2, −2 ≤ x ≤ 2,

所以最小值为 0，最大值为 4.

当 x2 + y2 = 4, y ≥ 0时，代入 y2 = 4− x2 得

f = x2 + 2(4− x2)− x2(4− x2) = x4 − 5x2 + 8.

比较边界与内部函数值，得全区域上

max f = 8, min f = 0.
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5 证明题 (每小题 5分，共 10分)

19. Proof. 设
an =

(−1)n

n− (−1)n
.

先看绝对收敛性：

|an| =
1

n− (−1)n
∼ 1

n
(n → ∞),

故
∑

|an|发散，所以原级数不绝对收敛.

再将其写成

an =
(−1)n

n
+ bn,

其中 bn = O(n−2)，因此
∑

bn 绝对收敛；而

∑ (−1)n

n

是交错调和级数，条件收敛. 所以原级数条件收敛.

20. Proof. 记
P (x, y) =

1

y
[1 + y2f(xy)], Q(x, y) =

x

y2
[y2f(xy)− 1].

直接计算得

Py = f(xy)− 1

y2
+ xyf ′(xy), Qx = f(xy)− 1

y2
+ xyf ′(xy),

即 Py = Qx. 因而在上半平面 y > 0内该积分与路径无关.

取势函数

Φ(x, y) =
x

y
+ F (xy), F ′(t) = f(t),

则

dΦ = P dx+Q dy.

因而

I = Φ(c, d)− Φ(a, b) =
c

d
− a

b
+ F (cd)− F (ab).

当 ab = cd时，最后两项相消，所以

I =
c

d
− a

b
.
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2020-2021学年微积分（一）（下）期末考试

1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. 微分方程 y′′ − 3y′ + 2y = 2x− 2ex 的特解 y∗ 的形式是（ ）.

y∗ = (Ax+B)exA. y∗ = x(Ax+B)exB.

y∗ = Ax+B + CexC. y∗ = Ax+B + CxexD.

2. 设曲线

x2 + y2 + z2 = 2

x+ y + z = 0
，点M(1,−1, 0)，则在点M 处下列说法不正确的是（ ）.

切矢量为 {−2,−2, 4}A. 切矢量为 {−2, 2, 4}B.

切线方程为 x− 1 = y + 1 = −z

2
C. 法平面方程为 x+ y − 2z = 0D.

3. 函数 f(x, y) =
√

x2 + y2 在点 (0, 0)处（ ）.

可微A. 偏导数存在B.

连续C. 不连续D.

4. 已知函数 f 连续，则二次积分

ˆ π
2

0

dθ
ˆ 2 sin θ

0

f(r cos θ, r sin θ)r dr =（ ）.

ˆ 2

0

dx
ˆ 1+

√
1−x2

0

f(x, y)dyA.

ˆ 2

0

dx
ˆ √

2x−x2

0

f(x, y)dyB.

ˆ 2

0

dy
ˆ √

2y−y2

0

f(x, y)dxC.
ˆ 2

0

dx
ˆ 2

0

f(x, y)dyD.

5. 设 Γ :

x2 + y2 + z2 = 1

x+ y + z = 0
，I =

˛
Γ

x ds，J =

˛
Γ

y ds，K =

˛
Γ

z2ds.以下说法中正确的是（ ）.

347
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K = 0A. I, J,K 中有两个等于 0B.

I, J,K 都等于 0C. I, J,K 全都不等于 0D.

6. 设 f(x) 是以 2π 为周期的周期函数且 f(x) =

0, −π ≤ x < 0,

π − x, 0 ≤ x < π
，f(x) 的傅里叶级数的和函数是

S(x)。以下说法中正确的是（ ）.

S(x)处处连续A. S(x) ≡ f(x)B.

S(−1) = 0C. S(0) = πD.

2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7. 直线
x− 2

2
=

y − 1

1
=

z − 3

1
与平面 x− y + 2z + 4 = 0的夹角是 .

8. 设 P0(1, 1,−1)，P1(2,−1, 0)，则 u = x+ y2 + z3 在 P0 处沿
−−−→
P0P1 方向的方向导数为 .

9. 若 z = z(x, y)由方程 ex+2y+3z + xyz = 1确定，则 zx(0, 0) = .

10. 级数
∞∑

n=0

(−1)nx2n

(2n)!
(−∞ < x < ∞)的和函数为 .

3 基本计算题 (每小题 7分，共 42分)

11. 求微分方程 x
dy
dx

= y ln
y

x
的通解.

12. 已知函数 z = f(xy, yg(x))，其中 f 有二阶连续偏导数，g可导，求 zx，zxy .
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13. 计算二次积分 I =

ˆ 3

1

dx
ˆ 2

x−1

sin y2dy.

14. 求三重积分 I =

˚

V

(x3 + y2 + z)dv，其中 V 为 x2 + y2 + z2 ≤ a2，a > 0.

15. 求 I =

¨

S

(z2 + x)dy dz − z dx dy，其中 S 是 z =
1

2
(x2 + y2) (0 ≤ z ≤ 2)下侧.

16. 将 f(x) = arctanx展开为Maclaurin级数，并求 f (20)(0)，f (21)(0).
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4 应用题 (每小题 7分，共 14分)

17. 求 f(x, y) = x4 + y4 − x2 − 2xy − y2 的极值.

18. 已知曲线积分
ˆ
L

yf(x)dx+[f(x)−x2]dy与路径无关，其中 f(x)有一阶连续导数，且 f(0) = 1，求 f(x)

和 I =

ˆ (1,1)

(0,0)

yf(x)dx+ [f(x)− x2]dy的值.

5 综合题 (每小题 5分，共 10分)

19. 设 D : x2 + y2 ≤ 1，证明不等式：

¨

D

sin
√
(x2 + y2)3dx dy ≤ 2

5
π.

20. 设 f(0) = 1，f ′(0) = 0，f ′′(x)在 (−1, 1)内有界，证明：α >
1

2
时，

∞∑
n=1

(
f

(
1

nα

)
− 1

)
绝对收敛.



CHAPTER 10

2020-2021学年微积分（一）（下）期末考试参考答案

1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. Solution. D.

右端 2x− 2ex 可分成一次多项式项与指数项两部分. 齐次方程特征方程为

r2 − 3r + 2 = (r − 1)(r − 2) = 0,

故 ex 已在齐次解中出现，因此对应特解应乘以 x. 所以可设

y∗ = Ax+B + Cxex.

2. Solution. B.

两曲面的法向量分别为

∇(x2 + y2 + z2) = (2x, 2y, 2z), ∇(x+ y + z) = (1, 1, 1).

在M(1,−1, 0)处取值得

(2,−2, 0), (1, 1, 1).

叉积可取为

(2,−2, 0)× (1, 1, 1) = (−2,−2, 4),

所以 A、C、D都正确，而 B不是切向方向.

3. Solution. C.

函数

f(x, y) =
√

x2 + y2

在 (0, 0)连续，但沿 x轴有

f(h, 0)− f(0, 0)

h
=

|h|
h
,

极限不存在，所以偏导数不存在，更不可微.
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4. Solution. C.

极坐标区域为

0 ≤ θ ≤ π

2
, 0 ≤ r ≤ 2 sin θ,

即第一象限内圆

x2 + (y − 1)2 ≤ 1

的部分. 改写成直角坐标可得
0 ≤ y ≤ 2, 0 ≤ x ≤

√
2y − y2,

故选 C.

5. Solution. B.

由对称性可知 ˛
Γ

x ds =
˛
Γ

y ds = 0.

但 z2 ≥ 0且不恒为零，因此 ˛
Γ

z2 ds > 0.

所以恰有两个积分为零.

6. Solution. C.

傅里叶级数在连续点收敛到原函数值，在跳跃点收敛到左右极限平均值. 因为 −1 ∈ (−π, 0)，故

S(−1) = f(−1) = 0.

而

S(0) =
0 + π

2
=

π

2
̸= π.

2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7. Solution. π
6
.

直线方向向量为 (2, 1, 1)，平面法向量为 (1,−1, 2). 设夹角为 θ，则

sin θ =
|(2, 1, 1) · (1,−1, 2)|√

6 ·
√
6

=
1

2
.

所以

θ =
π

6
.

8. Solution. 0.

∇u = (1, 2y, 3z2),

在 P0(1, 1,−1)处为 (1, 2, 3). 又
−−−→
P0P1 = (1,−2, 1),

二者点积为 0，故方向导数为 0.
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9. Solution. −1

3
.

对

ex+2y+3z + xyz = 1

关于 x求偏导，得

ex+2y+3z(1 + 3zx) + yz + xz zx = 0.

在 (0, 0)处有 z = 0，从而

1 + 3zx(0, 0) = 0, zx(0, 0) = −1

3
.

10. Solution. cosx.

这是余弦函数的Maclaurin级数：

cosx =

∞∑
n=0

(−1)nx2n

(2n)!
.

3 基本计算题 (每小题 7分，共 42分)

11. Solution. 令
u =

y

x
, y = ux.

则
dy
dx

= u+ x
du
dx

.

原方程化为

x

(
u+ x

du
dx

)
= ux lnu,

即

x
du
dx

= u(lnu− 1).

分离变量并积分得
du

u(lnu− 1)
=

dx
x

=⇒ ln
y

x
= Cx+ 1.

12. Solution. 记
u = xy, v = yg(x),

则 z = f(u, v). 由链式法则
zx = f ′

1ux + f ′
2vx = y(f ′

1 + g′(x)f ′
2).

再对 y求偏导，得

zxy = f ′
1 + g′(x)f ′

2 + xyf ′′
11 + [g(x) + xyg′(x)]f ′′

12 + yg′(x)g(x)f ′′
22.

13. Solution. 原积分区域为
1 ≤ x ≤ 3, x− 1 ≤ y ≤ 2.

交换积分次序后可写成

0 ≤ y ≤ 2, 1 ≤ x ≤ y + 1.
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因而

I =

ˆ 2

0

dy
ˆ y+1

1

sin y2 dx =

ˆ 2

0

y sin y2 dy.

令 t = y2，则

I =
1

2

ˆ 4

0

sin t dt =
1

2
(1− cos 4).

14. Solution. 由球域关于原点的对称性，
˚

V

x3 dv = 0,

˚
V

z dv = 0,

所以

I =

˚
V

y2 dv.

由轮换对称性，

3I =

˚
V

(x2 + y2 + z2) dv.

用球坐标计算得

3I =

ˆ 2π

0

ˆ π

0

ˆ a

0

ρ4 sinφ dρ dφ dθ =
4πa5

5
,

所以

I =
4πa5

15
.

15. Solution. 记

P = z2 + x, Q = 0, R = −z.

将侧面与上盖平面 z = 2补成闭曲面，所围区域记为 Ω. 由高斯公式
¨

∂Ω

P dy dz +Q dz dx+R dx dy =

˚
Ω

(Px +Qy +Rz) dv.

这里

Px +Qy +Rz = 1− 1 = 0,

所以侧面与上盖面的通量之和为零. 再计算上盖面的贡献，可得原积分

I = 8π.

16. Solution. 由
1

1 + x2
=

∞∑
n=0

(−1)nx2n (|x| < 1)

两端积分，得

arctanx =

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
x2n+1, |x| ≤ 1.

比较Maclaurin展开系数可知

f (20)(0) = 0, f (21)(0) = 20!.
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4 应用题 (每小题 7分，共 14分)

17. Solution. 由
fx = 4x3 − 2x− 2y, fy = 4y3 − 2x− 2y

解驻点方程可得

(x, y) = (0, 0), (1, 1), (−1,−1).

再由

fxx = 12x2 − 2, fyy = 12y2 − 2, fxy = −2

判别知 (1, 1)与 (−1,−1)是极小值点，且

f(1, 1) = f(−1,−1) = −2.

点 (0, 0)不是极值点.

18. Solution. 记
P (x, y) = yf(x), Q(x, y) = f(x)− x2.

由路径无关得

Py = Qx,

即

f ′(x)− f(x) = 2x.

解得

f(x) = Cex − 2x− 2.

再由 f(0) = 1得 C = 3，故

f(x) = 3ex − 2x− 2.

取折线路径 (0, 0) → (1, 0) → (1, 1)，第一段积分为 0，第二段积分为

ˆ 1

0

[f(1)− 1]dy = f(1)− 1 = 3e− 5.

所以

I = 3e− 5.

5 综合题 (每小题 5分，共 10分)

19. Proof. 令
x = r cos θ, y = r sin θ,

则 ¨
D

sin
√
(x2 + y2)3 dx dy =

ˆ 2π

0

ˆ 1

0

sin(r3) r dr dθ = 2π

ˆ 1

0

r sin(r3) dr.

由 sin t ≤ t（t ≥ 0）得

2π

ˆ 1

0

r sin(r3) dr ≤ 2π

ˆ 1

0

r · r3 dr = 2π

ˆ 1

0

r4 dr =
2π

5
.

于是原不等式成立.
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20. Proof. 因 f ′′(x)在 (−1, 1)内有界，设

|f ′′(x)| ≤ M (|x| < 1).

对 xn =
1

nα
，由 Taylor公式

f(xn) = f(0) + f ′(0)xn +
f ′′(θnxn)

2
x2
n,

其中 0 < θn < 1. 利用 f(0) = 1, f ′(0) = 0得

f

(
1

nα

)
− 1 =

f ′′(θn/n
α)

2n2α
.

所以 ∣∣∣∣f ( 1

nα

)
− 1

∣∣∣∣ ≤ M

2n2α
.

当 α >
1

2
时，级数

∞∑
n=1

1

n2α

收敛，于是由比较判别法知
∞∑

n=1

∣∣∣∣f ( 1

nα

)
− 1

∣∣∣∣
收敛，即原级数绝对收敛.



CHAPTER 11

2018-2019学年微积分（一）（下）期末考试

1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. 设 y1(x), y2(x), y3(x)都是微分方程 y′′ + a(x)y′ + b(x)y = x2 的解，则以下函数中也是该微分方程的解

的是（ ）.

y1 + y2 + y3A.

3

2
y1 −

1

2
y2 + y3B.

y1 − y2C.

2y3D.

2. 以下函数在原点可微的是（ ）.

z = x2 + y2A. z =
√

x2 + y2B.

z = x− yC. z =
√
xyD.

3. 设 F (x, y) = 0是一条平面光滑曲线，则以下说法中正确的是（ ）.

{Fx, Fy}是该曲线的切矢量A. {Fy, Fx}是该曲线的法矢量B.

{−Fy, Fx}是该曲线的切矢量C. {−Fx, Fy}是该曲线的法矢量D.

4. 设平面区域 D由 x2 + y2 ≤ 1表示，区域 D1 是 D在第一象限的部分，则

¨

D

(xy + cosx sin y) dσ = � �.

0A. 4

¨

D1

xy dσB.

4

¨

D1

cosx sin y dσC. 4

¨

D1

(xy + cosx sin y) dσD.

357
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5. 设区域 Ω由 z = x2 + y2 与 z = 1围成，I =

˚

Ω

f(z) dv，则以下表达式错误的是（ ）.

I = π

ˆ 1

0

zf(z) dzA.

I = 2π

ˆ 1

0

r dr
ˆ 1

r2
f(z) dzB.

I =

ˆ 1

−1

dx
ˆ √

1−x2

−
√
1−x2

dy
ˆ 1

x2+y2

f(z) dzC.

I = 2π

ˆ 1

0

f(z) dz
ˆ z

0

r drD.

6. 已知级数
∞∑

n=1

a2n 收敛，则以下说法中正确的是（ ）.

∞∑
n=1

an 收敛A.
∞∑

n=1

anan+1 收敛B.

∞∑
n=1

|an|收敛C.
∞∑

n=1

(−1)nan 收敛D.

2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7. 微分方程 y′′ + 2y′ + y = x+ 2的通解为 .

8. 设 z = f(x2 + y2, xy)，其中 f 有连续偏导数，则
∂z

∂x
= .

9. 设 f(x, y, z) = x3 + y5 + z4，则 div gradf = .

10.
∞∑

n=1

2n

n3n
= .

3 基本计算题 (每小题 7分，共 42分)

11. 求点 A(1, 2, 3)到直线 L :
x− 6

−1
=

y − 1

1
=

z − 6

−2
的距离.
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12. 设方程组 x2 − 2x+ y2 + ln z + z3 = 1,

x+ y + z = 1

在包含点 (0, 0, 1)的一个邻域上确定隐函数 y = y(x), z = z(x)，求
dy
dx

∣∣∣∣
x=0

，
dz
dx

∣∣∣∣
x=0

.

13. 求函数 f(x, y) = 4x+ 2xy − x2 − 3y2 的极值.

14. 求 I =

˚

Ω

(x+ y + z) dx dy dz，其中 Ω是三坐标面与平面 x+ y + z = 1所围成的四面体.

15. 求曲线积分 I =

ˆ
L

(2xy − y2 cosx) dx + (x2 − 2y sinx) dy，其中曲线 L沿抛物线 y = πx − x2 + 1从

A(0, 1)到 B(π, 1).

16. 判断级数
∞∑

n=1

2 + (−3)n

(2n− 1)!!
的敛散性，若收敛指出是绝对收敛还是条件收敛，并说明理由.
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4 应用题 (每小题 7分，共 14分)

17. 求曲面 z = x2 + y2, 0 ≤ z ≤ 2的面积.

18. 计算曲面积分 I =

¨

S

3xz dy dz + yz dz dx− z2 dx dy，其中 S 是曲面 z = x2 + y2与 z = 2− x2 − y2所

围立体的表面外侧.

5 综合题 (每小题 5分，共 10分)

19. 设 L是圆周曲线 (x− 1)2 + (y − 1)2 = 1（取正向），f(x)为正值连续函数。证明：
˛

L

xf(y) dy − f(x) dx ≥ 2π.

20. 证明：当 −π < x < π时，

∞∑
n=1

(−1)n−1 sinnx
n

=
x

2
.



CHAPTER 12

2018-2019学年微积分（一）（下）期末考试参考答案

1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. Solution. B.

2. Solution. A.

3. Solution. C.

4. Solution. A.

5. Solution. D.

6. Solution. B.

2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7. Solution. y = C1e
−x + C2xe

−x + x.

8. Solution. 2xf1 + yf2.

9. Solution. 6x+ 20y3 + 12z2.

10. Solution. ln 3.

3 基本计算题 (每小题 7分，共 42分)

11. Solution. 取直线 L上一点 B(6, 1, 6)，则

−−→
AB = {5,−1, 3}, s = {−1, 1,−2}.

所求距离

d =
|
−−→
AB × s|

|s|
=

| {−1, 7, 4} |√
6

=
√
11.

361



362 2018-2019学年微积分（一）（下）期末考试参考答案

12. Solution. 对方程组对 x求导，得 2x− 2 + 2yy′ +
z′

z
+ 3z2z′ = 0,

1 + y′ + z′ = 0.

在 (0, 0, 1)处化为 −2 + 4z′(0) = 0,

1 + y′(0) + z′(0) = 0.

解得

y′(0) = −3

2
, z′(0) =

1

2
.

13. Solution. 令 fx = 4 + 2y − 2x = 0,

fy = 2x− 6y = 0.

解得唯一驻点 (3, 1). 又

fxx = −2, fyy = −6, fxy = 2, ∆ = fxxfyy − f2
xy = 8 > 0,

且 fxx < 0，故在 (3, 1)处取得极大值

f(3, 1) = 6.

14. Solution. 由轮换对称性，
I = 3

˚

Ω

z dv.

截面 z =常数与 Ω相交所得三角形面积为
(1− z)2

2
，故

I = 3

ˆ 1

0

z · (1− z)2

2
dz =

1

8
.

15. Solution. 因
Qx = 2x− 2y cosx, Py = 2x− 2y cosx,

所以被积表达式是某个二元函数的全微分. 直接凑微分可得原函数为 F (x, y) = x2y − y2 sinx，故

I = F (π, 1)− F (0, 1) = π2.

16. Solution. 对正项级数
∞∑

n=1

2

(2n− 1)!!

与
∞∑

n=1

3n

(2n− 1)!!

分别用比值判别法，都可判定收敛. 因而
∞∑

n=1

∣∣∣∣2 + (−3)n

(2n− 1)!!

∣∣∣∣
亦收敛，故原级数绝对收敛.
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4 应用题 (每小题 7分，共 14分)

17. Solution. 曲面面积元
dS =

√
1 + 4x2 + 4y2 dx dy.

投影区域为 D : x2 + y2 ≤ 2，故

S =

¨

D

√
1 + 4x2 + 4y2 dx dy = 2π

ˆ √
2

0

r
√
1 + 4r2 dr =

13π

3
.

18. Solution. 由 Gauss公式，
I =

˚

Ω

2z dv.

改用球坐标，可得

I = 2

ˆ 2π

0

dθ
ˆ π/4

0

cosφ sinφ dφ
ˆ √

2

0

ρ3 dρ = π.

5 综合题 (每小题 5分，共 10分)

19. Proof. 由 Green公式， ˛

L

xf(y) dy − f(x) dx =

¨

D

(
f(y) + f(x)

)
dx dy.

由区域 D : (x− 1)2 + (y − 1)2 ≤ 1的轮换对称性，

¨

D

f(y) dx dy =

¨

D

f(x) dx dy.

又因 f(x) > 0，从而

˛

L

xf(y) dy − f(x) dx = 2

¨

D

f(x) dx dy ≥ 2

¨

D

1 dx dy = 2π.

20. Proof. 将函数 f(x) =
x

2
在 (−π, π)上作 2π周期延拓并展开为傅立叶级数. 由奇偶性知 an = 0，而

bn =
2

π

ˆ π

0

x

2
sinnx dx =

(−1)n−1

n
.

因此其正弦级数为
∞∑

n=1

(−1)n−1 sinnx
n

,

由傅立叶级数收敛定理可得当 −π < x < π时，

∞∑
n=1

(−1)n−1 sinnx
n

=
x

2
.
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CHAPTER 13

2017-2018学年微积分（一）（下）期末考试

1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. 函数 f(x, y) = |x| cos y在原点 (0, 0)处（ ）.

f ′
x(0, 0)存在，f ′

y(0, 0)存在A. f ′
x(0, 0)不存在，f ′

y(0, 0)不存在B.

f ′
x(0, 0)存在，f ′

y(0, 0)不存在C. f ′
x(0, 0)不存在，f ′

y(0, 0)存在D.

2. 设 Ω :
√

x2 + y2 ≤ z ≤ 1，将

I =

˚

Ω

f
(√

x2 + y2 + z2
)
dv

化为球坐标系下的逐次积分，下列结果正确的是（ ）.

I = 2π

ˆ π/4

0

sinφ dφ
ˆ 1

0

f(ρ)ρ2 dρA.

I = 2π

ˆ π/4

0

sinφ dφ
ˆ 1/ cosφ

0

f(ρ) dρB.

I = 2π

ˆ π/4

0

sinφ dφ
ˆ 1/ cosφ

0

f(ρ)ρ2 dρC.

I = 2π

ˆ π/4

0

sinφ dφ
ˆ 1

0

f(ρ) dρD.

3. 设 Ω : 0 ≤ z ≤
√
1− x2 − y2，Ω1 为 Ω在第一卦限的部分区域，则下面式子正确的是（ ）.˚

Ω1

x dv =

˚

Ω1

z dvA.

˚

Ω1

xy dv =

˚

Ω1

x2 dvB.

˚

Ω

z dv = 0C.

˚

Ω

xy dv = 4

˚

Ω1

xy dvD.
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4. 关于数项级数的敛散性，下面说法正确的是（ ）.

若正项级数
∑

an 收敛，则 lim
n→∞

n
√
an = l < 1A.

若
∑

an 收敛，则
∑

a2n 收敛B.

若
∑

(−1)nan 收敛，则
∑

(a2n−1 − a2n)收敛C.

若 lim
n→∞

an+1

an
= l < 1，则

∑
an 收敛D.

5. 若级数
∞∑

n=1

an 条件收敛，对于幂级数

∞∑
n=1

an(x− 1)n 以下结论正确的是（ ）.

在 x = 1处条件收敛A. 在 x = 3处发散B.

在 x = 2处绝对收敛C. 在 x = 0处条件收敛D.

6. 在 xOy面上，若积分 ˆ
L

(2xex
2

y3 + ax cos y) dx+ (bex
2

y2 − x2 sin y) dy

与路径无关，则（ ）.

a = 2, b = −3A. a = −2, b = 3B.

a = −2, b = −3C. a = 2, b = 3D.

2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7. 微分方程 y′′ + 2y′ + y = x+ 2的通解为 .

8. 设 z = f(x2 + y2, xy)，其中 f 有连续偏导数，则
∂z

∂x
= .

9. 设 f(x, y, z) = x3 + y5 + z4，则 div grad f = .

10.
∞∑

n=1

2n

n3n
= .

3 基本计算题 (每小题 7分，共 42分)

11. 求点 A(1, 2, 3)到直线 L :
x− 6

−1
=

y − 1

1
=

z − 6

−2
的距离.
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12. 设方程组 x2 − 2x+ y2 + ln z + z3 = 1,

x+ y + z = 1

在包含点 (0, 0, 1)的一个邻域上确定隐函数 y = y(x), z = z(x)，求

dy
dx

∣∣∣∣
x=0

,
dz
dx

∣∣∣∣
x=0

.

13. 求函数 f(x, y) = 4x+ 2xy − x2 − 3y2 的极值.

14. 设

I =

˚

Ω

(x+ y + z) dx dy dz,

其中 Ω是三坐标面与平面 x+ y + z = 1所围成的四面体.

15. 求曲线积分

I =

ˆ
L

(2xy − y2 cosx) dx+ (x2 − 2y sinx) dy,

其中曲线 L沿抛物线 y = πx− x2 + 1从 A(0, 1)到 B(π, 1).
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16. 判断级数
∞∑

n=1

2 + (−3)n

(2n− 1)!!
的敛散性，若收敛指出是绝对收敛还是条件收敛，并说明理由.

4 应用题 (每小题 7分，共 14分)

17. 求曲面 z = x2 + y2, 0 ≤ z ≤ 2的面积.

18. 计算曲面积分

I =

¨

S

3xz dy dz + yz dz dx− z2 dx dy,

其中 S 是曲面 z = x2 + y2 与 z = 2− x2 − y2 所围立体的表面外侧.

5 综合题 (每小题 5分，共 10分)

19. 设 L是圆周曲线 (x− 1)2 + (y − 1)2 = 1（取正向），f(x)为正值连续函数。证明：

˛

L

xf(y) dy − f(x) dx ≥ 2π.
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20. 证明：当 −π < x < π时，
∞∑

n=1

(−1)n−1 sinnx
n

=
x

2
.
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CHAPTER 14

2017-2018学年微积分（一）（下）期末考试参考答案

1 说明

本次仅录入了试题原卷；当前工作区未提供对应的《2017-2期末试题解答》PDF，因此参考答案暂缺，后
续可在此文件中直接补入。
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CHAPTER 15

2016-2017学年微积分（一）（下）期末考试

1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. 考虑二元函数 f(x, y)在点 (x0, y0)处的下面四条性质：

（1）连续；（2）两个偏导存在；（3）可微；（4）沿方向 {1, 0}的方向导数存在。

若用“P ⇒ Q”表示可由性质 P 推出性质 Q，则成立（ ）.

(2) ⇒ (3) ⇒ (1)A. (3) ⇒ (2) ⇒ (1)B.

(3) ⇒ (4) ⇒ (1)C. (3) ⇒ (2) ⇒ (4)D.

2. 将逐次积分

I =

ˆ 1

0

dy
ˆ y

−y

f(x, y) dx

化为先对 y后对 x的逐次积分，正确结果是（ ）.

I =

ˆ 0

−1

dx
ˆ 1

x

f(x, y) dy +
ˆ 1

0

dx
ˆ 1

−x

f(x, y) dyA.

I =

ˆ y

−y

dx
ˆ 1

0

f(x, y) dyB.

I =

ˆ 0

−1

dx
ˆ 1

−x

f(x, y) dy +
ˆ 1

0

dx
ˆ 1

x

f(x, y) dyC.

I =

ˆ 1

0

dx
ˆ x

−x

f(x, y) dyD.

3. 设 L表示圆 x2 + y2 = R2(R > 0)，取顺时针方向，则积分
˛

L

(−xy2) dx+ xy dy = � �.

πR4

4
A. −πR4

2
B.

−πR4C. πR4

2
D.

373
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4. 设 an > 0(n = 1, 2, · · · )，下列说法中正确的是（ ）.

若级数

∞∑
n=1

(−1)nan 条件收敛，则级数

∞∑
n=1

a2n 发散A.

若级数

∞∑
n=1

(−1)nan 绝对收敛，则级数

∞∑
n=1

a2n 发散B.

若级数

∞∑
n=1

an 收敛，则级数

∞∑
n=1

(−1)nan 条件收敛C.

若级数

∞∑
n=1

an 发散，则当 n充分大时，an ≥ 1

n
D.

5. 二阶常系数线性微分方程
y′′ − 3y′ − 4y = x+ e−x

的特解的待定形式为（ ）.

y∗ = ax+ b+ ce−xA. y∗ = x(ax+ b) + (cx+ d)e−xB.

y∗ = ax+ b+ cxe−xC. y∗ = x(ax+ b) + cxe−xD.

6. 设
∞∑

n=1

bn sinnx 是将函数 f(x) = x + 1(0 ≤ x ≤ π) 做奇延拓后展开成的傅立叶级数，其和函数为

S(x)(−∞ < x < +∞)，则

S

(
−5π

2

)
= � �.

−π

2
+ 1A. π

2
+ 1B.

−π

2
− 1C. π

2
− 1D.

2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7. 设函数 z = xey，则 dz|x=0,y=1 = .

8. 设 D : x2 + y2 ≤ 1, y ≥ 0，则 ¨

D

[
(x+ 1)2 + y2

]
dx dy =

.

9. 设 L是圆周 x2 + y2 = 1，则 ˛

L

(x+ xy) ds =

.

10. 设曲面 S = {(x, y, z) : z = 1, x ≤ 1, y ≤ 1}，则¨

S

(x+ y + z) dS =

.
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3 基本计算题 (每小题 7分，共 42分)

11. 求经过直线

L :

2x+ 3y − z − 8 = 0,

y − 3z + 4 = 0

且与平面 π : x+ y + z − 4 = 0平行的平面方程 π1.

12. 设 z = f(e2x, xy)，其中 f 具有二阶连续导数，且 f ′
2(1, 0) = 2，求

∂2z

∂x∂y

∣∣∣∣
x=0,y=3

.

13. 设变量 x, y, t满足方程 x = F (t, y)和 f(x+ y+ t) = 3y，其中 f 具有一阶连续导数，F 具有一阶连续偏

导数，记

F1 =
∂F (t, y)

∂t
, F2 =

∂F (t, y)

∂y
,

且 1 + F1 ̸= 0, f ′ ̸= 0，求
dx
dy

.

14. 设 L是依逆时针方向的下半圆周 x2 + y2 = x (y ≤ 0)，求曲线积分

I =

ˆ
L

(1− y − ex sin y) dx+ (1− ex cos y) dy.
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15. 设 S 为曲面 z =
√

1− x2 − y2 的上侧，求曲面积分

I =

¨

S

xyz dy dz + x2y dz dx+

(
z3

3
+ 1

)
dx dy.

16. 将 f(x) = arctan
1 + x

1− x
展成 x的幂级数.

4 应用题 (每小题 7分，共 14分)

17. 求函数 f(x, y, z) = xy + z2 在平面 x = y与球面 x2 + y2 + z2 = 4相交的圆周上的最大值和最小值.
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18. 设函数 φ(x)具有连续的一阶导数，且满足 φ(0) = 0，

φ′(x) +

ˆ x

0

φ(t) dt = ex,

求 φ(x).

5 分析证明题 (每小题 5分，共 10分)

19. 讨论级数

∞∑
n=1

[
1− sin

(
(−1)n

np

)
− cos

(
(−1)n

np

)]
(p > 0)

的敛散性，收敛时指明是条件收敛还是绝对收敛.

20. 设 f(x)在区间 [a, b](a > 0)上连续，且 f(x) > 0，证明

(ˆ b

a

xf(x) dx

)(ˆ b

a

x

f(x)
dx

)
≥ (b+ a)2(b− a)2

4
.
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CHAPTER 16

2016-2017学年微积分（一）（下）期末考试参考答案

1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. Solution. D.

2. Solution. C.

3. Solution. B.

4. Solution. A.

5. Solution. C.

6. Solution. C.

2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7. Solution. e dx.

8. Solution. 3π
4
.

9. Solution. π.

10. Solution. 4.

3 基本计算题 (每小题 7分，共 42分)

11. Solution. 设所求平面为 π1 : x+ y + z +D = 0. 取直线 L上一点 P (10,−4, 0)，代入得 D = −6，故

π1 : x+ y + z − 6 = 0.

12. Solution. 先求

zx = 2e2xf1(e
2x, xy) + yf2(e

2x, xy).

379
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令

G(x, y) = 2e2xf1(e
2x, xy) + yf2(e

2x, xy),

则

G(0, y) = 2f1(1, 0) + yf2(1, 0),

因而
∂2z

∂x∂y

∣∣∣∣
x=0,y=3

= Gy(0, 3) = f2(1, 0) = 2.

13. Solution. 由 x = F (t, y),

f(x+ y + t) = 3y

确定 t = t(y), x = x(y). 两边对 y求导得x′ = F1t
′ + F2,

(x′ + t′ + 1)f ′ = 3.

解得
dx
dy

=
f ′F2 + (3− f ′)F1

(1 + F1)f ′ .

14. Solution. 补线段 L1 : y = 0, x : 1 → 0，则 L+ L1 封闭并取正向. 故

I =

˛
L+L1

(1− y − ex sin y) dx+ (1− ex cos y) dy −
ˆ
L1

dx.

由格林公式， ˛
L+L1

· · · =
¨

D

1 dx dy =
π

8
,

且 ˆ
L1

(1− y − ex sin y) dx+ (1− ex cos y) dy =

ˆ 0

1

dx = −1.

因此

I =
π

8
+ 1.

15. Solution. 记底面 S1 : z = 0, x2 + y2 ≤ 1，取下侧，则 S + S1 封闭并指向内侧. 因而

I = −
˚

V

(yz + x2 + z2) dv −
¨

S1

dx dy.

由对称性，

˚

V

yz dv = 0. 再用球坐标计算

˚

V

x2 dv =
π

15
,

˚

V

z2 dv =
π

5
,

且 ¨

S1

dx dy = π.

所以

I = −
( π

15
+

π

5

)
+ π =

11π

15
.
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16. Solution. 因

f ′(x) =
1

1 + x2
=

∞∑
n=0

(−1)nx2n, |x| < 1,

故对 [0, x]积分并利用 f(0) =
π

4
，得

f(x) =
π

4
+

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

2n+ 1
, x ∈ [−1, 1).

4 应用题 (每小题 7分，共 14分)

17. Solution. 在约束 x = y与 x2 + y2 + z2 = 4下，

f(x, y, z) = xy + z2 = x2 + z2 = 4− x2.

由 2x2 + z2 = 4知 −
√
2 ≤ x ≤

√
2. 因而最大值为 4，在 (0, 0,±2)处取得；最小值为 2，在 (±1,±1, 0)

处取得.

18. Solution. 对原方程两边求导，得

φ′′(x) + φ(x) = ex.

又由原方程在 x = 0处可得 φ′(0) = 1，再结合 φ(0) = 0，得到定解问题φ′′ + φ = ex,

φ(0) = 0, φ′(0) = 1.

解得

φ(x) =
1

2

(
− cosx+ sinx+ ex

)
.

5 分析证明题 (每小题 5分，共 10分)

19. Solution. 设

un = 1− cos
(−1)n

np
, vn = sin

(−1)n

np
.

则原级数可视作
∑

un −
∑

vn. 由

1− cos t ∼ t2

2
(t → 0)

知
∑

un 当且仅当 p >
1

2
时收敛. 又

vn = (−1)n sin
1

np

是交错级数，且 sin
1

np
∼ 1

np
，故当 p > 0时由莱布尼兹判别法收敛；当 p > 1时绝对收敛，当 0 < p ≤ 1

时仅条件收敛. 综上，原级数当 p > 1时绝对收敛，当
1

2
< p ≤ 1时条件收敛，当 0 < p ≤ 1

2
时发散.
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20. Proof. 设

I =

(ˆ b

a

xf(x) dx

)(ˆ b

a

x

f(x)
dx

)
.

由 Cauchy-Schwarz不等式，

I ≥

(ˆ b

a

x dx

)2

=

(
b2 − a2

2

)2

=
(a+ b)2(b− a)2

4
.

证毕.



CHAPTER 17

2015-2016学年微积分（一）（下）期末考试

1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. 曲面 z = 4− x2 − y2 上点 P 处的切平面平行于平面 2x+ 2y + z = 1，则点 P 的坐标是（ ）.

(1,−1, 2)A. (−1, 1, 2)B.

(1, 1, 2)C. (−1, 1, 1)D.

2. 考虑二元函数 f(x, y)在点 (x0, y0)处的以下 4条性质：

（1）两个偏导数存在；（2）两个偏导函数连续；（3）可微；（4）沿任意方向的方向导数存在。

若用“P ⇒ Q”表示可由性质 P 推出性质 Q，则有（ ）.

(2) ⇒ (3) ⇒ (1)A. (3) ⇒ (2) ⇒ (1)B.

(3) ⇒ (4) ⇒ (1)C. (3) ⇒ (1) ⇒ (4)D.

3. 将二次积分

I =

ˆ π
4

0

dθ
ˆ 1

0

f(r cos θ, r sin θ)r dr

化为直角坐标系下的二次积分，正确的结果是（ ）.

I =

ˆ 1

0

dy
ˆ √

1−y2

y

f(x, y) dxA.

I =

ˆ 1

0

dx
ˆ x

√
1−x2

f(x, y) dyB.

I =

ˆ √
2

2

0

dy
ˆ √

1−y2

y

f(x, y) dxC.

I =

ˆ √
2

2

0

dx
ˆ x

√
1−x2

f(x, y) dyD.
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4. 设 S 是圆柱面 x2 + y2 = R2(R > 0)被平面 z = 0, z = h截下的部分，则

¨

S

(x2 + y2) dS = � �.

−2πhR3A. 2πhR3B.

πhR3C. π

2
R4hD.

5. 下列命题中正确的是（ ）.

若 lim
n→∞

an = 0，则

∞∑
n=1

an 收敛A.

若正项级数

∞∑
n=1

an 收敛，且 l = lim
n→∞

an+1

an
存在，则 l < 1B.

若 lim
n→∞

an
bn

= 1且

∞∑
n=1

bn 收敛，则

∞∑
n=1

an 收敛C.

若

∞∑
n=1

an 绝对收敛，则

∞∑
n=1

a2n 绝对收敛D.

6. 设 f(x) = x+ 1(0 ≤ x ≤ π)，而

S(x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

an cosnx, −∞ < x < +∞,

其中

an =
2

π

ˆ π

0

f(x) cosnx dx,

则 S
(
−π

2

)
= � �.

−π

2
+ 1A. π

2
+ 1B.

−π

2
− 1C. π

2
− 1D.

2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7. 以曲线 2x2 + y2 + z2 = 16,

x2 + y2 − z2 = 0

为准线，母线平行于 x轴的柱面方程是 .

8. 设 F = {y, z, xy}，G = {1, 0, x}，则 rot(F ×G) = .
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9. 设 D : x2 + y2 ≤ a2(a > 0)，若 ¨

D

√
a2 − x2 − y2 dx dy = π,

则 a = .

10. 设 L为从 A(1, 0)到 B(2, 1)的曲线弧，则

ˆ
L

(2xy − y4 + 3) dx+ (x2 − 4xy3) dy =

.

3 基本计算题 (每小题 7分，共 42分)

11. 求过点 P (1, 2, 3)且与 z轴相交、与平面 x+ y + z − 2 = 0平行的直线方程.

12. 设 z = f

(
sinx,

x

y

)
，其中 f 具有二阶连续导数，求

∂2z

∂x∂y
.

13. 设函数 y = y(x), z = z(x)由方程 z = xf(x+ y)以及 F (x, y, z) = 0所确定，其中 f 具有一阶连续导数，

F 具有一阶连续偏导数，求
dz
dx

.
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14. 求三重积分

I =

˚

V

(x2 + yz + z2) dv,

其中 V : x2 + y2 + z2 ≤ 1.

15. 求曲线积分

I =

˛

L

(x2 − y2) dx+ (x2 + y2) dy,

其中 L是圆周 x2 + y2 = x+ y + 1，取正向.

16. 求幂级数
∞∑

n=1

(x− 3)n

n · 3n
的收敛域与和函数 S(x).

4 应用题 (每小题 7分，共 14分)

17. 在椭球面 x2 +2y2 +2z2 = 1上求一点，使函数 f(x, y, z) = x2 + y2 + z2在该点处沿方向 n = {0,−1, 1}
的方向导数最大.
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18. 设速度场 v = {2x3, 2y3, 3(z2 − 1)}，S 是曲面 z = 1 − x2 − y2(z ≥ 0)的上侧，求单位时间内流过曲面

S（上侧）的流量（或通量）

Φ =

¨

S

v · n dS.

5 综合题 (每小题 5分，共 10分)

19. 证明莱布尼兹判别法：若数项级数
∞∑

n=1

(−1)n−1an(an > 0)满足（1） lim
n→∞

an = 0；（2）{an}单调减少，

则级数

∞∑
n=1

(−1)n−1an 收敛.

20. 设函数 f(x, y)具有二阶连续偏导数，且 f(1, y) = 0, f(x, 1) = 0,

¨

D

f(x, y) dσ = a，其中 D : 0 ≤ x ≤

1, 0 ≤ y ≤ 1。计算积分

I =

¨

D

xyfxy(x, y) dσ.
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CHAPTER 18

2015-2016学年微积分（一）（下）期末考试参考答案

1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. Solution. C.

2. Solution. A.

3. Solution. C.

4. Solution. B.

5. Solution. D.

6. Solution. B.

2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7. Solution. 3z2 − y2 = 16.

8. Solution. {0, x, 0}.

9. Solution. 3

√
3

2
.

10. Solution. 5.

3 基本计算题 (每小题 7分，共 42分)

11. Solution. 设所求直线的方向向量为 s，并与 z轴相交于点 Q(0, 0, c)，则

s =
−−→
PQ = {−1,−2, c− 3}.

由题设知 s ⊥ {1, 1, 1}，故 c = 6. 所求直线方程为

x− 1

1
=

y − 2

2
=

z − 3

−3
.

389
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12. Solution. 记 f1, f2, f12, f22 分别表示 f 对其变量的一阶、二阶偏导数，则

zx = cosx f1 +
1

y
f2.

因而

zxy = −x cosx
y2

f12 −
1

y2
f2 −

x

y3
f22.

13. Solution. 对方程组 z = xf(x+ y),

F (x, y, z) = 0

两边对 x求导，得 
dz
dx

= f + x

(
1 +

dy
dx

)
f ′,

F1 +
dy
dx

F2 +
dz
dx

F3 = 0.

消去
dy
dx
可得

dz
dx

=
(f + xf ′)F2 − xf ′F1

F2 + xf ′F3
.

14. Solution. 由球域对称性，˚

V

yz dv = 0,

˚

V

(x2 + yz + z2) dv =
2

3

˚

V

(x2 + y2 + z2) dv.

改用球坐标，

I =
2

3

ˆ 2π

0

dθ
ˆ π

0

sinφ dφ
ˆ 1

0

ρ4 dρ =
8π

15
.

15. Solution. 由格林公式，

I =

¨

D

[
∂(x2 + y2)

∂x
− ∂(x2 − y2)

∂y

]
dx dy =

¨

D

2(x+ y) dx dy.

圆周 x2 + y2 = x+ y + 1所围区域 D的圆心为

(
1

2
,
1

2

)
，半径为

√
3

2
，故

I = 2(x̄+ ȳ)σ = 2 · 1 · 3π
2

= 3π.

16. Solution. 令 t = x− 3，则原级数化为
∞∑

n=1

tn

n3n
.

收敛半径为 3，且当 t = 3时发散，当 t = −3时收敛，故原级数收敛域为

[0, 6).

又
∞∑

n=1

un

n
= − ln(1− u), |u| < 1,

令 u =
x− 3

3
，得

S(x) = − ln
(
1− x− 3

3

)
, x ∈ [0, 6).
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4 应用题 (每小题 7分，共 14分)

17. Solution. 设所求点为M(x, y, z)，则

∇f(M) = {2x, 2y, 2z}, n◦ =
1√
2
{0,−1, 1}.

故方向导数为
∂f(M)

∂n
=

√
2(−y + z).

由 Lagrange乘子法得 x = 0, y = −z，结合约束 x2 + 2y2 + 2z2 = 1，受检点为(
0,

1

2
,−1

2

)
,

(
0,−1

2
,
1

2

)
.

比较可知最大值点为 (
0,−1

2
,
1

2

)
.

18. Solution. 取底面 S1 : z = 0, x2 + y2 ≤ 1的下侧，使 S + S1 封闭并取外侧法向. 由高斯公式，

Φ =

˚

V

(6x2 + 6y2 + 6z) dv −
¨

S1

3(z2 − 1) dx dy.

其中 ˚

V

(6x2 + 6y2 + 6z) dv = 6

ˆ 2π

0

dθ
ˆ 1

0

r dr
ˆ 1−r2

0

(r2 + z) dz = 2π,

且 ¨

S1

3(z2 − 1) dx dy = 3π.

因此

Φ = −π.

5 综合题 (每小题 5分，共 10分)

19. Proof. 参见教材中莱布尼兹判别法的证明.

20. Solution. 因 f(1, y) = 0, f(x, 1) = 0，所以

fy(1, y) = 0, fx(x, 1) = 0.

由两次分部积分，

I =

¨

D

xyfxy(x, y) dσ =

ˆ 1

0

dx
ˆ 1

0

xyfxy(x, y) dy

=

ˆ 1

0

dx [xyfx(x, y)]10 −
ˆ 1

0

dx
ˆ 1

0

xfx(x, y) dy

= −
ˆ 1

0

dy [xf(x, y)]10 +
ˆ 1

0

dy
ˆ 1

0

f(x, y) dx

=

¨

D

f(x, y) dσ = a.
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