
CHAPTER 1

2012-2013学年微积分（一）（上）期中考试

1 基本计算题 (每小题 5分，共 60分)

1. 计算极限 l = lim
n→∞

(
1

n+ 1
+

1

n+
√
2
+ · · ·+ 1

n+
√
n

)
.

2. 计算极限 l = lim
x→π+

√
1 + cosx
sinx

.

3. 计算极限 l = lim
x→0

(
ln(1 + x)

x

) 1
ex−1

.

4. 计算极限 l = lim
x→0

√
1 + 2x− 1− x

sinx2
.

1
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5. 设 f(x) =
(x− 1)(x− 2) · · · (x− 100)

(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ 100)
，求 f ′(1).

6. 设 f(x) = ln

√
x+

√
x+

√
x+ 1，求 f ′(0).

7. 设 y = y(x)由 xef(y) = xy ln 3确定，f(y)可导，且 f ′(y) ̸= lnx，求 dy.

8. 设 y = y(x)由参数方程

y = tm

x = ln 2t,
给出，计算

dny
dxn

∣∣∣∣
t=1

.

9. 设当 x → 0时，u =
3
√
1 + x2 3

√
1− x− 1 ∼ cxk，求 c, k的值.

10. 设 g(x) =

x arctan
1

x
, x < 0,

bx, x ≥ 0,
在 x = 0处可导，f(x) = sinx.求 b以及

d
dx

f (g(x))

∣∣∣∣
x=0

.
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11. 设 f(x) =
3x

2x2 + x− 1
，计算 f (n)(0).

12. 设 f(x) = lim
n→∞

xn

1 + xn
，求出其所有间断点，并说明间断点的类型.

2 综合题 (每小题 7分，共 28分)

13. 如图所示，在单位圆内，当 θ → 0时，证明三角形 ABC 的面积 a(θ)与阴影部分的面积 b(θ)是同阶无
穷小.

14. 证明当 n充分大时，
(

n
√
n− 1

) 1
n

(√
1 +

1

n2
− 1

)
<

1

n2
.

15. 若 lim
n→∞

xn = a， lim
n→∞

yn = b，且 a < b，依据极限定义证明当 n充分大时，xn < yn.
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16. 设物体 P 沿抛物线 x = y2(y > 0)自原点向右移动，与原点的距离为 r.设其水平速度
dx
dt
保持为常量A.

（1）计算
dr
dt

.

（2）随着物体的移动，
dr
dt
是逐渐变大还是逐渐变小或者忽大忽小？

（3）计算
dr
dt
的最终极限.

3 证明题 (每小题 6分，共 12分)

17. 设 f(x)在 [a, b]上连续，在 (a, b)内可导，且 f ′(x) ̸= 0.试证存在 ξ, η ∈ (a, b)，使得

f ′(ξ)

f ′(η)
=

eb − ea

b− a
e−η.

18. 设 f(x)在闭区间 [0, 1]上连续，f(0) = f(1)，证明存在 x0 ∈ [0, 1]，使得 f(x0) = f

(
x0 +

1

4

)
.



CHAPTER 2

2012-2013学年微积分（一）（上）期中考试参考答案

1 基本计算题 (每小题 5分，共 60分)

1. Solution.
n

n+
√
n
<

1

n+ 1
+

1

n+
√
2
+ · · ·+ 1

n+
√
n
<

n

n+ 1
.

因为 lim
n→∞

n

n+
√
n
= lim

n→∞

n

n+ 1
= 1，由夹逼定理得 l = 1.

2. Solution.

l = lim
x→π+

√
2 cos2 x

2

sinx
= lim

x→π+

√
2
∣∣cos x

2

∣∣
sinx

= lim
x→π+

−
√
2 cos x

2

2 sin x
2 cos x

2

= −
√
2

2
.

3. Solution.

l = exp
{

lim
x→0

1

ex − 1

[
ln(1 + x)

x
− 1

]}
= exp

[
lim
x→0

ln(1 + x)− x

x2

]
= exp

[
lim
x→0

x− x2

2 + o(x2)− x

x2

]

=
1√
e
.

4. Solution.

l = lim
x→0

(√
1 + 2x− 1− x

) (√
1 + 2x+ 1 + x

)
x2
(√

1 + 2x+ 1 + x
)

= lim
x→0

1 + 2x− (1 + x)2

x2
(√

1 + 2x+ 1 + x
)

= lim
x→0

1 + 2x− 1− 2x− x2

x2
(√

1 + 2x+ 1 + x
) = −1

2
.

5
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5. Solution.
f ′(1) = lim

x→1

f(x)− f(1)

x− 1

= lim
x→1

(x− 1)(x− 2) · · · (x− 100)

(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ 100)(x− 1)

= lim
x→1

(x− 2) · · · (x− 100)

(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ 100)

=
(−1)99 · 99!

101!
= − 1

10100
.

6. Solution.

f ′(x) =

[
1

2
ln
(
x+

√
x+

√
x+ 1

)]′
=

1

2
(
x+

√
x+

√
x+ 1

) (x+

√
x+

√
x+ 1

)′

=
1

2
(
x+

√
x+

√
x+ 1

) [1 + 1

2
√

x+
√
x+ 1

(
1 +

1

2
√
x+ 1

)]
.

将 x = 0代入上式得 f ′(0) =
1

2

(
1 +

1

2
· 3
2

)
=

7

8
.

7. Solution. 取对数，得 lnx+ f(y) = y lnx+ ln ln 3.方程两边微分得

1

x
dx+ f ′(y) dy = lnxdy + y · 1

x
dx.

整理得
dy =

y − 1

x [f ′(y)− lnx]
dx.

8. Solution. 计算
dy
dx

=
dy
dt
dx
dt

=
mtm−1

2
2t

= mtm,

d2y
dx2

=
d
dt

(
dy
dx

)
· dt
dx

= (mtm)
′
t ·

1
1
t

= m2tm.

设
dky
dxk

= mktm，则
dk+1y

dxk+1
=

d
dt

(
dky
dxk

)
· dt
dx

=
(
mktm

)′ · 11
t

= mk+1tm.

由数学归纳法得
dny
dxn

= mntm，所以
dny
dxn

∣∣∣∣
t=1

= mn.

9. Solution.

u =
3
√
1− x+ x2 − x3 − 1 = 1 +

1

3
(−x+ x2 − x3) + o(−x+ x2 − x3)− 1 = −1

3
x+ o(x).

所以 u ∼ −1

3
x，即 c = −1

3
，k = 1.

10. Solution. g(0) = 0，因

g′−(0) = lim
x→0−

g(x)− g(0)

x
= lim

x→0−
arctan

1

x
= −π

2
= g′+(0) = b,

所以 b = −π

2
. 故

d
dx

f (g(x))

∣∣∣∣
x=0

= f ′(g(0)) · g′(0) = cos 0 · b = −π

2
.
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11. Solution. f(x) =
1

2x− 1
+

1

x+ 1
，所以

f (n)(0) =
(−1)n · n! 2n

(2x− 1)n+1

∣∣∣∣
x=0

+
(−1)n · n!
(x+ 1)n+1

∣∣∣∣
x=0

= n! [(−1)n − 2n] .

12. Solution. 当 |x| > 1时，xn → ∞，所以 f(x) = lim
n→∞

xn

1 + xn
= 1；

当 x = 1时，f(x) =
1

2
；当 x = −1时，f(x)不存在；

当 |x| < 1时，xn → 0，所以 f(x) = lim
n→∞

xn

1 + xn
= 0.

综上所述，f(x) =



1, |x| > 1,
1

2
, x = 1,

不存在, x = −1,

0, |x| < 1.

f(x)的间断点为 x = −1和 x = 1.

因为 f(1−) = 0，f(1+) = 1，f(−1−) = 1，f(−1+) = 0，所以 x = 1和 x = −1都是跳跃间断点.

2 综合题 (每小题 7分，共 28分)

13. Solution. 由几何关系，a(θ) =
1

2
sin θ(1− cos θ)，b(θ) =

1

2
tan θ − 1

2
θ.

当 θ → 0时，a(θ) → 0，b(θ) → 0，所以 a(θ)和 b(θ)都是无穷小.计算

lim
θ→0

a(θ)

b(θ)
= lim

θ→0

sin θ(1− cos θ)
tan θ − θ

=
1

2
lim
θ→0

θ3

tan θ − θ
=

1

2
lim
θ→0

3θ2

sec2 θ − 1

=
3

2
lim
θ→0

θ2

tan2 θ
=

3

2
.

所以当 θ → 0时，a(θ)与 b(θ)是同阶无穷小.

14. Solution. 计算

lim
x→+∞

( x
√
x− 1)

1
x

(√
1 + 1

x2 − 1
)

1
x2

= lim
x→+∞

(
x
√
x− 1

) 1
x · lim

x→+∞

1
2x2 + o

(
1
x2

)
1
x2

=
1

2
lim

x→+∞

(
x
√
x− 1

) 1
x =

1

2
lim

x→+∞

(
e

ln x
x − 1

) 1
x

=
1

2
exp

 lim
x→+∞

ln
(
e ln x

x − 1
)

x


=

1

2
exp

[
lim

x→+∞

e ln x
x · 1−ln x

x2

e ln x
x − 1

]
=

1

2
exp

[
lim

x→+∞

e ln x
x (1− lnx)
x lnx

]

=
1

2
exp

[
lim

x→+∞

1− lnx
x lnx

]
=

1

2
exp

[
lim

x→+∞

1
ln x − 1

x

]
=

1

2
.
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所以 lim
n→∞

( n
√
n− 1)

1
n

(√
1 + 1

n2 − 1
)

1
n2

=
1

2
< 1，

由极限的保号性，当 n充分大时，有
(

n
√
n− 1

) 1
n

(√
1 +

1

n2
− 1

)
<

1

n2
.

15. Solution. 对于 ε =
b− a

2
> 0，

由极限的定义，存在 N1 使得当 n > N1 时，|xn − a| < ε；存在 N2 使得当 n > N2 时，|yn − b| < ε.

设 N = max{N1, N2}，则当 n > N 时，xn < a+ ε =
a+ b

2
< b− ε < yn.

16. Solution. （1）由题设 r =
√
x2 + y2 =

√
x2 + x，所以

dr
dt

=
2x+ 1

2
√
x2 + x

· dx
dt

=
(2x+ 1)A

2
√
x2 + x

.

（2）计算
d2r
dt2

=
d
dx

[
(2x+ 1)A

2
√
x2 + x

]
· dx
dt

=
1

2
·
2
√
x2 + x− (2x+1)2

2
√
x2+x

x2 + x
·A2

=
1

2
· 4(x

2 + x)− (2x+ 1)2

2(x2 + x)
√
x2 + x

·A2 = − A2

(x2 + x)
√
x2 + x

< 0.

所以
dr
dt
逐渐变小.

（3） lim
x→+∞

dr
dt

= lim
x→+∞

(2x+ 1)A

2
√
x2 + x

= A.

3 证明题 (每小题 6分，共 12分)

17. Proof.函数 f(x)和函数 y = ex 均在 [a, b]上连续，在 (a, b)内可导，且 ex ̸= 0.

由 Cauchy中值定理，存在 η ∈ (a, b)使得

f(b)− f(a)

eb − ea
=

f ′(η)

eη
.

对函数 f(x)应用 Lagrange中值定理，存在 ξ ∈ (a, b)使得 f(b)− f(a) = f ′(ξ)(b− a)，

代入上式即得
f ′(ξ)

f ′(η)
=

eb − ea

b− a
e−η .

18. Proof. 令 F (x) = f(x)− f

(
x+

1

4

)
，显然 F (x)在

[
0,

3

4

]
上连续.

注意到
F (0) + F

(
1
4

)
+ F

(
2
4

)
+ F

(
3
4

)
4

=
1

4

[
f(0)− f

(
1

4

)
+ f

(
1

4

)
− f

(
2

4

)
+ f

(
2

4

)
− f

(
3

4

)
+ f

(
3

4

)
− f(1)

]
=

1

4
[f(0)− f(1)] = 0.

由介值定理，存在 x0 ∈
[
0,

3

4

]
⊂ [0, 1]，使得 F (x0) = 0，即 f(x0) = f

(
x0 +

1

4

)
.
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