
CHAPTER 1

2016-2017学年微积分（一）（下）期末考试

1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. 考虑二元函数 f(x, y)在点 (x0, y0)处的下面四条性质：

（1）连续；（2）两个偏导数存在；（3）可微；（4）沿方向 (1, 0)的方向导数存在.

若用“P ⇒ Q”表示可由性质 P 推出性质 Q，则成立（ ）.

(2) ⇒ (3) ⇒ (1)A. (3) ⇒ (2) ⇒ (1)B.

(3) ⇒ (4) ⇒ (1)C. (3) ⇒ (2) ⇒ (4)D.

2. 将 I =

ˆ 1

0

dy
ˆ y

−y

f(x, y) dx化为先对 y后对 x的逐次积分，正确结果是（ ）.

I =

ˆ 0

−1

dx
ˆ 1

x

f(x, y) dy +
ˆ 1

0

dx
ˆ 1

−x

f(x, y) dyA.

I =

ˆ y

−y

dx
ˆ 1

0

f(x, y) dyB.

I =

ˆ 0

−1

dx
ˆ 1

−x

f(x, y) dy +
ˆ 1

0

dx
ˆ 1

x

f(x, y) dyC.

I =

ˆ 1

0

dx
ˆ x

−x

f(x, y) dyD.

3. 设 L表示圆 x2 + y2 = R2(R > 0)，取顺时针方向，则积分
˛
L

−x2y dx+ xy2 dy =（ ）.

πR4A. −πR4

2
B.

−πR4C.
πR4

2
D.

4. 设 an > 0(n = 1, 2, · · · )，下列说法中正确的是（ ）.

若级数
∞∑

n=1

(−1)nan 条件收敛，则级数
∞∑

n=1

a2n 发散A.

1
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若级数
∞∑

n=1

(−1)nan 绝对收敛，则级数
∞∑

n=1

a2n 发散B.

若级数
∞∑

n=1

an 收敛，则级数
∞∑

n=1

(−1)nan 条件收敛C.

若级数
∞∑

n=1

an 发散，则当 n充分大时，an ≥ 1

n
D.

5. 二阶常系数线性微分方程 y′′ − 3y′ − 4y = x+ e−x 的特解的待定形式为（ ）.

y∗ = ax+ b+ ce−xA. y∗ = x(ax+ b) + (cx+ d)e−xB.

y∗ = ax+ b+ cxe−xC. y∗ = x(ax+ b) + cxe−xD.

6. 设
∞∑

n=1

bn sinnx 是将函数 f(x) = x + 1(0 ≤ x ≤ π) 做奇延拓后展开成的傅立叶级数，其和函数为

S(x)(−∞ < x < +∞)，则 S

(
−5π

2

)
=（ ）.

−π

2
+ 1A.

π

2
+ 1B.

−π

2
− 1C.

π

2
− 1D.

2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7. 设函数 z = xey，则 dz
∣∣∣x=0
y=1

= .

8. 设 D : x2 + y2 ≤ 1, y ≥ 0，则
¨

D

[
(x+ 1)2 + y2

]
dx dy = .

9. 设 L是圆周 x2 + y2 = 1，则
˛
L

(x2 + xy) ds = .

10. 设曲面 S = {(x, y, z) : z = 1, |x| ≤ 1, |y| ≤ 1}，则
¨

S

(x+ y + z) dS = .

3 基本计算题 (每小题 7分，共 42分)

11. 求经过直线 L :

2x+ 3y − z − 8 = 0,

y − 3z + 4 = 0
且与平面 π : x+ y + z − 4 = 0平行的平面方程 π1.
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12. 设 z = f(e2x, xy)，其中 f 具有二阶连续导数，且 f ′
2(1, 0) = 2，求

∂2z

∂x∂y

∣∣∣∣x=0
y=3

.

13. 设变量 x, y, t满足方程 x = F (t, y)和 f(x+ y+ t) = 3y，其中 f 具有一阶连续导数，F 具有一阶连续偏

导数，记 F1 =
∂F (t, y)

∂t
，F2 =

∂F (t, y)

∂y
，且 1 + F1 ̸= 0, f ′ ̸= 0，求

dx
dy

.

14. 设 L是依逆时针方向的下半圆周 x2 + y2 = x (y ≤ 0)，求曲线积分

I =

ˆ
L

(1− y − ex sin y) dx+ (1− ex cos y) dy.

15. 设 S 为曲面 z = −
√
1− x2 − y2 的上侧，求曲面积分

I =

¨

S

xyz dy dz + x2y dz dx+

(
z3

3
+ 1

)
dx dy.

16. 将 f(x) = arctan
1 + x

1− x
展成 x的幂级数.
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4 应用题 (每小题 7分，共 14分)

17. 求函数 f(x, y, z) = xy + z2 在平面 x = y与球面 x2 + y2 + z2 = 4相交的圆周上的最大值和最小值.

18. 设函数 φ(x)具有连续的一阶导数，且满足 φ(0) = 0，φ′(x) +

ˆ x

0

φ(t) dt = ex，求 φ(x).

5 分析证明题 (每小题 5分，共 10分)

19. 讨论级数
∞∑

n=1

[
1− sin

(
(−1)n

np

)
− cos

(
(−1)n

np

)]
(p > 0)

的敛散性，收敛时指明是条件收敛还是绝对收敛.

20. 设函数 f(x)在区间 [a, b](a > 0)上连续，且 f(x) > 0，证明：ˆ b

a

xf(x) dx
ˆ b

a

x

f(x)
dx ≥ (b+ a)2(b− a)2

4
.



CHAPTER 2

2016-2017学年微积分（一）（下）期末考试参考答案

1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. Solution. D.

可微必推出两个偏导数存在，而偏导数是特殊方向的方向导数. 由于方向 (1, 0)即为 x轴正方向，

故偏导数存在可直接推出该方向导数存在，因此 (3) ⇒ (2) ⇒ (4)成立.

2. Solution. C.

如图，积分区域为

D = {(x, y) : 0 ≤ y ≤ 1, −y ≤ x ≤ y}.

改为先对 y积分时，−1 ≤ x ≤ 1，且当 −1 ≤ x ≤ 0时，−x ≤ y ≤ 1；
当 0 ≤ x ≤ 1时，x ≤ y ≤ 1. x

y

O−1 1

1

Dy = −x y = x

y = 1

故

I =

ˆ 0

−1

dx
ˆ 1

−x

f(x, y) dy +
ˆ 1

0

dx
ˆ 1

x

f(x, y) dy.

3. Solution. B.

记 P = −x2y, Q = xy2. 若 L取逆时针方向，则由 Green公式，
˛
L

P dx+Q dy =

¨

x2+y2≤R2

(Qx − Py) dx dy =

¨

x2+y2≤R2

(x2 + y2) dx dy =
πR4

2
.

题中为顺时针方向，所以积分值为 −πR4

2
.

4. Solution. A.

对于 A，B选项，记级数的前 2N 项部分和为 S2N，绝对值级数的前 2N 项部分和为 T2N，则

S2N + T2N = (−a1 + a2 − a3 + a4 − · · · − a2N−1 + a2N ) + (a1 + a2 + a3 + a4 + · · ·+ a2N−1 + a2N )

= 2

N∑
n=1

a2n.

5
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若
∑

(−1)nan 条件收敛，则 S2N 收敛，但 T2N 发散，所以
∑

a2n 发散.

若
∑

(−1)nan 绝对收敛，则 S2N 和 T2N 都收敛，所以
∑

a2n 收敛.

对于 C选项，令 an =
1

n2
，则

∑
an 收敛，且

∑
(−1)nan =

∑ (−1)n

n2
绝对收敛.

对于 D选项，令 an =

1, n = 2k,
1

n2
, n = 2k − 1

，则
∑

an 发散，但当 n充分大且为奇数时，an <
1

n
.

5. Solution. C.

方程对应齐次方程的特征方程为

r2 − 3r − 4 = (r − 4)(r + 1) = 0.

所以齐次方程的通解为 yh = C1e4x + C2e−x.

对于非齐次项 y1 = x，由于 λ = 0不是齐次方程的根，所以特解为 y∗1 = ax+ b；

对于非齐次项 y2 = e−x，由于 λ = −1是齐次方程的单根，所以特解为 y∗2 = cxe−x.

由解的叠加原理，特解的待定形式为 y∗ = y∗1 + y∗2 = ax+ b+ cxe−x.

6. Solution. C.

奇延拓后的和函数是以 2π为周期的奇函数. 因此

S

(
−5π

2

)
= S

(
−π

2

)
= −f

(π
2

)
= −π

2
− 1.

2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7. Solution. e dx.

因为
dz = ey dx+ xey dy,

所以 dz
∣∣∣x=0
y=1

= e dx.

8. Solution.
3π

4
.

在上半圆盘 D上，由对称性可知
¨

D

2x dx dy = 0. 因此

¨

D

[
(x+ 1)2 + y2

]
dx dy =

¨

D

(x2 + y2) dx dy +
¨

D

dx dy

= π

ˆ 1

0

r3 dr +
π

2
=

3π

4
.

9. Solution. π.

令 x = cos t, y = sin t (0 ≤ t ≤ 2π)，则 ds = dt. 因而
˛
L

(x2 + xy) ds =
ˆ 2π

0

(cos2 t+ cos t sin t) dt = π.
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10. Solution. 4.

曲面为平面方形区域，dS = dx dy，故由对称性可知
¨

S

(x+ y + z) dS =

¨

−1≤x≤1
−1≤y≤1

(x+ y + 1) dx dy

=

¨

−1≤x≤1
−1≤y≤1

dx dy = 4.

3 基本计算题 (每小题 7分，共 42分)

11. Solution. 因 π1 与 π : x+ y + z − 4 = 0平行，可设

π1 : x+ y + z +D = 0.

在方程组中令 z = 0，可取直线 L上一点 P (10,−4, 0)，代入得 D = −6，故

π1 : x+ y + z − 6 = 0.

12. Solution. 先求

zx = 2e2xf ′
1(e

2x, xy) + yf ′
2(e

2x, xy).

令

G(x, y) = 2e2xf ′
1(e

2x, xy) + yf ′
2(e

2x, xy),

则 G(0, y) = 2f ′
1(1, 0) + yf ′

2(1, 0) = 2f ′
1(1, 0) + 2y，Gy(0, y) = f ′

2(1, 0) ≡ 2，因而

∂2z

∂x∂y

∣∣∣∣x=0
y=3

= Gy(0, 3) = 2.

13. Solution. 由 x = F (t, y),

f(x+ y + t) = 3y

确定 t = t(y), x = x(y). 两边对 y求导，得x′ = F1t
′ + F2,

(x′ + t′ + 1)f ′ = 3.

解得
dx
dy

=
f ′F2 + (3− f ′)F1

(1 + F1)f ′ .

14. Solution. 补线段 L1 : y = 0, x : 1 → 0，则 L+ L1 封闭并取正向. 故

I =

˛
L+L1

(1− y − ex sin y) dx+ (1− ex cos y) dy −
ˆ
L1

dx.
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由 Green公式，记 D : {(x, y)|x2 + y2 ≤ x, y ≤ 0}，则

I =

˛
L+L1

(1− y − ex sin y) dx+ (1− ex cos y) dy −
ˆ 0

1

dx

=

¨

D

[−ex cos y − (−1− ex cos y)] dx dy + 1

=

¨

D

dx dy + 1 =
π

8
+ 1.

15. Solution. 记底面 S1 : z = 0, x2 + y2 ≤ 1取下侧，区域 Σ : {(x, y, z)|x2 + y2 + z2 ≤ 1, z ≤ 0}，

则 S + S1 封闭并指向内侧. 所以由 Gauss公式可知

I =

‹

S+S1

xyz dy dz + x2y dz dx+

(
z3

3
+ 1

)
dx dy −

¨

S1

(
z3

3
+ 1

)
dx dy

= −
˚

Σ

(
yz + x2 + z2

)
dx dy dz +

¨

x2+y2≤1

dx dy

= −
˚

Σ

(
yz + x2 + z2

)
dx dy dz + π.

由对称性可知
˚

Σ

yz dx dy dz = 0，
˚

Σ

x2 dx dy dz =

˚

Σ

y2 dx dy dz =

˚

Σ

z2 dx dy dz.

因此

I = − 2

3

˚

Σ

(
x2 + y2 + z2

)
dx dy dz + π

= − 2

3

ˆ 2π

0

dθ
ˆ π

2

0

sinφ dφ
ˆ 1

0

r4 dr + π

= − 2

3
· 2π · 1

5
+ π =

11π

15
.

16. Solution. 注意到

f ′(x) =
1

1 + x2
=

∞∑
n=0

(−1)nx2n, |x| < 1,

上式两端从 0积分到 x，并利用 f(0) =
π

4
，得

f(x)− π

4
=

∞∑
n=0

ˆ x

0

(−1)nt2n dt =
∞∑

n=0

(−1)nx2n+1

2n+ 1
, |x| < 1.

又当 x = 1时，级数
∞∑

n=0

(−1)n

2n+ 1
收敛；当 x = −1时，级数

∞∑
n=0

(−1)n(−1)2n+1

2n+ 1
= −

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
也收敛，

因此

f(x) =
π

4
+

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

2n+ 1
, |x| ≤ 1.
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4 应用题 (每小题 7分，共 14分)

17. Solution. 用 Lagrange乘数法，设 L(x, y, z, λ, µ) = xy+ z2 +λ(x− y)+µ(x2 + y2 + z2 − 4)，令∇L = 0，
得 

Lx = y + 2µx+ λ = 0,

Ly = x+ 2µy − λ = 0,

Lz = 2z + 2µz = 0,

Lλ = x− y = 0,

Lµ = x2 + y2 + z2 − 4 = 0.

解得四个驻点 P1(0, 0, 2), P2(0, 0,−2), P3

(√
2,
√
2, 0

)
, P4

(
−
√
2,−

√
2, 0

)
.

因为 f (0, 0, 2) = f(0, 0,−2) = 4，f
(√

2,
√
2, 0

)
= f

(
−
√
2,−

√
2, 0

)
= 2，

因此最大值为 4，最小值为 2.

18. Solution. 由 φ′(x) = ex −
ˆ x

0

φ(t) dt可知 φ(x)存在二阶连续导数，且

φ′′(x) + φ(x) = ex.

在原方程两边令 x = 0可得 φ′(0) = 1，再结合 φ(0) = 0，得到定解问题φ′′ + φ = ex,

φ(0) = 0, φ′(0) = 1.

非齐次方程对应齐次方程的特征方程为 r2 + 1 = 0，所以齐次方程的通解为 φh = C1 cosx+ C2 sinx.

对于非齐次项 ex，由于 λ = 1不是齐次方程的根，所以可设特解为 φ∗ = aex.

代入方程得 aex + aex = ex，故 a =
1

2
，因此 φ∗ =

1

2
ex.

因此非齐次方程的通解为 φ = φh + φ∗ =
1

2
ex + C1 cosx+ C2 sinx.

将 φ(0) = 0，φ′(0) = 1代入上式，得 
0 =

1

2
+ C1,

1 =
1

2
+ C2.

解得 C1 = −1

2
, C2 =

1

2
. 因此

φ(x) =
1

2
ex − 1

2
cosx+

1

2
sinx.

5 分析证明题 (每小题 5分，共 10分)

19. Solution. 设

un = 1− cos
(−1)n

np
, vn = sin

(−1)n

np
.

则原级数可视作
∑

un −
∑

vn. 由

1− cos t ∼ t2

2
(t → 0)
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知
∑

un 当且仅当 p >
1

2
时收敛. 又

vn = (−1)n sin
1

np

是交错级数，且 sin
1

np
∼ 1

np
，故当 p > 0时由 Leibniz判别法可知该级数收敛；

且当 p > 1时绝对收敛，当 0 < p ≤ 1时条件收敛.

综上，原级数当 p > 1时绝对收敛，当
1

2
< p ≤ 1时条件收敛，当 0 < p ≤ 1

2
时发散.

20. Proof. 记 D = [a, b]× [a, b]，则

I =

ˆ b

a

xf(x) dx
ˆ b

a

x

f(x)
dx

=

ˆ b

a

xf(x) dx
ˆ b

a

y

f(y)
dy

=

¨

D

xyf(x)

f(y)
dx dy.

由 D的轮换对称性可知

I =

¨

D

xyf(y)

f(x)
dx dy.

因此

I =
1

2

¨

D

(
xyf(x)

f(y)
+

xyf(y)

f(x)

)
dx dy

≥
¨

D

xy dx dy =

ˆ b

a

x dx
ˆ b

a

y dy

=

(
b2 − a2

2

)2

=
(a+ b)2(b− a)2

4
.
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