
CHAPTER 1

2022-2023学年微积分（一）（下）期末考试

1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. 在空间直角坐标系中，方程 z =
√
x2 + y2 − 1表示（ ）.

半球面A. 柱面B.

锥面C. 单叶双曲面D.

2. 设 z = f(x, y)在点 (1, 1)处有 fx(1, 1) = fy(1, 1) = 1，则必有（ ）.

lim
x→1
y→1

f(x, y)存在A.

dz|(1,1) = dx+ dyB.

lim
x→1

f(x, 1)及 lim
y→1

f(1, y)都存在C.

f(x, y)在点 (1, 1)沿方向 n = {cos θ, sin θ}的方向导数存在D.

3. 设函数 z = f(x, y)的全微分为 dz = 2xdx+ 3ydy，则点 (0, 0)（ ）.

不是 f(x, y)的连续点A. 不是 f(x, y)的驻点B.

是 f(x, y)的极大值点C. 是 f(x, y)的极小值点D.

4. 设 Ω是由锥面 z =
√
x2 + y2 和平行 z = 1所围成的空间区域，将 I =

˚

Ω

f(
√
x2 + y2 + z)dx dy dz化

为柱坐标系下的累次积分，下列结果正确的是（ ）.

I = 2π

ˆ 1

0

rdr
ˆ 1

0

f(
√

r2 + z)dzA.

I = 2π

ˆ 1

0

rdr
ˆ 1

r

f(
√

r2 + z)dzB.

I = 2π

ˆ 1

0

dr
ˆ 1

r

f(
√

r2 + z)dzC.

I = 2π

ˆ 1

0

dz
ˆ z

0

f(
√

r2 + z)drD.

1
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5. 设 S 是上半球面 x2 + y2 + z2 = R2 (z ≥ 0, R > 0)，abc ̸= 0，则

¨

S

(ax+ by + cz)dS =（ ）.

cπR2A. 1

4
cπR3B.

cπR3C. (a+ b+ c)πR2D.

6. 下列命题中，正确的是（ ）.

若 an ≤ bn ≤ cn 且

∞∑
n=1

an 与

∞∑
n=1

cn 收敛，则

∞∑
n=1

bn 收敛A.

若正项级数

∞∑
n=1

an 满足
an+1

an
< 1，则

∞∑
n=1

an 收敛B.

若 lim
n→∞

un

vn
= 1，则

∞∑
n=1

un 与

∞∑
n=1

vn 同敛散C.

若

∞∑
n=1

an 收敛，则

∞∑
n=1

(−1)nan√
n

收敛D.

2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7. 设曲线 Γ :

x2 + y2 + z2 = 1

x+ y + z = 0
，则

˛
Γ

(x2 + 2y2 + 3z)ds = .

8. z = x+ 3y + ln(1 + x2 + y2)在点 (0, 0, 0)的切平面方程为 .

9. 设 u = ln
√
x2 + y2 + z2，则 div(gradu)

∣∣∣
(1,−1,2)

= .

10. 设 f(x) =


x, −π ≤ x < 0,

1, x = 0,

2x, 0 < x < π

，将 f(x)展开成以 2π为周期的傅里叶级数，则 f(x)的傅里叶级数的和

函数在 x = −3π处的值为 .

3 基本计算题 (每小题 7分，共 42分)

11. 求过点 P (2, 1, 3)且与 L1 :
x− 1

2
=

y − 2

1
=

z − 2

−1
垂直的平面方程，并求该平面与 L1 的交点.



2022-2023学年微积分（一）（下）期末考试 3

12. 设 z = e−x sin
y

x
，求

∂z

∂y

∣∣∣∣
(2,π)

，
∂2z

∂y∂x

∣∣∣∣
(2,π)

.

13. 求曲面 z = xy包含在圆柱面 x2 + y2 = 1内那部分面积 S.

14. 求 I =

˚

Ω

z2dx dy dz，其中 Ω由

y2 +
z2

2
= 1

x = 0
绕 z轴旋转一周所形成的曲面所围成的立体.

15. 设 S 是上半球面 z =
√
R2 − x2 − y2 (R > 0)，取上侧，求 I =

¨

S

(x2 + y)dy dz + zdx dy√
x2 + y2 + z2

.

16. 求幂级数
∞∑

n=1

2n+ 1

n!
x2n 的收敛域与和函数 S(x).
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4 综合题 (每小题 7分，共 14分)

17. 设 L 是 xOy 面上任意的光滑曲线，f(x) 具有二阶连续的导数，且 f(0) = 4，f ′(0) = 3，若曲线积分ˆ
L

(−xex + f ′′(x))ydx+ f(x)dy与路径无关，求 f(x).

18. 求 f(x, y) = x2 − y2 + 2在椭圆域 D = {(x, y) | 4x2 + y2 ≤ 4}上的最大值和最小值.

5 证明题 (每小题 5分，共 10分)

19. 设 f(x)在 [0, 1]上连续，且

ˆ 1

0

f(x)dx = A，证明：

ˆ 1

0

dx
ˆ 1

x

f(x)f(y)dy =
1

2
A2.

20. 设数列 {an}满足 a1 = 1，2an+1 = an +
√
a2n + un，其中 un > 0，{an}有上界，证明

∞∑
n=1

un 收敛.
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1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. Solution. D.

方程 z =
√
x2 + y2 − 1等价于

x2 + y2 − z2 = 1, z ≥ 0,

表示单叶双曲面的上半部分.

2. Solution. C.

多元函数偏导存在无法保证函数连续，全微分 dz = fxdx+ fydy仅在函数可微时成立，

偏导数存在不能保证沿任意方向的方向导数存在.

对于 C选项，f(x, 1)是 x的一元函数，由 fx(1, 1)存在知该一元函数在 x = 1处可导，必然连续，

即 lim
x→1

f(x, 1) = f(1, 1)存在；同理 lim
y→1

f(1, y)也存在.

3. Solution. D.

由题可知 dz = d
(
x2 +

3

2
y2
)
，所以 z = x2 +

3

2
y2 + C，因此 f(x, y)显然在 (0, 0)处可微，且

fx(0, 0) = 2x
∣∣
(0,0)

= 0, fy(0, 0) = 3y
∣∣
(0,0)

= 0,

所以点 (0, 0)是驻点. 又 fxx(0, 0) = 2，fyy(0, 0) = 3，fxy(0, 0) = 0，所以

fxx(0, 0)fyy(0, 0)− f2
xy(0, 0) = 6 > 0,

因此点 (0, 0)是极小值点.

4. Solution. B.

由柱坐标代换

x = r cos θ, y = r sin θ, z = z,

可得

I =

ˆ 2π

0

dθ
ˆ 1

0

r dr
ˆ 1

r

f(
√

r2 + z) dz.

5
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5. Solution. C.

由对称性可知 ¨

S

x dS =

¨

S

y dS = 0,

故

¨

S

(ax+ by + cz)dS = c

¨

S

z dS.

用球坐标代换，dS = R2 sinφ dφ dθ，因此

c

¨

S

z dS =c

ˆ 2π

0

dθ
ˆ π

2

0

R cosφR2 sinφ dφ

=cπR3

ˆ π
2

0

sin 2φ dφ

=cπR3

[
−cos 2φ

2

]π
2

0

=cπR3.

6. Solution. A.

对于 A选项，根据已知条件 an ≤ bn ≤ cn，可知 0 ≤ bn − an ≤ cn − an.

令 un = bn − an，vn = cn − an，则 vn ≥ un ≥ 0均为正项级数的通项.

因为
∑

an 和
∑

cn 都收敛，它们的差级数
∑

vn =
∑

(cn − an)也必然收敛，

根据正项级数的比较判别法，由于
∑

vn 收敛，所以
∑

un 也收敛.

因 bn = un + an，而
∑

un 和
∑

an 都是收敛级数，所以它们的和级数
∑

bn 必然收敛.

对于 B选项，令 an =
1

n
，显然

an+1

an
=

n

n+ 1
< 1，但

∞∑
n=1

an 发散.

对于 C选项，令 un =
(−1)n√

n
，vn =

(−1)n√
n

+
1

n
，则 lim

n→∞

vn
un

= lim
n→∞

(
1 +

1

(−1)n
√
n

)
= 1，

但

∞∑
n=1

un 收敛，而

∞∑
n=1

vn 发散.

对于 D选项，令 an =
(−1)n√

n
，则

∞∑
n=1

an 收敛，但

∞∑
n=1

(−1)nan√
n

=

∞∑
n=1

1

n
发散.

2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7. Solution. 2π.

显然曲线 Γ具有轮换对称性，因此 ˛
Γ

x2 ds =
˛
Γ

y2 ds =
˛
Γ

z2 ds,
˛
Γ

x ds =
˛
Γ

y ds =
˛
Γ

z ds = 0.

从而 ˛
Γ

(x2 + 2y2 + 3z) ds =
˛
Γ

(x2 + y2 + z2) ds+
˛
Γ

(x+ y + z) ds = 2π.
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8. Solution. x+ 3y − z = 0.

由 z = x+ 3y + ln(1 + x2 + y2)可得

zx = 1 +
2x

1 + x2 + y2
, zy = 3 +

2y

1 + x2 + y2
.

因此

zx(0, 0) = 1, zy(0, 0) = 3.

曲面在点 (0, 0, 0)处切平面的法向量可取作 (zx(0, 0), zy(0, 0),−1) = (1, 3,−1)，因此切平面方程为

x+ 3y − z = 0.

9. Solution. 1
6
.

u = ln
√
x2 + y2 + z2 =

1

2
ln(x2 + y2 + z2).

因此 gradu =

(
x

x2 + y2 + z2
,

y

x2 + y2 + z2
,

z

x2 + y2 + z2

)
，所以

div(gradu) = y2 + z2 − x2

(x2 + y2 + z2)2
+

x2 + z2 − y2

(x2 + y2 + z2)2
+

x2 + y2 − z2

(x2 + y2 + z2)2
=

1

x2 + y2 + z2
.

代入 (1,−1, 2)得

∆u =
1

1 + 1 + 4
=

1

6
.

10. Solution. π
2
.

因为

−3π ≡ −π ≡ π (mod 2π),

根据 Dirichlet收敛定理可知

S(−3π) =
f(π−) + f(−π+)

2
=

2π + (−π)

2
=

π

2
.

3 基本计算题 (每小题 7分，共 42分)

11. Solution. 与直线
L1 :

x− 1

2
=

y − 2

1
=

z − 2

−1

垂直的平面法向量可取 (2, 1,−1). 过点 P (2, 1, 3)的平面方程为

2(x− 2) + (y − 1)− (z − 3) = 0,

即

2x+ y − z − 2 = 0.

将

x = 2t+ 1, y = t+ 2, z = −t+ 2

代入该平面方程，可得 t = 0，故交点为 (1, 2, 2).



8 2022-2023学年微积分（一）（下）期末考试参考答案

12. Solution. 先求

zy = e−x cos
y

x
· 1
x
=

e−x

x
cos

y

x
.

所以

zy(2, π) =
e−2

2
cos

π

2
= 0.

再对 x求偏导，可得

zyx = e−x

(
y

x2
sin

y

x
− x+ 1

x2
cos

y

x

)
1

x
.

在 (2, π)处，sin
π

2
= 1, cos

π

2
= 0，故

zyx(2, π) =
π

8e2
.

13. Solution. 曲面面积为

S =

¨

x2+y2≤1

√
1 + z2x + z2y dx dy.

由于 z = xy，故

zx = y, zy = x.

所以

S =

¨

x2+y2≤1

√
1 + x2 + y2 dx dy.

用极坐标代换，

S = 2π

ˆ 1

0

r
√
1 + r2 dr =

2π

3
(2
√
2− 1).

14. Solution. 绕 z轴旋转后得到椭球体

x2 + y2 +
z2

2
≤ 1.

对固定 z，截面是圆

x2 + y2 ≤ 1− z2

2
,

因而

I =

˚

Ω

z2 dx dy dz

=

ˆ √
2

−
√
2

z2dz
¨

x2+y2≤1− z2

2

dx dy

=π

ˆ √
2

−
√
2

z2
(
1− z2

2

)
dz =

8
√
2π

15
.

15. Solution. 上半球面 z =
√
R2 − x2 − y2 上满足

√
x2 + y2 + z2 = R，因此

I =
1

R

¨

S

(
x2 + y

)
dy dz + z dx dy.
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记 S′ 为 x2 + y2 ≤ R2, z = 0取下侧，Σ = S ∪ S′，则

I =
1

R

‹
Σ

(
x2 + y

)
dy dz + z dx dy −

¨

S′

(
x2 + y

)
dy dz + z dx dy


=

1

R

˚

x2+y2+z2≤R2

z≥0

(2x+ 1)dx dy dz

=
1

R

˚

x2+y2+z2≤R2

z≥0

dx dy dz =
2πR2

3
.

16. Solution. 令 y = x2，则级数化为

∞∑
n=1

2n+ 1

n!
yn.

用比值判别法，

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

2n+ 3

(n+ 1)!
· n!

2n+ 1

= lim
n→∞

2n+ 3

(n+ 1)(2n+ 1)
= 0,

故级数关于 y的收敛半径为 Ry = +∞，关于 x的收敛半径也为 Rx = +∞，即收敛域为 (−∞,+∞).

下面求和函数 S(x).

S(x) =

∞∑
n=1

2n+ 1

n!
x2n = 2

∞∑
n=1

n

n!
x2n +

∞∑
n=1

x2n

n!
.

其中
∞∑

n=1

n

n!
x2n =

∞∑
n=1

x2n

(n− 1)!
= x2

∞∑
k=0

(
x2

)k
k!

= x2ex
2

,

∞∑
n=1

x2n

n!
=

∞∑
n=0

(
x2

)n
n!

− 1 = ex
2

− 1.

所以

S(x) = (2x2 + 1)ex
2

− 1.

4 综合题 (每小题 7分，共 14分)

17. Solution. 记
P (x, y) = (−xex + f ′′(x))y, Q(x, y) = f(x).

由曲线积分与路径无关得 Py = Qx，即

−xex + f ′′(x) = f ′(x).

于是

f ′′(x)− f ′(x) = xex.

上述方程对应的齐次微分方程的特征方程为 r2 − r = 0，其根为 r = 0和 r = 1，
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因此齐次方程的通解为 y = C1 + C2ex.

r = 1是该特征方程的单根，故可设非齐次方程的特解为 f∗(x) = x(ax+ b)ex，

代入得 (2ax+ 2a+ b)ex = xex，比较系数可得 a =
1

2
，b = −1，因此非齐次方程的通解为

f(x) = C1 + C2ex +

(
1

2
x− 1

)
xex.

将 f(0) = 4，f ′(0) = 3代入可得

C1 + C2 = 4,

C2 − 1 = 3
，解得 C1 = 0，C2 = 4，因此

f(x) = 4ex +

(
1

2
x− 1

)
xex.

18. Solution. 在区域内部令

fx = 2x = 0,

fy = −2y = 0
，解得唯一驻点 (0, 0)，且 f(0, 0) = 2.

在边界 4x2 + y2 = 4上有 y2 = 4− 4x2，代入原函数得

f = x2 − (4− 4x2) + 2 = 5x2 − 2, −1 ≤ x ≤ 1.

所以边界上最大值为 3，最小值为 −2. 比较可知 f(x, y)在区域 D上的最大值为 3，最小值为 −2.

5 证明题 (每小题 5分，共 10分)

19. Proof. 法一. 记 f(x)的一个原函数为

F (x) =

ˆ x

0

f(t) dt,

则 F (0) = 0, F (1) = A. 因此

ˆ 1

0

dx
ˆ 1

x

f(x)f(y) dy =

ˆ 1

0

f(x) (F (1)− F (x)) dx

= A

ˆ 1

0

f(x) dx−
ˆ 1

0

F (x) dF (x)

= A2 − 1

2
F 2(x)

∣∣∣∣1
0

=
1

2
A2.

法二. 交换积分次序，有
ˆ 1

0

dx
ˆ 1

x

f(x)f(y) dy =

ˆ 1

0

dy
ˆ y

0

f(x)f(y) dx.

将右端的积分变量 x, y对换，得

ˆ 1

0

dy
ˆ y

0

f(x)f(y) dx =

ˆ 1

0

dx
ˆ x

0

f(x)f(y) dy.
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所以 ˆ 1

0

dx
ˆ 1

x

f(x)f(y) dy =
1

2

(ˆ 1

0

dx
ˆ 1

x

f(x)f(y) dy +
ˆ 1

0

dx
ˆ x

0

f(x)f(y) dy
)

=
1

2

ˆ 1

0

dx
ˆ 1

0

f(x)f(y) dy

=
1

2

(ˆ 1

0

f(x) dx
)(ˆ 1

0

f(y) dy
)

=
1

2
A2.

法三. 记

I =

ˆ 1

0

dx
ˆ 1

x

f(x)f(y) dy.

由于被积函数 f(x)f(y)关于 x, y对称，

积分区域 {(x, y) | 0 ≤ x ≤ y ≤ 1}与 {(x, y) | 0 ≤ y ≤ x ≤ 1}面积相同且无公共内点，因此

I =

ˆ 1

0

dy
ˆ 1

y

f(y)f(x) dx =

ˆ 1

0

dy
ˆ 1

y

f(x)f(y) dx.

将两个积分相加，并合并积分区域为正方形 [0, 1]× [0, 1]，得

2I =

¨

[0,1]2

f(x)f(y) dxdy =

(ˆ 1

0

f(x) dx
)(ˆ 1

0

f(y) dy
)

= A ·A = A2.

因此

I =
1

2
A2.

20. Proof. 由递推关系 2an+1 = an +
√
a2n + un 可得

un = 4an+1 (an+1 − an) .

由 an+1 =
1

2

(
an +

√
a2n + un

)
可得 an+1 ≥ an，又 an 有上界，所以 {an}收敛.

注意到

0 <
un

4
= a2n+1 − anan+1 ≤ a2n+1 − a2n,

因为 {an}收敛，所以
∞∑

n=1

(a2n+1 − a2n) = lim
n→∞

a2n+1 − a21 收敛，

由正项级数的比较判别法，

∞∑
n=1

un 也收敛.
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