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Abstract

我们提出 未来-KL 影响策略最优化 (FIPO)，这是一种强化学习算法，旨在克

服大语言模型中的推理瓶颈。尽管类似 GRPO 的训练方式具有良好的可扩展

性，但通常依赖于基于结果的奖励（ORM），该奖励将全局优势均匀分配给轨

迹中每个 token。我们认为，这种 粗粒度的信用分配由于无法区分关键逻辑转

折点与无关紧要的 token，从而设定了性能上限。FIPO 通过在策略更新中引入

折扣未来-KL 散度，构建了 稠密优势表述，根据 token 对后续轨迹行为的影

响程度重新加权。实证结果表明，FIPO 能使模型突破标准基线中存在的 长度

停滞现象。在 Qwen2.5-32B 上评估，FIPO 将平均思维链长度从约 4,000 提升

至超过 10,000 个 token，同时将 AIME 2024 Pass@1 准确率从 50.0% 提升至

峰值 58.0%（收敛于约 56.0%）。该表现优于 DeepSeek-R1-Zero-Math-32B (∼

47.0%) 和 o1-mini (∼ 56.0%)。我们的结果表明，建立稠密优势表述是推动基

于 ORM 的算法演进、充分释放基础模型推理潜力的关键路径。我们开源了基

于 verl 框架构建的训练系统。

1 引言

推理时的缩放策略，如 OpenAI 的 o 系列 (Jaech et al., 2024)、Gemini 系列 (Comanici et al., 2025) 和

DeepSeek 的 R 系列 (Guo et al., 2025) 所采用的策略，标志着大型语言模型进行推理方式的根本转变。

通过在推理时分配更多的计算资源，这些方法支持更长的思维链和更审慎的推理，从而在竞争性数学和

编程等高难度任务上取得显著提升。这一进展的大部分源于大规模强化学习与可验证奖励（RLVR）(Guo

et al., 2025; Team et al., 2025a; Yang et al., 2025; Team et al., 2025b; Zeng et al., 2025)，该方法利用任

务特定验证器的反馈来微调模型的生成策略，从而激发并放大其推理能力。然而，由于具体的算法和训练

配方仍 largely 未公开，目前尚不清楚强化学习如何作为主要催化剂来解锁潜在的推理深度，有效地从初

始不表现出此类倾向的基础模型中激发长思维链行为的出现。

与此同时，开源社区已投入大量精力，在更加透明的情景下复现并缩放类似的算法 (Qin et al., 2024; Huang

et al., 2024; Liu et al., 2025; Hu et al., 2025; Yu et al., 2025)。在这些努力中，DAPO (Yu et al., 2025)

提供了对干净基础模型应用 GRPO 风格训练的有前景的大规模复现。然而，我们认为 GRPO 框架内在

对基于结果奖励的依赖引入了显著的结构约束。由于奖励仅在轨迹末端可进行二元验证，标准公式会向

每个 token 分配相同的优劣值。这导致了 完全粗粒度的信用分配，即算法将关键推理步骤与无关紧要的

token 视为同等重要。具体而言，我们观察到此类基线生成的推理轨迹往往在中间长度处趋于停滞。我们
∗Full author list available in the Contributions section.
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图 1: FIPO 与基准方法在 AIME2024 上的性能对比。 FIPO 表明，仅使用强化学习训练已经足以不仅超
越其他纯强化学习基准方法（复现的 DAPO 和 Deepseek-R1-Zero-32B），还超过了 o1-mini。这种性能提
升伴随着生成响应长度的显著增加。

认为这一局限性为标准 GRPO 设定了性能下限：由于均匀奖励无法突出驱动正确逻辑的具体 token，模

型无法收敛至完成复杂任务所需的长周期、高复杂度推理路径。尽管这一局限促使近期研究 (Hu et al.,

2025; Yue et al., 2025; Fan et al., 2025) 重新采用 PPO 框架以实现更精细的优劣估计，但我们认为这种

细粒度的信用分配无需依赖评论员模型的复杂性即可实现。

我们引入了 Future-KL In~uenced Policy Optimization (FIPO)。FIPO 通过引入 Future-KL 散度来修改

策略更新，该方法基于后续轨迹的累积行为对当前 token 的优势进行重新加权。为保持训练稳定性，该

目标与 影响权重裁剪和过滤机制相结合。我们在 Qwen2.5-32B-Base 上评估该方法，该模型未接触过长

CoT合成数据，使用 DAPO公开发布的训练数据集 (Yu et al., 2025)以确保严格可控的对比。如 Figure 1

所示，FIPO打破了标准基线的性能天花板；当 DAPO在 AIME 2024上达到 50.0%（Pass@1）时，FIPO

实现了推理链的持续延展，模型从基准的 4,000 个 token 稳步扩展至超过 10,000 个 token 的深度推理模

式。这一持续扩展使准确率提升至峰值 58.0%，与近期基于 PPO 的方法表现相当。这些发现表明，建立

稠密优势形式有效弥合了 GRPO 效率与 PPO 性能之间的差距，解锁了在均匀奖励方案下原本无法触及

的深度推理能力。

我们的实现基于 verl 框架 (Sheng et al., 2025) 和 DAPO 代码库。通过完全公开完整的训练代码和配置

方案，我们旨在揭示大规模强化学习在大模型中的宝贵见解，以惠及更广泛的科研社区。

2 初步的

在本节中，我们回顾了本文工作核心的策略最优化框架：PPO及其无价值网络变体 GRPO与 DAPO。在

本文中，令 T 表示轨迹的总长度，t 表示该轨迹中当前步骤的索引。在 GRPO 情景下，对于每个问题提
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示 q ，我们采样 G 个轨迹，得到的输出记为 o 。

2.1 近端策略最优化

近端策略优化（PPO） (Schulman et al., 2017) 为策略最优化引入了裁剪的替代目标。通过使用裁剪机制

将策略更新限制在旧策略的邻近范围内，PPO 稳定了训练过程并提升了样本效率。具体而言，PPO 最大

化：

JPPO(θ) = E(q,o)∼D,o∼πθold (·|q)
[

min
(

rt(θ)Ât, clip(rt(θ), 1 − ϵ, 1 + ϵ)Ât

)]

.

此处，rt(θ) = πθ(ot |q,o<t)
πθold (ot |q,o<t)

表示在步骤 t 时的 token 级别概率比，Ât 是通过学成的价值函数估计的优

势，ϵ 是裁剪系数。关键的是，标准的 PPO 实现使用广义优势估计（GAE）(Schulman et al., 2015) 来

计算优势 Ât。这产生了不同的、与 token 相关的优势信号，使模型能够执行时间上的信用分配。这与仅

从最终结果推导优势的简化公式形成对比，后者实际上将统一的信号广播到轨迹中的所有 token。通过利

用 GAE，PPO 在每一步都提供了稠密的监督，使其能够在生成过程中区分关键动作和影响较小的动作。

2.2 群体相对策略最优化

分组相对策略最优化（GRPO） (Shao et al., 2024) 通过基于分组的采样来估计优势，避免了价值网络带

来的计算负担。对于给定的查询 q（以及真实值 a），从旧策略 πθold 中采样一组输出 {oi}
G
i=1。第 i 个样

本的序列级优势被标准化为：

Âi =
Ri − µ

σ
, with Ri = I(Verify(oi, a)), (1)

其中 µ 和 σ 分别表示样本组内奖励的样本均值和标准差。与 PPO 类似，GRPO 采用截断目标函数，但

直接在损失中添加了每 token 的 KL 罚项：

JGRPO(θ) = Eq∼D,{oi}
G
i=1∼πθold (·|q)

[

1

G

G

∑
i=1

1

|oi|

|oi |

∑
t=1

(

min
(

ρi,t(θ)Âi, clip(ρi,t(θ), 1 − ϵ, 1 + ϵ)Âi

)

− βDKL(πθ ||πref)

)

]

.

(2)

此处，ρi,t(θ) =
πθ(oi,t |q,oi,<t)

πθold (oi,t |q,oi,<t)
表示概率比。按照设计，计算得到的标量 Âi 在整个序列中进行广播；具体

而言，对于每个 token t ，优势值均被设置为相同的值 Âi,t = Âi 。与 PPO 不同，PPO 中广义优势估计

（GAE）为每个 token 提供了不同的信号，而 GRPO 则对轨迹中的每一步分配相同的信用，无论其对最

终结果的个体贡献如何。

2.3 解耦剪枝与动态采样策略最优化

解耦剪裁与动态采样策略最优化（DAPO） (Yu et al., 2025) 通过消除显式的 KL 惩罚扩展了 GRPO 框

架。相反，它在区间 (1− ϵlow, 1+ ϵhigh) 内采用非对称剪裁，以增强有利动作的更新，有效缓解了 GRPO

中常见的熵崩溃问题。此外，DAPO 引入了基于 token 级别的策略梯度损失，以在长思维链强化学习训

练背景下维持健康的最优化动态。同时，DAPO 实施了一种动态采样机制，确保每个组内都包含正例和

负例 {oi}
G
i=1。该机制保证了优化过程中具有非平凡梯度的有效更新。本文采用 DAPO 作为主要基准。
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3 FIPO

在本节中，我们介绍未来 KL 诱导策略最优化（FIPO）的核心框架。我们首先讨论概率转移，这是我们

的目标函数的基本构建单元。接着，我们详细阐述未来 KL 的公式化表达。最后，我们说明我们的方法如

何通过聚焦局部“未来上下文”，实现一种“软衰减窗口”策略。该机制自然地优先考虑邻近信号而非遥

远信号，从而将有效视野限制在最相关的后续 token 范围内。

3.1 概率转移：∆ log p

我们的方法建立在我们近期对大模型（LLMs）在强化学习过程中动态行为的研究基础之上。具体而言，

我们之前关于 RLVR 更新 (Huang et al., 2025) 的工作表明，概率变化的大小和方向 ∆ log p 可作为推理

能力提升的稳健指标。在此基础上，我们对分布偏移 (Meng et al., 2025) 的细粒度分析进一步揭示，这一

生成过程通常由少数“稀疏但关键”的 token 驱动，这些 token 对后续思维链产生不成比例的影响。受此

启发，我们将 token 级别的概率变化识别为信用分配机制的基本单元。形式上，我们将时间步 t 时的概

率变化定义为当前策略与旧策略在对数空间中的差值：

∆ log pt = log πθ(ot | q, o<t)− log πθold(ot | q, o<t). (3)

该术语用作捕捉即时策略漂移的差分信号：

• 正向偏移 (∆ log pt > 0 ): 表示当前策略相对于旧策略提高了 token ot 的似然。这通常表明训练

目标正在强化这一特定推理步骤。

• 负向偏移 (∆ log pt < 0 ): 表示策略正在抑制 ot 的生成，表明更新后的模型相对于参考策略主动

降低了该特定 token 的权重。

与传统的 KL 惩罚项将这种漂移主要视为需最小化的正则化成本不同，我们将 ∆ log pt 解释为行为调整

的方向性信号，从而显式地将最优化目标与生成动态耦合起来。然而，仅依赖这一瞬时变化是不够的，因

为它无法捕捉决策的长期后果。这一局限性促使我们提出了 Future-KL机制，该机制通过聚合当前 token

的未来轨迹中的分布漂移来重新加权当前 token。

3.2 未来-KL 估计

虽然 ∆ log pt 捕捉了局部分布变化，但推理本质上是一个顺序过程，当前 token 的真正意义取决于其引

发的轨迹。为了捕捉这种因果影响，我们定义 Future-KL 为从当前步骤 t 到序列末尾 T 的累积有符号概

率变化：

FutureKLt =
T

∑
k=t

∆ log pk. (4)

该求和在数学上等价于后续序列 ot:T 的联合概率分布的对数似然比。因此，它可以被解释为限制在未来

时间范围内的 KL散度的基于样本的估计，衡量当前策略相对于参考策略在轨迹剩余部分的累积偏差。我

们因此将此指标称为 Future-KL。从功能上看，FutureKLt 作为一个前瞻性指标，量化了策略分布在未来

轨迹中的累积变化。正值 (FutureKLt > 0 ) 表示更新后的策略整体上 强化了由 token ot 引发的后续轨

迹，表明 ot 在后续推理链中起到了稳定锚点的作用。相反，负值 (FutureKLt < 0 ) 意味着策略整体上抑

制了 ot 之后的未来 token，表明从这一点出发的轨迹在优化过程中变得不那么受青睐。
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然而，在实际应用中，这种公式往往加剧了由分布偏移引起的方差。由于 FutureKLt 作为优势函数的权

重系数（详见后续章节），未来 logits 的过度偏差（例如由训练-推理不一致导致）会不成比例地放大其

规模。这使得最优化过程对噪声 token 过于敏感，而非关注推理链的内在质量。经验上，我们观察到在

缺乏安全机制的情况下，训练过程容易出现严重不稳定。如 Figure 2 所示，这种崩溃现象伴随着“低裁

剪比例”度量的急剧上升，该度量跟踪触发双裁剪阈值（对负例施加硬裁剪比率）的样本频率 (Ye et al.,

2020)。负例上如此高的重要性比例表明存在严重错位：模型为一个实际上有害的动作分配了高概率。在

我们的实验中，这一峰值（约在第 70 步）与梯度范数和策略 KL 的激增相吻合。1, 表明策略分布发生了

显著变化，同时响应长度立即下降。这种同步性表明，在没有调控的情况下，FutureKLt 产生的累积负面

信号可能达到某些极端值，从而导致训练过程不稳定。
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图 2: 原始 FutureKL 的训练不稳定性。对第 70 步附近观察到的不稳定运行进行分析。(a) 低裁剪比例的
急剧上升（表明负例驱动策略分布发生剧烈变化）触发了 (b) 策略 KL 的突然发散。(c) 梯度范数的立即
爆炸，这些内部不稳定性共同导致 (d) 响应长度的灾难性坍塌，证实未经调控的负信号会使最优化过程
变得不稳定。

受这些观察的启发，我们通过显式地对超出 Dual-Clip 阈值的 token 进行掩码处理，来优化 FutureKL 计

算。由于这些 token 代表了“有害”动作，其梯度已通过裁剪策略目标被裁剪，若允许它们过高的重要性

比率传播到递归求和中，将引入严重的方差。通过将这些特定异常值的未来累积置零，我们消除了不稳定

性的主要来源。改进后的目标定义如下：

FutureKLt =
T

∑
k=t

Mk · ∆ log pk, Mk = I

(

πθ(ok|o<t)

πold(ok|o<t)
≤ c

)

. (5)

此处，Mk 作为二值滤波器，仅当重要性比率保持在 Dual-Clip 阈值 c 范围内（通常为 c ≥ 10）时取值为

1，否则为 0。这确保了触发硬约束的 token 从 FutureKL 计算中被有效排除，从而防止梯度爆炸，同时

不改变轨迹的有效信号。
1我们计算策略的KL散度为负对数比的批量均值：Policy KL = 1

B·L ∑
B
i=1 ∑

L
t=1

(

log πold(oi,t|o<t)− log π(oi,t|o<t)
)

。
它衡量了在当前策略与梯度更新前的策略（即回放策略）之间生成序列的 KL 散度。
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3.2.1 软衰减窗口

除了稳定性约束之外，我们还处理了长时域生成中的固有不确定性。当前动作 ot 与未来 token ok 之间的

因果依赖关系会随着时域 k − t 的增加而自然减弱。近期的后续 token 直接依赖于当前的选择，而远期

token 则受到累积随机性的影响，变得越来越不可预测。为了建模这种影响的衰减，我们引入了一个折扣

因子 γ ∈ (0, 1] 。将这一衰减机制融入掩码目标函数，得到了我们在实验中使用的最终公式：

FutureKLt =
T

∑
k=t

Mk · γk−t · ∆ log pk. (6)

我们将衰减率参数化为 γ = 2−
1
τ ，其中 τ 是一个超参数，用于控制未来监督的有效范围（或“半衰期”）。

该公式确保信用分配集中在即时推理链上，对遥远且高度不确定的 token 分配较低权重。从功能上看，τ

定义了这一 软衰减窗口的孔径。与在固定步数后突然丢弃信息的硬截断不同，这种指数形式构建了一个

连续滑动窗口，其中 τ 表示未来信号影响减弱至一半时的距离。该机制使模型能够优先关注窗口 τ 内的

局部一致性，同时平滑地过滤来自遥远未来的噪声，而不会引入边界伪影。

3.2.2 FutureKL 重加权优势剪裁

最后，我们将软衰减窗口和掩码机制整合到策略最优化目标中。我们提出使用未来影响权重 ft 来调节标

准优势估计 Ât 。修改后的优势 Ãt 定义为：

ft = clip
(

exp(FutureKLt), 1 − ϵ flow
, 1 + ϵ fhigh

)

, Ãt = Ât · ft. (7)

该公式引入了两个关键操作：

1. 指数映射：我们将对数空间中的累积标量信号变换到乘法领域。从数学上讲，未截断的项表示似

然比的衰减加权乘积，作为反映策略对生成未来有效偏好的重要性权重。

2. 影响权重裁剪：我们将乘法系数 ft 限制在区间 [1 − ϵ flow
, 1 + ϵ fhigh

] 内。此操作严格用于限制优

势调制的幅度，防止指数项向梯度估计引入过大的方差。通过裁剪权重，我们确保未来轨迹对更

新信号的调制处于可控范围内，避免因极端累积对数概率偏移导致的数值不稳定性。

从功能上看，这种调制根据生成的未来轨迹的强化或抑制来调整策略更新的幅度。当更新后的策略强化

后续轨迹（即 FutureKLt > 0）时，权重项 ft > 1 会放大梯度信号。因此，正向优势被增强以鼓励当前

token 作为稳定的锚点，而负向优势则受到更严厉的惩罚，以严格纠正由此路径引发的错误。相反，当策

略抑制未来轨迹（即 FutureKLt < 0）时，项 ft < 1 会削弱更新。这种削弱有效降低了那些偶然出现在

成功序列中的局部有害 token 的奖励信号，并减轻了那些困于失败序列中的优质 token 的惩罚。在实际

应用中，为确保训练稳定性并防止过度惩罚，我们对具有过大的重要性比率且关联负向优势（Ât < 0）的

token 重置 ft = 1。
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3.3 目标损失

采用 DAPO (Yu et al., 2025) 的 token 级公式，我们最大化以下 FIPO 目标：

JFIPO(θ) = E(q,a)∼D, {oi}∼πθold

[

1

∑
G
i=1 |oi|

G

∑
i=1

|oi |

∑
t=1

min
(

ri,t fi,t Âi,t, clip (ri,t, 1 − ϵ, 1 + ϵ) fi,t Âi,t

)

]

. (8)

此处，G 表示每个查询的样本输出数量，ri,t =
πθ(ai,t |si,t)

πθold (ai,t |si,t)
表示当前策略与旧策略之间的重要性比率。项

Âi,t 指的是组相对优势，而 fi,t 为之前引入的未来 KL 重要性权重。

4 实验

4.1 实验情景

在本工作中，我们采用 DAPO (Yu et al., 2025) 的训练情景，特别聚焦于数学推理任务，以确保严格的对

比。我们使用 VeRL 框架 (Sheng et al., 2025) 进行训练和基准复现。我们保持与 DAPO 一致的最优化设

置，并在公开发布的 DAPO-17K 数据集上进行训练。每个训练批量包含 512 个提示，每个提示采样 16

个响应，总计产生 8,192个训练样本。在标准的 DAPO配置中，以小批量大小为 512个样本（32个提示）

进行更新，导致每轮训练迭代执行 16 次梯度更新。然而，我们的实验发现表明，更大的小批量大小可提

升训练稳定性。因此，我们采用了 1,024 个样本（64 个提示）的小批量大小，使每轮迭代仅执行 8 次梯

度更新。关于该增大小批量大小影响的更详细讨论见附录第 F 节。对于 Future-KL 计算，我们将衰减率

τ 的有效时域设为 32。针对 32B 模型的训练，Future-KL 权重在 [1, 1.2] 内被截断；这有效地放大了与成

功推理轨迹相关的 token 的奖励，同时对导致错误结果的轨迹施加更严格的惩罚。 FIPO 和 DAPO 均具

有最大响应长度 20,480 token，对超过 16,384 token 的轨迹施加过长惩罚。基准和 FIPO 的详细超参数

配置见附录第 B 节。

在评估过程中，我们采用 AIME 2024 作为主要的验证基准，并辅以 AIME 2025，以确保与 DAPO 基准

进行严格且全面的对比。为保持结果的稳定性并考虑思维链生成中的方差，我们遵循 DAPO 协议，重复

评估 32 次，并报告 Pass@1（对 32 个样本取平均）。推理超参数始终设置为温度 1.0 和 top-p 为 0.7。

4.2 主要结果

Table 1 展示了在 AIME 2024 和 AIME 2025 基准上的定量评估结果。相较于 DAPO 基准，FIPO 在两

个数据集上均实现了约 6.0% 的系统性提升（Pass@1，Avg@32）。我们优先考虑该指标，因其是推理可靠

性最稳健的指示器。尽管我们也观察到一致性方面的提升，但在覆盖范围（Pass@32）上的改进相对有限，

尤其在 AIME 2025 上更为明显。我们认为这归因于仅通过强化学习扩展大模型绝对问题求解范围的内在

挑战。在缺乏外部知识增强或工具集成的情况下，强化学习主要受限于优化模型对其现有内部知识的导

航方式。因此，尽管 FIPO 显著提升了模型在其潜在能力范围内可靠求解问题的能力（推动 Avg@32 提

升），但改变可求解问题的边界（Pass@32）仍具有显著难度。

5 分析

除了总体指标之外，我们观察到几个我们认为支撑这些性能提升的显著现象。通过剖析训练动态和推理

行为，我们识别出 FIPO 有效性的三个关键驱动因素：推理链中出现的基于长度的缩放，由响应长度加
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表 1: AIME 基准推理性能对比。所有结果均以百分比（%）报告。我们报告 32 个样本的平均 Pass@1
（Avg@32）、多数投票结果（Cons@32）以及至少一个正确答案的概率（Pass@32）。为与先前基准报告保
持一致并降低对数字级别生成方差的敏感性，最终数值四舍五入到最接近的整数。

Method AIME 2024 AIME 2025

Avg@32 Cons@32 Pass@32 Avg@32 Cons@32 Pass@32

DAPO (Baseline) 50.0% 60.0% 80.0% 38.0% 47.0% 63.0%
FIPO (Ours) 56.0% 73.0% 83.0% 43.0% 50.0% 67.0%

权平均优势公式捕捉到的独特的正向学习信号，以及与标准基准相比显著提高的最优化稳定性。

5.1 长度和性能的缩放
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图 3: 响应长度与性能缩放在训练过程中的动态变化。子图 (a)-(e) 展示了响应长度度量指标（最小值、四
分位数 25%、均值、中位数、四分位数 75%）随全局训练步数的演化过程。相较于 DAPO 基准，FIPO
显著增加了响应长度，有效激发了更广泛的思维链推理。子图 (f) 表明，这种增加的长度与准确率的提升
呈强相关性，表明更长的思维链是突破性能瓶颈的关键。

FIPO 训练中的一个核心观察是，性能提升与响应长度的持续扩展紧密耦合。随着训练的推进，我们观察

到 token 数量显著增加，且其增长与模型准确率同步。如Figure 3所示，DAPO 的响应长度在初始增长后

逐渐进入停滞阶段，平均稳定在约 4,000 个 token。相比之下，FIPO 展现出卓越的缩放韧性。这一缩放

过程通过不同的演化阶段展开（如Figure 3中彩色区域所示），标志着从初期快速探索向长期深度推理的

转移。值得注意的是，尽管设置了过长惩罚以抑制冗余，FIPO 仍成功引导模型生成广泛的思维链（CoT）

推理。附录E提供的定性分析表明，这种长度扩展源于自我反思行为的逐步涌现；模型逐渐利用扩展的序

列长度重新评估其中间步骤，并探索多种方法以验证其结论。有趣的是，这种自发产生的系统性自我验证

机制与先进推理模型在推理时的缩放行为相吻合（例如 OpenAI o 系列和 DeepSeek-R1）。这表明 FIPO

有效触发了推理时推理，优先关注分析深度，从而解锁更高性能。

对训练动态的进一步分析表明，这种长度的激增并非由孤立的异常值驱动，而是代表了整体分布的迁移。
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如图Figure 3(a)–(e) 所示，在 FIPO 训练下，所有与长度相关的分位数（从极小点和 Q25 到中位数和

Q75）均表现出同步且稳定的上升趋势。具体而言，在这些训练阶段中，中位数 token 数量从初始的 200

稳步攀升至超过 10,000。整个分布上的这种迁移表明，FIPO 促成了模型潜在问题求解策略的根本性转

变：模型从直接响应模式转向系统化、自我验证的推理过程。至关重要的是，我们发现这种向更长推理链

的集体迁移正是实现实验中观察到性能突破的关键所在。如图Figure 3(f) 所示，模型准确率与响应长度

在所有已识别阶段均呈现出强烈的正相关关系。尽管不同阶段的相关系数斜率（记为 w）略有差异，但

其轨迹始终保持正向。当 DAPO 基准的表现因长度趋于平稳而陷入瓶颈时，FIPO 能够持续释放更多的

“思考空间”，使模型得以应对日益复杂的逻辑依赖关系。这证实了 FIPO 成功将增加的序列长度转化为

真正的推理深度，使模型能够在高难度推理任务上超越标准基线的性能极限。

5.2 优势与持续推理增长的动态

我们进一步通过比较奖励和优势的演化来研究训练动态。如 Figure 4(a) 所示，基准方法（DAPO）在训

练过程中始终保持着比 FIPO 更高的平均奖励。然而，我们认为这种差异是奖励函数设计带来的数值伪

影，而非性能优越的体现。由于奖励函数包含了过长的惩罚项，FIPO 构建复杂推理链的特性不可避免地

导致更高的惩罚，从而抑制了其平均原始奖励。相反，基准方法较高的奖励源于其倾向于生成较短的响

应。尽管该策略通过最小化惩罚最大化了即时奖励，但表明其收敛到了受限搜索空间内的局部最优解。

这一假设进一步得到了图Figure 4(b) 中 DAPO 采样批量数迅速增加的佐证。这一趋势表明，模型正在对

训练集产生过拟合，不断生成缺乏区分性的样本（即全部正确或全部错误的批量），这些样本提供的梯度

信息微乎其微。因此，算法被迫更加激进地采样，以获取足够的有效数据用于最优化。相比之下，FIPO

主动探索更广阔的搜索空间，优先考虑挑战性推理任务所需的结构深度，而非仅仅规避惩罚。

当从原始奖励转向优势所提供的动态激励时，这种差异变得更加显著。如 Figure 4(c) 所示，DAPO 在响

应长度加权平均相对优势方面表现出下降趋势。2 在整个训练过程中，这表明正例的长度逐渐被负例所主

导，导致扩展推导过程的动力不断减弱；由于更长的长度不再带来更多的正向优势，模型最终在推理能力

上达到平台期。与此形成鲜明对比的是，FIPO 展现出持续上升的趋势。这表明正例正在变得比其负例显

著更加充实。这种动态促进了持续增长的轨迹：随着生成更长、有效的推理链所带来的正向优势不断增

大，在奖励稳步提升的推动下，模型得以保持动力，继续追求更长且更严谨的推理路径。

5.3 平滑策略漂移、探索与梯度更新

为了进一步刻画训练过程，我们考察了策略行为的演化和最优化稳定性。如 Figure 5(a) 所示，FIPO 展

现出策略 KL 散度的稳定且有结构的上升趋势。这代表了一种渐进的策略迁移，模型持续地远离其 先前

的策略状态，以朝着更专门的推理模式演进。这一趋势与我们的滚动观察结果定性一致：自我反思段落的

长度是逐步增加而非突然跃升，反映了推理过程的渐进扩展（详见附录 E 中的示例）。

最优化特性在梯度尺度方面也存在显著差异。如图Figure 5(b) 所示，FIPO 的梯度范数在整个训练过程

中保持较低且稳定，体现出基于细粒度更新的演化过程。相比之下，基准方法（DAPO）表现出高度波动

的起伏，其梯度范数频繁出现剧烈峰值。这些波动的更新表明，DAPO 的搜索过程存在突发性转变和潜

在不稳定性风险。

2我们将响应长度加权的平均优势定义为：Ā = ∑
B
i=1 ∑

Li
t=1 Ai,t

∑
B
i=1 Li

，其中 B 为批量大小，Li 为第 i 个样本的响应长度，

Ai,t 表示 token 级别的组相对优势。
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图 4: 训练奖励与长度加权优势的分析。(a) 平均训练奖励。 DAPO 获得了更高的原始得分，这是预期的
结果，因为两种方法都引入了过长惩罚，抑制了较长响应的奖励。(b) 采样批量数量。该指标反映了维持
足够数量的有效批量所需的采样冗余度。较高的采样需求表明模型在训练集上频繁生成无信息量的轨迹，
这可能是过拟合的一个潜在指示。(c) 响应长度加权的平均优势。 FIPO 表现出持续上升的趋势，建立了
正向强化循环，即更长的响应逐渐产生更大的正向优势。相比之下，DAPO 呈现下降趋势，表明其未能
将长度有效转化为推理收益，最终限制了其性能。
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图 5: 策略演化与最优化动态。 (a) 策略 KL 散度。(b) 策略熵。(c) 梯度范数。相较于 DAPO，FIPO 展
现出更受控的策略漂移和更平滑的更新梯度。值得注意的是，FIPO 熵值的上升，结合图 4(b) 中的加权
优势趋势，表明模型正在积极探索更广泛的推理空间，其中更长的思维链路径越来越多地对应正确解。

这种稳定性差异在策略熵 (Figure 5c) 中进一步体现。尽管 FIPO 保持了平稳且持续上升的熵值，表明对

推理空间的持续而稳定的探索，但 DAPO 在整个训练过程中表现出噪声强烈的振荡。相比之下，随着训

练的进行，DAPO 的熵值也呈现出明显的噪声振荡。综上所述，这些指标共同描绘了 FIPO 模型在实现

复杂推理方向上的显著且有目的性的策略演化的同时，确保最优化过程在数值上保持良好行为。

6 结论

在本文中，我们提出了 Future-KL In~uenced Policy Optimization (FIPO)，一种旨在解决标准 GRPO

中粗粒度贡献度分配问题的强化学习方法。通过将折扣化的 Future-KL 散度引入策略更新，FIPO 将基

于稀疏结果的奖励转化为稠密的、token 级别的监督信号。我们的实证分析揭示并解决了现有基线中存在

的关键“长度-性能平台”现象，证明了标准的均匀奖励无法维持长链推理。在 Qwen2.5-32B-Base上进行

验证后，FIPO 成功打破了这一瓶颈：其在 AIME 2024 上的表现从基线的 50.0% 提升至峰值 58.0%（收

敛于 56.0%），并将平均思维链长度从 4,000 扩展至超过 10,000 个 token。至关重要的是，这些发现挑战

了当前认为复杂评论员模型是实现细粒度贡献度分配必要条件的普遍假设，证明了稠密监督可以在更高
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效的 GRPO 框架内有效实现。为促进未来研究，我们开源了完整的训练代码与训练方案，为社区提供了

一条可扩展且易于访问的路径，以推动大规模推理模型的发展。

7 局限性和未来工作

尽管有效，FIPO 仍存在一些局限性：

成本与效率。一个主要的约束是扩展推理序列所带来的计算成本增加。由于 FIPO 成功地实现了超过

10,000 token 的思维链长度，训练和推理的开销显著增长，这对资源受限的部署带来了挑战。我们认为，

高级推理的发展应是一个逐步进行的过程：首先激发长且高质量的推理能力，随后对这些能力进行效率

优化。尽管本文专注于第一阶段，即突破长度停滞以实现更优性能，但将这些长推理路径转化为更简洁高

效形式的任务是接下来的关键步骤。我们将留待未来探索。

任务泛化。另一个局限性在于，我们的评估主要在数学推理基准上进行。然而，我们认为数学可以作为深

度推理的严格且具有代表性的代理；其对客观、可验证的真实值以及高密度逻辑一致性的要求，使其成为

对我们算法最具挑战性的测试平台。在证明了 FIPO 能够在这一具有挑战性的领域中克服长度停滞问题

后，我们将在未来的工作中探索并验证这些激发行为在其他开放性或结构更不明确的领域中的表现。

训练数据范围。为确保与基准方法进行严格且公平的比较，我们仅将训练限定在 DAPO 所使用的数据集

上。因此，我们尚未探索 FIPO 在更大规模或更高质量数据集上的可扩展性。尽管这种受控情景有助于

隔离我们方法的算法贡献，但 FIPO 在更广泛或更多样化数据分布上训练时的潜力仍待探索。此外，虽

然 FIPO 在数学基准测试中表现优于 o1-mini，但这一优势本质上是领域特定的。由于我们的训练严格局

限于数学数据集，我们不预期这些优势能在非数学领域（如编程或符号逻辑）中泛化，而 o1-mini 则得益

于大规模、多阶段强化学习。因此，我们将未来工作重点放在探索 FIPO 在更广泛数据情景下的泛化能

力及其基本缩放特性上。

模型范围有限。本研究的核心目标是探究从无任何长链思维（Long-CoT）合成数据先验影响的纯净基础

模型出发，由强化学习驱动的推理过程。这一对实验纯度的严格要求显著限制了合适骨干模型的选择。当

前大多数针对推理优化的开源模型均已通过大量监督微调（SFT）或从长序列推理迹中进行蒸馏训练。我

们认为，直接从原始基础模型中激发推理的潜在训练动态，与进一步优化已内化蒸馏推理模式的模型存

在根本性差异。因此，我们的模型选择被限制在少数高质量的原始基础模型上，例如 Qwen2.5 系列，以

确保研究结果能够具体刻画内在推理潜能的涌现，而非预蒸馏的链式思维行为的优化。在未来工作中，我

们计划研究该算法应用于此类预蒸馏的长链思维模型时的有效性及其机制行为，探索稠密优势表述是否

能够进一步优化或与已存在的蒸馏推理能力产生协同效应。

性能差距与蒸馏. 尽管基于强化学习的自演化显著提升了推理能力，但其本质上仍是一种“发现式”过程，

效率远低于直接蒸馏。更大的教师模型提供了更为稠密的监督信号和更优的启发式信息（Logit），这些对

于较小模型仅通过稀疏奖励难以自行推导，导致自训练版本与蒸馏版本之间存在持续的性能差距。
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A 相关工作

大模型的强化学习. 强化学习（RL）是大语言模型后训练流水线的核心组成部分。尽管早期工作主要利用

人类反馈的强化学习（RLHF）来对齐模型行为与人类偏好 (Stiennon et al., 2020; Ouyang et al., 2022)，但

近期进展已转向通过强化学习提升模型的推理能力。典型代表包括 OpenAI o系列 (Jaech et al., 2024)，其

开创了以推理为中心的方法，以及 DeepSeek-R1 (Guo et al., 2025)，其提出了一个全面的 RLVR (Lambert

et al., 2024) 框架，通过 GRPO 算法 (Shao et al., 2024) 开发推理模型。这些突破进一步激发了一系列行

业领先的研究工作，如 Kimi (Team et al., 2025a)、Qwen3 (Yang et al., 2025) 和 Gemini 2.5 (Comanici

et al., 2025)。

大规模开源强化学习配方。与推理模型的专有进展并行，开源社区在实现大规模强化学习训练的民主化

方面取得了显著进展。这些努力旨在弥合高级算法概念与可高效扩展的稳定实际实现之间的差距，同时

持续改进训练流水线。值得注意的是，GSPO (Zheng et al., 2025)、BAPO (Xi et al., 2025)、SAPO (Gao

et al., 2025) 和 OR1 (He et al., 2025) 主要基于已具备长思维链能力的模型开发其强化学习算法。其他工

作则投入大量精力从更干净的基础模型出发，激励复杂的推理能力，特别是 Qwen2.5-32B-Base。在这些

努力中，Open-Reasoner-Zero (Hu et al., 2025)、VC-PPO(Yuan et al., 2025)、VAPO (Yue et al., 2025)

和 T-PPO (Fan et al., 2025) 均在 PPO 框架 (Schulman et al., 2017) 的基础上构建其算法，而 DAPO

(Yu et al., 2025) 则作为 GRPO 的一种改进版本开发。

为确保评估的严谨性，我们采用 Qwen2.5-32B-Base 作为骨干模型，并使用 DAPO 作为主要基准。尽

管 Open-Reasoner-Zero 回退至 PPO 以避免原始 GRPO 中稀疏优势信号的问题，我们则通过直接优化

GRPO 框架来解决这一挑战。值得注意的是，由于 Open-Reasoner-Zero 不依赖辅助价值模型，其性能最

终仍不及 DAPO。相比之下，其他方法如 VC-PPO、VAPO 和 T-PPO 高度依赖于由已通过 Long-CoT

数据监督微调（SFT）的模型预训练的价值模型。我们认为，这种方法通过价值模型引入了外部知识先验，

可能在评估中造成混淆因素。这使得难以判断性能提升究竟是源于策略最优化算法本身，还是仅仅继承

自预训练的价值模型。通过摒弃对价值模型的需求，并从原始基础模型出发，FIPO 实现了与这些基于预

训练价值模型的方法相当，甚至在某些情况下更优的性能。这表明，建立稠密优势表述是一种有前景的方

向，可推动基于 ORM 的 GRPO 算法演进，从而释放基础模型固有的推理潜力。

B 参数设置

我们详细说明了微调 Qwen2.5-32B-Base 和 Qwen2.5-7B-Math 所采用的具体超参数配置。我们从公开发

布的 DAPO 训练脚本出发，为确保完全可复现性，我们将发布包含实验中使用的所有训练脚本的完整代

码库。

B.1 Qwen2.5 32B 基础版

我们使用全局批量大小为 512，每提示词生成 G = 16个样本进行训练。模型采用学习率 1× 10−6 和权重

衰减 0.1 进行优化。对于 FIPO 特有的参数，我们将未来 KL 衰减率设置为 32.0，并采用安全阈值 10.0

来过滤极端影响权重。策略更新受到非对称裁剪比率 [0.2, 0.28] 的约束。为支持广泛的推理链，最大响应

长度设置为 20,480 个 token。我们方法与 DAPO 之间的超参数详细对比可参见Table 2。
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表 2: Qwen2.5-32B-Base 实验的超参数设置。我们将所提出的 FIPO 配置与 DAPO 基准进行对比。大部
分基础设施和最优化设置保持一致，以确保比较的公平性。

Hyperparameter DAPO (Baseline) FIPO (Ours)
Shared Optimization Settings

Base Model Qwen2.5-32B-Base
Global Batch Size 512
Group Size (G) 16
Learning Rate 1e-6
LR Scheduler Constant with 10 Warmup Steps
Weight Decay 0.1
Gradient Clipping 1.0
Max Prompt Length 2,048
Max Response Length 20,480
Overlong Buzer 4096
Sampling Temp / Top-p 1.0 / 1.0
Dual Clip Ratio 10.0
Policy Clip Ratio [0.2, 0.28] (Asymmetric)
KL Penalty Coef 0.0

Method-Speci}c Settings
Mini-Batch Size 32 64
Loss Function DAPO Future-KL
Future-KL Decay Rate - 32.0
Future-KL Clip Ratio - [1.0, 1.2]
Safety Threshold - 10.0

B.2 通义千问 2.5 7B 数学

我们最初在 Qwen2.5-7B-Math 上进行了初步研究，以验证方法的有效性，随后扩展到 32B 参数规模。在

这一初步阶段，我们观察到训练性能起初波动较大，且独立运行之间的推理增益可复现性不一致。为解决

这些稳定性问题，我们将组大小增加至 G = 32，以提供更稳定的最优化信号，并将优势裁剪阈值严格设

定为 3.0，以过滤掉导致不稳定的更新。这些调整成功稳定了训练轨迹，使结果更加可靠，同时保持了相

同的性能水平。模型使用学习率 1 × 10−6 和权重衰减 0.1 进行优化，未来 KL 损失衰减率设置为 32.0。

在初步实验的稳定性得到保障后，我们将经过验证的框架扩展至 32B 模型。7B 模型的超参数设置总结见

Table 3，7B MATH 实验的详细结果详见第 C 节。

C Qwen2.5 7B 数学结果

本节记录了在 Qwen-2.5 7B MATH 模型上的实验结果。由于 32B 模型的计算成本过高，我们早期阶段

的探索和消融实验主要使用该变体进行。如第 3.2 节所述，7B 模型在不同训练配置下表现出明显的性能

敏感性。为解决此问题，我们进行了针对性的超参数调整，以稳定训练动态并确保所观察趋势的可靠性。

注意，我们按照 DAPO verl 脚本的说明，将上下文窗口从 4096 扩展至 32768。

C.1 表现

Table 4 展示了不同基于强化学习的方法在 AIME 2024 与 AIME 2025 基准上的 Pass@1 性能对比分析。

我们提出的 FIPO (7B)在 AIME 2024上取得了 40.0%的显著性能，显著优于 GRPO (7B)基线（22.0%）

和 DAPO (7B) 方法（36.0%）。然而，我们在 AIME 2025 基准上观察到整体性能压缩现象。尽管 FIPO

仍保持领先，达到 19.0%，但相较于 AIME 2024 结果，三种方法之间的性能差距明显缩小。这一现象主

要归因于 AIME 2025问题具有更高的内在难度以及“实时”特性，其复杂度已接近未借助外部引导的 7B
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表 3: Qwen2.5-7B-MATH 实验的超参数设置。我们将所提出的 FIPO 与 DAPO 基准进行对比。大部分
基础设施和最优化设置保持相同，以确保比较的公平性。

Hyperparameter DAPO (Baseline) FIPO (Ours)
Shared Optimization Settings

Base Model Qwen2.5-7B-MATH
Global Batch Size 512
Learning Rate 1e-6
LR Scheduler Constant with 10 Warmup Steps
Weight Decay 0.1
Gradient Clipping 1.0
Max Prompt Length 2,048
Sampling Temp / Top-p 1.0 / 1.0
Dual Clip Ratio 10.0
Policy Clip Ratio [0.2, 0.28] (Asymmetric)
KL Penalty Coef 0.0

Method-Speci}c Settings
Mini-Batch Size 32 64
Loss Function DAPO Future-KL
Future-KL Decay Rate - 32.0
Future-KL Clip Ratio - [0.8, 1.2]
Safety Threshold - 3.0
Group Size (G) 16 32
Max Response Length 8192 10240
Overlong Buzer 4096 2048

参数模型的推理上限。在此规模下，尤其是在缺乏更先进思维链结构预训练的情况下，AIME 2025 所需

推理链的复杂性增加，使得不同最优化算法之间的微小提升难以区分，因为大多数模型均面临类似的结

构性瓶颈。

表 4: Qwen 2.5-7B-MATH 在 AIME2024 与 AIME2025 上的 Pass@1 性能对比。所有结果均以百分比
（%）报告。我们报告了 32 个样本下的峰值平均 Pass@1（Avg@32）。为降低对数字级别生成方差的敏感
性，最终数值四舍五入到最接近的整数。

Method AIME 2024 (Pass@1) AIME 2025 (Pass@1)

GRPO (Guo et al., 2025) 22.0% 18.0%
DAPO 36.0% 18.0%
FIPO (Ours) 40.0% 19.0%

C.2 结果分析

如图Figure 6所示，两种算法均保持了稳定的长度加权优势，且平均响应长度在 1200 个 token 左右波

动。值得注意的是，这与 32B 模型训练形成了鲜明对比，在后者中，FIPO 通常会引发响应长度的持续增

长。我们推测，这种长度停滞并非优化失败，而是 7B 模型固有容量限制和训练先验的体现。具体而言，

Qwen-2.5 7B MATH 基础模型在预训练时使用了受限的 4K 上下文窗口 (Yang et al., 2024)，这很可能

在其推理深度上设定了物理上限，除非有外部引导。此外，该模型对基于代码的推理具有强烈的初始偏好

(Shao et al., 2025)，这种偏好倾向于逻辑稠密、确定性的路径而非冗长的探索，再加上潜在的 AIME24

数据泄露 (Wu et al., 2025b)，为模型提供了” 高置信度捷径”，使其能够快速获得简洁解，而非探索更长、

迭代式的路径。

这种“高效但受限”的推理现象在 Figure 7(c) 所示的熵动态中得到了进一步证实。尽管更大的模型通常

依赖持续增长的熵来探索复杂的推理空间，但 7B MATH 模型在 FIPO 下通过收敛到显著更低熵的策略
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实现了最优性能。这种发散表明了缩放行为的根本差异：虽然 32B 模型受益于广泛的探索，但 7B 模型

似乎更注重对特定、高置信度推理流形的精炼。

在该规模下，低熵状态对性能至关重要的假设，进一步得到了我们关于未来 KL 影响权重裁剪的消融研

究的支持。如Appendix D所述，7B 和 32B 模型对未来 KL 裁剪值域的敏感性存在差异。尽管 32B 模型

在影响权重裁剪范围为 1.0 至 1.2 时仍保持优异性能，但将相同范围应用于 7B 模型时，熵持续增加，其

行为与 32B 模型类似，却导致性能显著下降。相反，我们发现 7B 模型在另一种配置下表现最优，即采

用 0.8 至 1.2 的裁剪范围。这一观察表明，7B 模型可能缺乏足够的内在自探索容量，无法从高熵状态中

获益。在此配置下，维持较高熵似乎引入了更多有害噪声而非有益发现。因此，在此规模下，模型最有可

能通过收敛至特定的、低熵推理迹线来实现卓越性能。这一现象从根本上符合熵最小化 (Agarwal et al.,

2025)、熵调控 (Wu et al., 2025a)、自引导 (Zuo et al., 2025) 以及自确定性最优化 (Zhao et al., 2025) 的

原则，这些原则在相似规模的模型中通常被证明是有效的。
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图 6: Qwen2.5-7B-MATH 的长度加权优势与平均响应长度分析。 (a) 子图 (a) 显示 FIPO 保持了稳定的
长度加权平均优势。(b) 子图 (b) 显示平均响应长度稳定在约 1200 个 token 左右。这种长度增长的抑制
很可能是由于基础模型的 4K上下文窗口限制，以及其固有的对简洁代码推理的偏好，从而限制了生成深
度。
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图 7: Qwen2.5-7B-MATH 的策略演化与最优化动力学。 (a) 策略 KL 和 (b) 梯度范数展示了最优化路径。
(c) 显著的是，FIPO 的熵低于 DAPO，表明在强化学习过程中，模型收敛于更具确定性的推理迹。

D 消融研究

在本节中，我们对为验证我们的方法而开展的消融实验进行了全面分析。首先，我们考察了高价值截断以

及最大响应长度扩展对使用 FIPO 进行 32B 模型训练时平均响应长度的影响。接着，我们展示了 7B 模
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型规模下的权重过滤结果，这些结果补充了我们在 32B 实验中观察到的稳定性相关发现。此外，我们研

究了不同自适应截断配置的含义及其对性能的影响，特别强调了这些选择如何导致策略熵出现发散行为。

最后，我们评估了优化过程对不同衰减率选项的敏感性及其对收敛动态的潜在影响。

D.1 夹具高度、最大长度和响应长度
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图 8: Qwen2.5-32B-Base 上响应长度控制的消融实验。我们将基准 FIPO 与裁剪值为 1.4 的 FIPO 及最
大响应长度为 25K的 FIPO进行对比。(a-d)提高最大长度限制会引发响应长度的显著早期激增，但导致
训练效率降低且性能提升微弱。(e) 更高的裁剪比例会引起策略熵急剧上升，表明存在潜在的训练不稳定
性。(f) 总体而言，尽管两种修改均促使生成更长的响应，但在提升 AIME24 性能方面不如平衡的 FIPO
配置有效。

我们观察到的一个最有趣的现象是在早期阶段，当提高 PPO 目标中的 clip-high 比率 ϵhigh 时，响应长度

出现意外的激增。在本研究中，我们设置 ϵhigh = 1.4，使得在优势为正时，策略更新拥有更大的信任区

域。对于最大长度试验，我们将限制延长至 25K token（从默认的 20K 扩展），同时保持过长缓冲区比例

恒定在 20%。所有其他变量保持一致，以确保公平比较。如图Figure 8(a-d) 所示，更高的 ϵhigh 允许策略

在接收到正向优势时更激进地偏离旧分布，从而激励模型几乎立即“过度探索”更长的推理路径。然而，

这种激增是以训练稳定性为代价的；如Figure 8(e) 所示，较高的 ϵhigh 会导致策略熵爆炸，表明当剪裁约

束过于宽松时，优化地形变得极为不稳定。

当增加最大响应长度限制时，观察到一种极为相似的失败模式。尽管这同样会引发 token 数量的迅速增

长，但推理效率却呈现出明显的递减回报。两种情况均暴露出表面化推理行为的出现，例如重复内容、与

任务无关的 LaTeX 格式化以及过早的自我反思。我们认为，在模型尚未建立稳固的一步推理基础之前引

入自我反思可能是适得其反的。在这种情况下，模型缺乏可验证的内部逻辑来评估自身状态，从而导致内

部一致性冲突——即模型在相互矛盾的步骤间来回震荡，无法朝着正确解前进。这些观察表明，在训练过

程中，高阶推理模式（如自我反思）的出现并非“越早越好”。相反，它应是一个渐进成熟的过程，复杂

的策略需建立在坚实的基础逻辑之上。因此，相较于平衡的 FIPO 基准，模型在 AIME24 (Figure 8f) 上

的性能提升微乎其微。这些结果突显了对响应长度进行可控增长的重要性，确保扩展的计算被分配给真

正的逻辑深度，而非冗余的自我修正循环。
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图 9: Qwen2.5-7B-MATH 上 Future-KL 过滤机制的消融实验。我们对比了 FIPO 在有无过滤极端重要
性采样（IS）比率情况下的训练稳定性。(a) Future-KL 影响权重：移除极端 IS 比率后，权重值域显著更
加受限且紧凑，从而带来更稳定的策略更新。(b-c) 截断统计量：极端 IS 比率会带来不成比例的影响权
重，导致更新更加激进。这体现在双截断和策略截断的比例上升，当未启用过滤时，更多 token 被推离信
任区域。

D.2 极值滤波

正如我们在 subsection 3.2 中指出的，由于 Future-KL 的计算高度依赖于每次更新之间的 logits 值，其

一个缺点是对于重要性比率波动的敏感性。如果重要性比率的变化变得显著，Future-KL 权重也会随之

产生剧烈波动。与其为策略更新提供稳定的指导信号，重要性比率中的过度噪声反而导致 Future-KL 项

失去有效性。在这种情况下，引入未来 KL 信息可能导致更新过程更加不稳定，模型性能往往退回到接

近标准基准的次优水平，未能展现出预期的改进。这一点在 7B 模型中尤为明显，这些模型表现出频繁的

重要性比率波动。

Table 5 展示了在 7B 模型上的消融实验结果。我们观察到，如果不过滤极端的 IS 比率，相较于应用过滤

机制的配置，其在 AIME2024 上的表现提升并不理想。尽管在某一次实例中，未过滤版本在 AIME2025

上取得了略高的得分，但整体可靠性以及在 AIME2024 上的峰值性能（40.0%）结合 32B 训练中的观察

结果，证实了过滤机制对于更可靠训练的必要性。

此外，如图Figure 9(a) 所示，去除极端 IS 比率后，权重的值域显著变得更加受限和紧凑，为优势估计量

提供了更稳定的信号。相比之下，缺乏过滤会导致影响权重不成比例地增大。这导致了更频繁的激进策略

更新，如Figure 9(b) 和 (c) 中的截断比例所证实。当缺少过滤时，更大比例的 token 被推至指定的信任

区域之外，从而导致更高的双重截断和策略截断比例。这表明模型经常尝试进行超出 PPO 目标约束的更

新，从而解释了当 IS 比率波动较大时性能提升不理想的原因。

表 5: 极端值过滤与影响权重裁剪的消融实验：在 Qwen2.5-7B-MATH 上，AIME2024 和 AIME2025 的
Pass@1性能对比。所有结果均以百分比 (%)表示。我们报告 32个样本下的峰值平均 Pass@1（Avg@32）。

Method AIME 2024 (Pass@1) AIME 2025 (Pass@1)

FIPO (ϵ flow
= 1.0, ϵ fhigh

= 1.2) 36.0% 19.0%
FIPO (w/o }ltering, ϵ flow

= 0.8, ϵ fhigh
= 1.2) 38.0 % 21.0%

FIPO (ϵ flow
= 0.8, ϵ fhigh

= 1.2) 40.0% 19.0%
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图 10: Qwen-2.5-7B-MATH 上影响权重裁剪的消融实验。 (a) 与 32B 类似，一个值域为 [1.0, 1.2] 的影响
权重导致熵持续增长，从而鼓励更多探索。(b) 然而，正如前一节所讨论的，我们并未观察到响应长度的
激增。

D.3 影响权重裁剪

Table 5 展示了对影响权重裁剪的消融实验结果。我们主要针对 1 修改了裁剪值域。一个值域为 [1.0, 1.2]

的影响权重，本质上对负例提供更大的惩罚，同时给予正例更多的奖励。值域为 [0.8, 1.2] 则继承了这些

特性，同时提供了更平衡的影响；它在正例中的某个 token 与后续的负向行为相关联时进一步降低奖励，

在负例中的某个 token 与后续的正向行为相关联时减少惩罚。这有助于实现更受控的探索，从而带来了

Table 5 中所示的性能提升。

具体而言，[0.8, 1.2] 配置在 AIME 2024 上取得了 40.0%的表现，超越了 36.0%的 [1.0, 1.2] 情景。尽管后

者鼓励更激进的探索，如 Figure 10(a) 所示政策熵持续增长所证明，但我们的结果表明，7B 模型对这种

过度探索压力较为敏感。这与我们对缩放行为的总体观察一致：与能够从广泛探索中获益的大模型不同，

7B 模型似乎更注重特定高置信度推理流形的精炼。在此背景下，[1.0, 1.2] 值域引发的更高熵带来了更多

有害噪声，而非有效发现。相比之下，[0.8, 1.2] 的均衡影响促进了向低熵状态的收敛，优化的是自我确信

性，而非随机搜索。

D.4 衰减率的有效范围

为了补充我们的分析，我们进一步对衰减率的有效时域进行了消融研究，具体测试了 τ ∈ {8, 32, 128, 256}

这些取值。这些取值定义了影响权重衰减的半衰期，决定了未来 KL 信息仍具有显著意义的 token 距离。

Table 6 展示了这些配置下的性能表现，而 Figure 11 则描绘了相应的训练动态。如 Figure 11(a) 所示，

随着衰减时域 τ 的延长，均值影响权重的波动幅度增大。对于最大的时域 (τ = 256)，权重均值与 1.0 的

偏离最为显著，这可能会在策略更新中引入不稳定性。相比之下，当时域非常小时 (τ = 8)，影响权重始

终接近 1.0，导致模型始终贴近基准，相对未能充分利用未来的 KL 信息。

Figure 11(c) 中的熵动力学进一步证实了我们关于 7B 模型探索能力的早期观察。尽管所有配置均呈现

出先下降、后上升、最终回落的典型趋势，但较大衰减率下的整体熵值明显更高。在训练的大部分过程

中，τ = 256 情景始终保持最高的熵值，表明其由长程未来信号驱动的激进探索行为。正如我们在限制

[1.0, 1.2] 影响权重值域时所观察到的那样，这种持续的高熵状态引入了过度的波动性，7B 模型难以适应。
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图 11: Qwen2.5-7B-MATH 上衰减率范围（τ）的消融实验。 (a) 平均影响权重：延长衰减范围（例如，
τ = 256）会显著增加权重波动，可能造成策略更新的不稳定性。相反，过为严格的范围（例如，τ = 8）
会使权重过于贴近基准。(b) 影响权重裁剪比率：更大的衰减范围导致更高的裁剪频率。这反映了原始影
响权重的剧烈变化，直接验证了 (a) 中观察到的趋势。(c) 熵：适中的范围（τ = 32）达到了关键平衡。它
避免了由较大衰减率引发的过度波动，也规避了由较短范围带来的短视引导所引起的熵过早坍缩，使 7B
模型能够保持受控且有效的探索。

相反，τ = 8 情景中观察到的熵值快速下降代表了完全不同的失败模式：由于其影响权重仅发生微小波

动，模型接收到的是高度短视的指导。缺乏足够的长期远见，策略过早坍缩至次优的低熵状态。而中间时

域 τ = 32 则达到了关键的平衡。类似于 [0.8, 1.2] 截断值域的稳定作用，τ = 32 提供了足够的局部未来

信号，使策略能够安全地进行更新，避免过早停滞，从而最终收敛至特定的高质量推理流形。这一跨不同

超参数的一致性进一步强化了我们的假设：在较小规模（如 7B）下，通过受控的、适度的探索来优化自

我确定性，比强制进行广泛且高熵的搜索更为有效。
表 6: 衰减率有效时域的消融实验：Qwen2.5-7B-MATH 在 AIME2024 和 AIME2025 上 Pass@1 性能对
比。所有结果均以百分比 (%) 表示。我们报告 32 个样本的峰值平均 Pass@1（Avg@32）。

Method AIME 2024 (Pass@1) AIME 2025 (Pass@1)

FIPO (τ=8) 40.0% 17.0%
FIPO (τ=32) 40.0% 19.0%
FIPO (τ=128) 39.0% 21.0%
FIPO (τ=256) 42.0% 16.0%

E 案例研究

在本节中，我们通过分析模型在 2024 年 AIME 竞赛中的具体输出，对模型推理演化进行了定性分析。我

们从分组样本中随机选取了部分响应。从 DAPO 的长度停滞到 FIPO 的持续缩放，并非仅仅是 token 数

量的量变，更是模型如何利用其“思考”预算的质变。

阶段 1：表面规划（初始步骤）。如 Figure 13 所示，模型在初始步骤中表现出“表面规划”行为。它生成

了解题步骤的模板式大纲，但未能执行实际的数学推导。这导致响应内容简短，缺乏逻辑实质，通常会立

即产生幻觉结论。

阶段 2：线性执行（DAPO收敛与早期 FIPO）。在其整个训练过程中，DAPO始终处于此阶段（Figure 14），

逐渐演变为一个“线性执行器”，能够准确遵循标准的思维链（CoT）以达到真实值。然而，其推理本质

上仅限于“单次遍历”逻辑，一旦找到首个结果便立即终止生成。这解释了在Figure 3中观察到的 DAPO

长度停滞现象。
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阶段 3：涌现的自我反思（中级阶段 FIPO）。随着 FIPO 训练进入中级阶段 (Figure 15)，模型的行为出

现显著转变。模型开始利用不断增长的 token 预算（随响应长度增加）进行自发的自我反思。在得出初步

结果后，模型主动启动验证阶段，探索替代的方法论，例如从代数运算切换到几何解释，以交叉验证其结

论。

阶段 4：系统化深度推理（后期 FIPO）。在训练的后期阶段（Figure 16），模型逐渐发展为一种“计算密

集型”策略，优先考虑分析的深度。推理轨迹不再局限于简单的反思，而是扩展至系统化的审计过程。模

型会进行多次符号重推导和细致的算术验证（例如，手动逐步展开大的平方和平方根）。这种自发出现的

自我验证机制与先进推理模型在推理时表现出的缩放行为一致，即模型将长度视为关键资源，以确保更

优的表现。

F 关于失效试验及重现的讨论
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图 12: Qwen2.5-32B-Base 上不同小批量大小的训练动态与稳定性。 (a) 响应长度均值：虽然小批量大小
为 32 时偶尔能取得优异性能，但其存在严重的可复现性问题，并且频繁遭遇长度停滞。值得注意的是，
仅移除过长惩罚（w/o Overlong）无法解决这一瓶颈。(b) 策略裁剪比例：在成功的 32 小批量试验中，
被裁剪的 token 数量少于失败的情况，这一现象与我们在 clip_high 消融研究中的发现一致。由于 64 的
小批量大小更接近同策略，且受重要性采样（IS）权重波动的影响较小，因此自然导致较少的 token 被裁
剪，从而缓解了响应长度和性能的缩放难题。(c) 梯度范数：同样，成功的 32 小批量运行保持了明显更
稳定且略低的梯度范数，这是由 64 小批量基准所固有实现的关键稳定特性。(d) 策略熵：成功案例在整
个训练过程中维持更高的熵，表明具备更健康的探索能力。(e-f) AIME24 性能：由于优化过程稳定且探
索持续，成功的 32 小批量案例达到了约 60% 的峰值 Mean@32 和 70% 的 Cons@32，与我们 64 小批
量基准的最终性能高度相当。

如前所述，由于相对稳定的特性，我们在 32B 模型训练及后续实验中采用 64 的批量大小而非 32。为了更

好地理解这一参数选择，我们在此详细说明采用 32批量大小时遇到的具体训练结果与问题。如Figure 12(a)

所示，尽管 32 的批量大小偶尔能产生较强性能，但其存在严重的可复现性问题。最显著的失败模式是长

度增长严重减速，模型难以有效拓展至更长的推理轨迹。值得注意的是，仅移除过长惩罚并不能解决这一

瓶颈，表明问题源于更深层次的优化动态，而非简单的奖励惩罚机制。
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我们进一步通过剪裁高消融研究中识别出的潜在原理来解释这些发现（参见 subsection D.1）。尽管该消

融研究关注的是剪裁阈值而非小批量大小，但它揭示了一个核心最优化动态：当更多 token 能够在不受

到剪裁边界限制的情况下有效参与策略更新时，模型会获得显著动量以扩展其响应长度。观察策略剪裁

比例 (Figure 12(b))，我们发现成功的批量大小 32 试验相比失败的试验剪裁了较少的 token。我们推断，

当重要性采样（IS）权重波动减小时，相对更多的 token 保持未被剪裁，并被完全纳入训练信号。这种有

效包含对于克服前述长度增长减速现象极为有利。由于批量大小为 64 的试验在更广泛的样本集上计算梯

度，其内在上更接近同策略，且受 IS 方差影响较小。因此，它自然避免了过度的 token 剪裁，提供了持

续最优化动量，从而能够平滑地扩展推理长度与性能。

优化稳定性上的差异在梯度范数和策略熵中也十分明显。如 Figure 12(c) 所示，成功的批量大小为 32 的

运行保持了明显更稳定且略低的梯度范数，相较于失败的运行。此外，它在整个训练过程中维持了更高的

熵值 (Figure 12(d))，表明具备更健康、更有效的探索能力，且无剧烈发散现象。至关重要的是，这些稳

定特性——受控的梯度更新和持续活跃的探索——本质上由批量大小为 64 的基准方法所实现，从而无需

依赖较小批量大小下的随机成功。最终，得益于稳定的最优化和一致的探索，成功的批量大小为 32 的案

例达到了约 60% 的峰值 Mean@32 和 70% 的 Cons@32 (Figure 12(e-f))。这些指标与我们批量大小为

64 的基准方法的稳定表现高度相当。因此，我们采用 64 的批量大小并非出于更高的理论性能上限，而

是因其能够可靠地引导策略进入高质量的推理流形，避免陷入优化陷阱。

这一现象与现有的自适应截断技术存在本质区别 (Xi et al., 2025; Gao et al., 2025)。虽然自适应截断通

过动态调整阈值主要旨在维持信任区域的稳定性并防止策略坍塌，但我们的研究揭示了一个根本不同的

机制：有效的截断比例实际上充当了长度扩展的结构性阀门。通过采用 64 的批量大小以自然地稳定 IS

权重，我们允许更大比例的有效 token 安全地通过固定的边界。此外，正是在这些稳定化的优化条件下，

我们提出的未来 KL 机制才能充分发挥其作为推理训练主要驱动力的预期作用。根据设计，未来 KL 引

入了前瞻信号来指导当前 token 的更新，从而自然地鼓励对更长推理轨迹的探索。然而，该机制本质上依

赖于长序列中梯度的连续且完整的流动。稳定的 IS 权重为此提供了精确的基础：通过防止过度的 token

截断，它确保了未来 KL 产生的长期探索信号能够成功且平滑地向后传播，而不会被人为中断。在这一

无阻碍优化动量的支持下，未来 KL 明确推动策略向更深层次、高质量的推理流形扩展，有效防止模型

回退至过早的短形式响应。

G 训练成本的更多详情

一种原始的 Future KL 实现需要计算一个稠密的 (L, L) 时间衰减矩阵（其中 L 为响应长度），导致

O(L2) 的内存占用，这在长轨迹推理训练过程中极易引发内存不足（OOM）错误。为缓解此问题，我们

实现了一种基于分块的内存高效算法，如 Listing 1 所示。通过将响应序列划分为固定大小块（K ），我

们逐步计算距离掩码和衰减权重。块级贡献通过形状为 (B, K)× (K, L) 的并行矩阵乘法计算。该算法在

严格限制峰值内存复杂度至 O(B · L + L · K) 的同时，保持了 Future KL 公式的确切解析结果。尽管时

间复杂度仍为 O(B · L2) ，但张量化的分块操作在现代 GPU 上高度优化，有效消除了扩展推理长度时的

内存瓶颈。

虽然标准 GRPO 使用严格逐元素运算计算策略目标，具有 O(B · L) 的时间复杂度，但我们引入的未来

KL 机制自然地引入了一个 O(B · L2) 的时序聚合过程。因此，这在演员更新阶段带来了一定程度的计算
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开销。然而，我们的分块矩阵乘法实现有效地向量化了这些操作，充分利用了现代 GPU 高度优化的稠密

矩阵乘法能力。经验上，GRPO 训练迭代期间的墙钟时间 slowdown 相对较小且完全可以接受。最重要

的是，我们认为这种适度的训练速度损失是值得的：它提供了密集的、长时程的信用分配，这是扩展复杂

推理所必需的，而标准 O(B · L) GRPO 本质上难以克服这一根本瓶颈。自然地，尽管我们的分块实现有

效解决了内存限制，更复杂的计算优化仍有可能实现。

Listing 1: Python code for computing memory-e{cient chunked Future KL
import torch

def compute_future_kl_chunked (D, M, K, tau ) :
# Calculate the decay f a c t o r
gamma = 2 ** ( -1 / tau )

# Mask out inva l i d tokens and f i l t e r e d anomalies
D = D * M

# I n i t i a l i z e the Future KL accumulator
F = torch . ze ros_l ike (D)
L = D. shape [ 1 ]

# Column vector o f query po s i t i on s (L x 1)
i = torch . arange (L , device=D. device ) . unsqueeze (1)

f o r j_start in range (0 , L , K) :
j_end = min( j_start + K, L)

# Row vector o f chunk po s i t i on s (1 x K_cur)
j = torch . arange ( j_start , j_end , device=D. device ) . unsqueeze (0)

# Broadcasted d i s tance matrix (L x K_cur)
Delta = j - i

# Decay weight block
W = (gamma ** torch . clamp (Delta , min=0)) * ( Delta >= 0) . f l o a t ( )

# Extract KL values f o r the current chunk
V = D[ : , j_start : j_end ]

# Pa ra l l e l matrix mu l t i p l i c a t i on update
F += torch .matmul(V, W.T)

return F
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图 13: 第一阶段：表面规划（初始步骤）。 Qwen 2.5 32B 的基准响应。该模型生成了解决方案步骤的
“模板式”大纲，但未能执行任何实际的数学推导，导致得出错误结论。

28



图 14: 第二阶段：线性执行（DAPO 收敛，FIPO 初期阶段）。当模型正确执行标准的思维链（CoT）以
达到真实值时，其推理过程是严格线性的，一旦找到首个结果便立即终止，缺乏任何自我验证机制。
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图 15: 阶段 3：涌现的自我反思（FIPO 中间阶段）。随着 FIPO 训练的推进，模型的行为发生显著转变。
模型开始利用扩展的 token 预算进行自发的自我反思，通过其他数学路径对初始结论进行交叉验证。
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图 16: 阶段 4：系统化深度推理（FIPO 后期阶段）。在训练的后期阶段，模型收敛到一种 “计算密集
型”策略。它超越了简单的反思，转而进行严格的 多轮审计——包括符号重推导和细致的算术验证——
以确保在复杂推理任务中表现更佳。
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