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1 导数性质

1.1 导数存在性

导数存在即可导。而该点左右导数都相等该点才可导。

可导必连续，连续不一定可导。

导数的定义： lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
或 lim

∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x
。

导数的存在性：若 lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
存在，则 f ′(x0) = lim

x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
。

例题：设 f(x) =


ln(1 + bx)

x
, x ̸= 0

−1, x = 0
，其中 b 为某常数，f(x) 在定义

域上处处可导，求 f ′(x)。

解：首先需要求出参数 b，而定义域上可导则在分段点 x = 0处也必然可导。

而可导必连续，所以当 x = 0 时 f(x) 也是连续的，而连续的定义就是两边

极限相等，且两边极限等于该点函数值。

lim
x→0

ln(1 + bx)

x
= lim

x→0

bx

x
= b = −1。从而可以完善函数与定义域。

∴ f(x) =


ln(1− x)

x
, x < 1, x ̸= 0

−1, x = 0
。

这样就能转换为直接求导数问题。

对于定义域的 x < 1, x ̸= 0 部分：

f ′(x) =

−x
1− x

− ln(1− x)

x2
=
x− (x− 1) ln(1− x)

x2(x− 1)
(x < 1, x ̸= 0)。

然后需要求分段点 x = 0 处的导数。

可以由导数的定义：

根据导数的定义是某点偏移量的极限值 lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
：

f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
=

ln(1− x)

x
− (−1)

x− 0
=

ln(1− x)

x
+ 1

x

=
ln(1− x) + x

x2

泰勒公式：=
−x− 1

2
x2 + o(x2) + x

x2
= −1

2
。

∴ f ′(x) =


x− (x− 1) ln(1− x)

x2(x− 1)
, x < 1, x ̸= 0

−1

2
, x = 0

。
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同样也可以使用导数的存在性：

∵ f(x) 在 x = 0 处连续，∴ x = 0 的空心邻域上可导。从而 lim
x→x0

f ′(x) 存在。

∴ f ′(0) = lim
x→0

f ′(x)。计算过程类似。

例题：设函数 f(x) 在 x = 0 处连续，且 lim
x→0

f(x2)

x2
= 1，则判断 f(0) 的值

与 f ′(0) 的导数存在性。

解：∵ lim
x→0

f(x2)

x2
= 1，lim

x→0
x2 = 0，∴ lim

x→0
f(x2) = 0，即 f(0) = 0。

由 lim
x→0

f(x2)

x2
= 1 形式，所以 lim

x→0

f(x2)− 0

x2 − 0
= 1，令 t = x2 > 0，=

lim
t→0+

f(t)− 0

t− 0
= 1，所以 f ′

+(0) = 1。

1.2 导数连续性

导数具有连续性与之前的函数连续性类似，不过要对函数求导数罢了。

要求导数两侧的极限并让其相等。

例题：设 f(x) =

 x2, x ⩽ 0

xα sin 1

x
, x > 0

，若 f ′(x) 连续，则 α 应该满足？

解：若导数连续，则两侧导数相等。

lim
x→0−

f ′(x) = lim
x→0−

2x = 0。

lim
x→0+

f ′(x) = lim
x→0+

αxα−1 sin 1

x
− xα−2 cos 1

x
= lim

x→0+
xα−2

(
αx sin 1

x
− cos 1

x

)
。

∵ x→ 0+ 时，sin 1

x
∈ [−1, 1]，∴ αx sin 1

x
= 0，− cos 1

x
∈ [−1, 1]，∴ αx sin 1

x
−

cos 1
x
为一个不为 0 的常数。

又 lim
x→0+

f ′(x) = lim
x→0+

xα−2

(
αx sin 1

x
− cos 1

x

)
= lim

x→0−
f ′(x) = 0。

∴ lim
x→0+

xα−2 = 0。

∴ α− 2 > 0，从而 α > 2。

2 导数运算

2.1 一阶导数

2.1.1 幂指函数导数

形如 f(x)g(x) 的幂指函数求导也可以类似幂指函数的求极限方法。既可以取

e 为底的指数也可以取对数。
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例题：求 f(x) = xsinx(x > 0) 的导数。

解：取对数：

∴ ln y = sinx lnx

求导：
y′

y
= cos ln x+ sinx

x

∴ y′ = xsinx

(
cos ln x+ sinx

x

)
。

取指数：

xsinx = esinx·lnx

求导：

esinx·lnx(sinx · lnx)′ = xsinx

(
cos ln x+ sinx

x

)
。

2.1.2 分段函数导数

当给出一个分段函数，要求求出该函数的导数时，最重要的就是分段点是否

可导，计算分段点的导数，如果两边的导数不相等，则需要挖去该点。

例题：设 f(x) =

 arctanx, x ⩽ 1

��1
2
(ex

2−1 − x) +
π

4
, x > 1

，求 f ′(x)。

当 x ⩽ 1 时，f ′(x) =
1

1 + x2
，当 x > 1 时，f ′(x) = xex

2−1 − 1

2
。

然后需要查看分段点两边的导数是否一样：f ′
−(1) =

1

1 + x2

∣∣∣∣
x=1

=
1

1 + 1
=

1

2
，

f ′
+(1) = xex

2−1 − 1

2

∣∣∣∣
x=1

= 1 · e1−1 − 1

2
=

1

2
。

∴ f ′
−(1) = f ′

+(1)，所以该点可导。

f(x) =


1

1 + x2
, x ⩽ 1

xex
2−1 − 1

2
, x > 1

。

例题：设函数 f(x) =

 ln
√
x, x ⩾ 1

2x− 1, x < 1
，y = f [f(x)]。

1）求 dy
dx

∣∣∣∣
x=e

。

2）判断 dy
dx 在 x = e2 是否存在，若存在则求。

解：

1）题目问法不同，则所指明的意思不同。第一问是直接让你求，表示这个

导数是存在的，所以可以直接变形式子来求。
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y′ = f ′[f(x)]·f ′(x)。f(e) = ln
√
e =

1

2
，f ′[f(e)] = f ′

(
1

2

)
= (2x−1)′|x= 1

2
= 2，

f ′(e) = (ln
√
x)′|x=e =

1

2e
，∴ y′ = 2 · 1

2e
=

1

e
。

2）此时要判断该点的导数是否存在，就需要使用定义的极限形式来计算。

首先要把复合函数表达式写出：

f(f(x)) =

 ln
√
f(x), f(x) ⩾ 1, x ∈ [e2,+∞)

2f(x)− 1, f(x) < 1, x ∈ (−∞, 1) ∪ [1, e2)
，得出表达式：

f(f(x)) =


1

2
ln ln

√
x, x ⩾ e2

lnx− 1 x ∈ [1, e2)

4x− 3, x ∈ (−∞, 1)

当 x→ e2+， lim
x→e2+

1

2
ln ln

√
x− 0

x− e2
= lim

x→e2+

1

2

1

ln
√
x

1√
x

1

2

1√
x

1
=

1

4
lim

x→e2+

1

ln
√
x · x

=
1

4e2
。

当 x→ e2−， lim
x→e2−

2 lnx− 1− 0

x− e2
= lim

x→e2−

1

x
=

1

e2
。

∴ x = e2 处导数不存在。

2.1.3 复合函数导数

一种方法是链式求导法，另一种如果函数表达式存在指数对数函数需要对

其化简再使用链式求导。

2.1.3.1 指数函数

即形如 y = f(x)g(x)：

1. 取对数 ln y = g(x) ln(f(x))。

2. 两边对 x 求导
y′

y
= g′(x) ln(f(x)) + g(x)

f ′(x)

f(x)
。

3. y′ = [g′(x) ln(f(x)) + g(x)
f ′(x)

f(x)
]y = [g′(x) ln(f(x)) + g(x)

f ′(x)

f(x)
]f(x)g(x)。

2.1.3.2 对数函数

即形如 y = loge f(x)：

1. 取指数 ey = f(x)。
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2. 两边对 x 求导 eyy′ = f ′(x)。

3. y =
f ′(x)

ey
=
f ′(x)

f(x)
。

2.1.4 绝对值导数

当遇到绝对值函数 |f(x)|时，一般都需要进行分段讨论。实际上也可以不用

分段，利用平方和根号形式就能解决绝对值问题：|f(x)| =
√
f 2(x)。

并注意 ln |x| = 1

x
，不用加绝对值，这是根据上面的方法推理而来。

例题：

2.2 导数与极限

导数的定义由极限产生，所以其之间是可以互相转换的，当求一个导数时可

以寻找是否能求出其极限。

2.2.1 极限求导数

在导数这一章中的极限不会直接给出极限，而是会给出导数或函数的相关

定义，来求极限，再根据导数定义转换为导数。同时要注意这里不止会有导数定

义，还会有函数等性质。

例题：已知 f(x) 是周期为 5 的连续函数，它在 x = 0 的某个邻域内满足关

系式：f(1 + sinx)− 3f(1− sinx) = 8x+ o(x)，且 f(x) 在 x = 1 处可导，求曲

线 y = f(x) 在点 (6, f(6)) 处的切线方程。

解：因为这是个函数等式，而我们最后要求的是一个导数，所以先尝试对其

直接求极限，令 x→ 0：

f(1)− 3f(1) = 0，从而得到了一个函数值 f(1) = 0。

然后再对这个式子思考，等式右边为 8x，而除以 x 就变成了 8，而再对其

求极限，右边就彻底变成了一个常数 8：

lim
x→0

f(1 + sinx)− 3f(1− sinx)
x

= 8。对式子左边进行变形：

lim
x→0

f(1 + sinx)− 3f(1− sinx)
x

= lim
x→0

f(1 + sinx)− 3f(1− sinx)
sinx 。

令 t = sinx：

= lim
t→0

f(1 + t)− 3f(1− t)

t
= lim

t→0

f(1 + t)− f(1)

t
+ 3 lim

t→0

f(1− t)− f(1)

−t
。

因为 t→ 0，所以 1−t和 1+t都是 t = 1时的导数 f ′(x)的定义：= 4f ′(1) = 8，

从而 f ′(1) = 2。
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由 f(x) 的周期为 5，所以 f(6) = f(1) = 0，f ′(6) = f ′(1) = 2，所以曲线

y = f(x)在 (6, f(6))即 (6, 0)处的切线方程为 y−0 = 2(x−6)即 2x−y−12 = 0。

2.2.2 导数求极限

题目会给出对应的导数以及相关条件，并要求求一个极限，这个极限式子并

不是个随机的式子，而一个是与导数定义相关的极限式子，所需要的就是将极限

式子转换为导数定义的相关式子。

2.2.2.1 导数定义式子

有时极限式子可以直接转换为导数定义式子，先稍微变换就可以代入导数。

例题：设 f(x) 是以 3 为周期的可导函数，且是偶函数，f ′(−2) = −1，求

lim
h→0

h

f(5− 2 sinh)− f(5)
。

解：根据导数与函数的基本性质，原函数为偶函数，则其导函数为奇函数，

所以 f ′(5) = f ′(2) = −f ′(−2) = 1。

然后需要转换目标的极限式子，因为目标式子倒过来的式子类似于导数定

义的 f ′(x) = lim
∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x
结构。所以我们可以先求其倒数式子：

= lim
h→0

f(5− 2 sinh)− f(5)

h
= lim

h→0

f(5− 2 sinh)− f(5)

−2 sinh · −2 sinh
h

= −2f ′(5) = −2× 1 = −2

∴ lim
h→0

h

f(5− 2 sinh)− f(5)
= −1

2
。

2.2.2.2 定义近似式子

有时候极限式子不为导数定义的近似式子，这时候就需要先根据求极限的

计算方式简化目标极限式子。

例题：设 f(x) 在 x = 0 处可导且 f(0) = 1，f ′(0) = 3，则数列极限 I =

lim
n→∞

(
f

(
1

n

)) 1
n

1−cos 1
n
。

解：设
1

n
= x，则：

= lim
x→0

(f(x))
x

1−cos x = e
lim
x→0

x
1−cos x

ln f(x)
= e

2 lim
x→0

ln f(x)
x = e

2 lim
x→0

f(x)−1
x

= e
2 lim
x→0

f(x)−f(0)
x−0 = e2f

′(0) = e6。
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2.3 高阶导数

求高阶导数基本上使用归纳法或莱布尼茨公式。

高阶导数基本公式：

1. (ex)(n) = ex。

2. (ax)(n) = ax(ln a)n。

3. (lnx)(n) = (−1)n−1(n− 1)!x−n。

4.
(

1

1 + x

)(n)

= (−1)n
n!

(1 + x)n
。

5.
(

1

1− x

)(n)

=
n!

(1− x)n
。

6. (sinx)(n) = sin
(
x+

nπ

2

)
。

7. (cosx)(n) = cos
(
x+

nπ

2

)
。

8. {f(ax+ b)}(n) = anf (n)(ax+ b)。

2.3.1 公式法

适合两个因式相乘 (uv)(n) =
n∑

k=0

Ck
nu

(k)v(n−k)。

例题：求 f(x) = x2 ln(1 + x) 在 x = 0 处的 n 阶导数（n > 2）。

令 u = x2，v = ln(1 + x)。u′ = 2x，u′′ = 2，u(k) = 0（k > 2），又在 x = 0。

所以 f (n)(0) = C2
nu

(2)(0)v(n−2)(0) = 2C2
nv

(n−2)(0)。

v′ = (x+ 1)−1，v′′ = (−1)(x+ 1)−2，v(n−2) =
(−1)n−1(n− 3)!

(x+ 1)n−2
。

v(n−2)(0) = (−1)n−1(n−3)!，f (n)(0) =
n(n− 1)

2!
2(−1)n−1(n−3)! =

(−1)n+1n!

n− 2
。

2.3.2 归纳法

例题：已知 f(x) =
x

x2 − 5x+ 6
，求 f (n)(x)。

解：首先式子为多项式形式，所以先因式分解。

f(x) =
x

(x− 2)(x− 3)
=

3

x− 3
− 2

x− 2
。

所以根据高阶导数性质 f (n)(x) =

(
3

x− 3

)(n)

−
(

2

x− 2

)(n)

。
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令 ψ(x) =
1

x− 1
= (x−3)−1，ψ′(x) = (−1)(x−3)−2，ψ′′(x) = (−1)(−2)(x−

3)−3，归纳得出 ψ(n)(x) = (−1)nn!(x− 3)−(n+1)。

然后直接将 3 换成 2，得出 f (n)(x) =
3(−1)nn!

(x− 3)n+1
− 2(−1)nn!

(x− 2)n+1
。

例题：已知 f(x) = ex sinx，求 f (n)(x)。

解：令 f ′(x) = ex sinx+ ex cosx = ex(sinx+ cosx) =
√
2ex sin

(
x+

π

4

)
。

所以这里就使用三角公式，从而 f (n)(x) = (
√
2)nex sin

(
x+ n · π

4

)
。

2.3.3 莱布尼茨公式

莱布尼茨公式是基于某个点的，所以题型是求 f(x)在点 x0 处的导数，该点

的导数就是该函数的泰勒级数的系数。如果题目是直接求 f (n)x 则用不了莱布尼

茨公式。

2.3.4 高阶导数存在性

2.3.5 携带未知数的多项式求高阶导

当所需要的求导的式子为一个多项式的时候，这个求导必然是有规律的。

当所求高阶导数的 x 值为一个常数时，那么这个常数值代入求导的式子必

然是会消去一部分的，最常用的常数为 x = 0。

例题：已知 f(x) = x2(x+ 1)2(x+ 2)2 · · · (x+ n)2，求 f ′′(0)。

解：因为式子中带有未知数 n，所以结果很可能会带有 n。

而这个式子项数为 n+ 1 项，所以求导结果必然很大，所以一定会消去一部

分。

又求导的自变量 x = 0，而 0 代入很多式子都会被消去，所以这就是个突破

口。

因为求导是求二阶导数，所以很可能这种求导是消去一部分而不是得到一

个规律，因为阶数太低很难看出规律。

首先对 f(x) 求一阶导数（需要记住乘积的导数为各项求导的和）：

f ′(x) = 2x(x+ 1)2(x+ 2)2 · · · (x+ n)2

+x22(x+ 1)(x+ 2)2 · · · (x+ n)2

+x2(x+ 1)22(x+ 2) · · · (x+ n)2

· · ·

+x2(x+ 1)2(x+ 2)2 · · · 2(x+ n)
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原式子一共 1 项，一阶导数后变为 n + 1 项和，然后求二阶导数，会变为

(n + 1)2 项和。这时候我们应该回头看目标求的式子为 f ′′(0)，而根据式子，只

要乘积项中含有 x 项，那么这一整个项就都为 0。

一阶导数中除一项每个项都含有 x2，所以求二阶导数的时候，x2 会变为 2x

在 x = 0 处二阶导数为 0，所以求二阶导数的时候一次导数的第一项后面 n 项

在 x = 0 处都是 0，可以不用考虑。

而一阶导数的第一项只有对第一个 x求导时会消去这个 x变为 2(x+1)2(x+

2)2 · · · (x+ n)2，其他的 n 项二阶导数仍然含有 x 的项，所以结果也为 0。

所以求 f ′′(0) 时，只有对一阶导数的第一项的第一个 x 求导所得到的导数

项不为 0，其他都是 0，所以最后 f ′′(0) = 2(x+ 1)2(x+ 2)2 · · · (x+ n)2 = 2(n!)2。

2.3.6 反函数高阶导数

已知一阶导数的时候，反函数的导数为原函数导数的倒数（g′(x) =
1

f ′(x)
）。

因为原函数的一阶导数是
dy
dx，而反函数就是对原函数的 xy 对调，所以其

反函数的一阶导数为
dx
dy。

当求反函数的高阶导数时需要将分子分母同时除以 dx。

例题：已知 y = x+ ex，求其反函数的二阶导数。

解：y = x+ ex 的反函数的一阶导数为
dx
dy =

1

1 + ex
。

所以二阶导数为
d2x

dy2 =

d
(

1

1 + ex

)
dy =

d
(

1

1 + ex

)
dx
dy
dx

= − ex

(1 + ex)3
。

例题：已知
dx
dy =

1

y′
，求

d2x

dy2 和
d3x

dy3。

解：其实就是求
d2x

dy2 和
d3x

dy3，
dx
dy =

1

y′
这个条件只是让我们用 y′ 来表示结

果而已。

d2x

dy2 =

ddx
dy
dy =

ddx
dy

dx
dy
dx

=

− y′′

(y′)2

y′
= − y′′

(y′)3
。

d3x

dy3 =

dd2x

d2y

dy =

dd2x

d2y

dx
dy
dx

=

−y
′′′y′ − 3(y′′)2

(y′)4

y′
=

3(y′′)2 − y′y′′′

(y′)5
。
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2.4 隐函数与参数方程

隐函数与参数方程求导基本上只用记住：

dy
dx =

dy/dt
dx/dt。

2.4.1 隐函数应用

对于隐函数的应用题，最重要的是找到等价于 dx 和 dy 的两个相关变量。

最简单的就是根据题目最后面的所求问题所涉及的变量设置其为变量和因变量。

例题：落在平静水面上的石头，产生同心波纹。若最外一圈波半径的增大速

率总是 6m/s，问在 2s 末扰动水面面积增大的速率为多少？

解：首先根据题目最后的要求的是面积，所以肯定要设一个面积变量，随时

间变动而改变，所以也一定会设一个时间变量，同时还给出一个条件是半径增大

速度，所以也会有一个半径的变量。同时要求的是面积增大速率，正好跟另外两

个变量相关，时间跟半径和面积都相关，所以时间就是中间变量。

从而设最外一圈波的半径为 r = r(t)，圆的面积 S = S(t)。根据 S 和 r 的

公式 S = πr2，因为求的是随时间变化的速率，所以其两端分别对 t 求导，得：
dS
dt = 2πr

dr
dt。当 t = 2 时，r = 6× 2 = 12，代入上式得：

dS
dt

∣∣∣∣
t=2

= 2π · 12 · 6 = 144π。

2.4.2 分段参数方程

例题：已知 y = y(x) 由参数方程

 x =
1

2
ln(1 + t2)

y = arctan t
确定，求其一阶导数

与二阶导数。

解：
dy
dx =

dy
dt
dx
dt

=

1

2
· 2t

1 + t2

1

1 + t2

=
1

t
。

d2y

dx2 =

d
(

dy
dx

)
dx =

d
(

dy
dx

)
dt
dx
dt

=
− 1

t2
t

1 + t2

= −1 + t2

t3
。

2.5 导数与积分

由于对积分求导可以直接由公式得出，所以放在导数的一章。

对有积分上下限函数的求导的公式：
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F (x) =
∫ h(x)

g(x)
f(t) dt，则 F ′(x) = h′(x)f [h(x)]− g′(x)f [g(x)]。

例题：已知 y = f(x) 的反函数为 x = φ(y)，且 f(x) =
∫ 2x

1
et

2 dt + 1，求

φ′′(1)。

解：由于反函数的性质，φ′(y) =
dx
dy =

1

f ′(x)
。

φ′′(y) =
d
dx

[
1

f ′(x)

]
· dx

dy = − f ′′(x)

[f ′(x)]2
· 1

f ′(x)
= − f ′′(x)

[f ′(x)]3
。

由公式可对积分 f(x) 求导 f ′(x) = 2e4x
2
，f ′′(x) = 16xe4x

2
。

若 y = 1，则 x =
1

2
，则 φ′′(1) = −

f ′′
(
1

2

)
[
f ′
(
1

2

)]3 = − 8e

8e3
= − 1

e2
。

3 微分不等式

微分若是出单独的计算很可能是物理应用问题，如计算速度增量、面积增量

等，但是对于数一而言单独考的概率不大。

微分一般都是微分不等式的形式进行出题，即含有微分的不等式证明。

3.1 函数性态

包括单调性、凹凸性与最值。

例题：证明当 x > 0 时 ln
(
1 +

1

x

)
<

1√
x(x+ 1)

。

证明：令 F (x) = ln
(
1 +

1

x

)
− 1√

x(x+ 1)
。

即证明
√
x(x+ 1) ln

(
1 +

1

x

)
< 1。

令 t =
1

x
，即证 ln(1 + t)

√
1

t

(
1

t
+ 1

)
< 1，ln(1 + t)

√
1 + t < t。

令 F (t) = t− ln(1 + t)
√
1 + t，证明 F (t) > 0。

则 F ′(t) = 1−
√
1 + t

1 + t
− ln(1 + t)

2
√
1 + t

= 1− 2 + ln(1 + t)

2
√
1 + t

> 0。

F (t) 递增，所以 F (t) > F (0) = 0。

3.2 常数变量

如果不等式中都是常数，可以将其中的一个或几个常数变量化再利用导数

去证明。
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此外注意对式子进行化简，不要直接就计算不等式与计算导数。遇到 exf(x)

乘积形式就取对数让乘积变为加减法，遇到两边为平方项就两边开根号并加上

绝对值。

例题：设 0 < a < b，证明 ln b
a
> 2

b− a

a+ b
。

因为左边含有
b

a
不好处理，所以右边分子分母同时除以 a 全部变成统一变

量：ln b
a
> 2

b

a
− 1

1 +
b

a

。然后令 x =
b

a
，所以即需要证明 lnx > 2

x− 1

1 + x
，x > 1。

3.3 中值定理

一般使用拉格朗日中值定理或泰勒公式，也可能用其他的中值定理。

4 一元函数微分应用

4.1 物理应用

考的可能性不大。

如 v = lim
∆t→0

∆s

∆t
= s′(t)，加速度 a(t) = lim

∆t→0

∆v

∆t
= v′(t) = s′′(t)。

4.2 相关变化律

这个部分在书上主要是跟隐函数共同出现。

相关变化率含有一个最终的自变量 t，xy 都是关于 t 的函数。即隐函数
dy
dt =

dy
dx

dx
dt。

例题：已知动点 P 在曲线 y = x3 上运动，记坐标原点与点 P 之间的距离为

l。若点 P 的横坐标对事件的变化率为常数 v0，则当 P 运动到点 (1, 1) 时，求 l

对时间的变化率。

解：求 l 对时间的变化率就是求
dl
dt，即求

dl
dx

dx
dt，且已知

dx
dt = v0。

又 l =
√
x2 + y2 =

√
x2 + x6 = x

√
1 + x4。

∴ dl
dx =

1 + 3x4√
1 + x4

，所以
dl
dt =

1 + 3x4√
1 + x4

v0，代入 (1, 1) 得到：2
√
2v0。

4.3 几何应用

主要是曲率的应用。
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曲率公式：k =

∣∣∣∣dαds
∣∣∣∣ = |y′′|

(1 + y′2)
3
2

。曲率半径：r =
1

k
。

4.3.1 一般计算

例题：求 y = sinx 在 x =
π

4
对应的曲率

解：y′ = cosx，y′(π
4
) =

√
2

2
。

y′′ = − sinx，y′′(π
4
) = −

√
2

2
。

∴ k =

√
2

2
3

2
·
√

3

2

=
2
√
3

9
。

所以 y = sinx 在 x =
π

4
的点 (

π

4
,

√
2

2
) 的曲率为

2
√
3

9
。

4.3.2 最值

例题：求 y = x2 − 4x+ 11 曲率最大值所在的点。

解：简单得 y′ = 2x− 4，y′′ = 2。

曲率为
2

[1 + (2x− 4)2]
3
2

。

当 2x− 4 = 0 时即在 (2, 7) 时曲率最大为 2。
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