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1 函数的图像

1.1 直角坐标系图像

1.1.1 常见图像

1.1.1.1 基本初等函数与初等函数

基本初等函数包括：常数函数、幂函数、指数函数、对数函数、三角函数、

反三角函数。

1.1.1.1.1 常数函数

y = A，A为常数，图像平行

于 x 轴。

x

y

y = A

O

(0, A)

1.1.1.1.2 幂函数

y = xµ，µ 为实数，当 x > 0，

y = xµ 都有定义：

x

y

µ = −1

µ = −1

µ =
1

2

µ = 1

µ = 2

O

(1, 1)

对于幂函数可以根据不同幂下相同单调

性来研究最值：

1.
√
u� 3
√
u 可以使用 u 来研究。

2. |u| 可以使用 u2 来研究。

3. 1

u
, u > 0可以使用 u来研究，但是

最值相反。

4. u1u2...un 可以使用
∑n

i=1 lnui 来研

究。

1.1.1.1.3 指数函数
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y = ax(a > 0, a ̸= 1)：

x

y

0 < a < 1

a > 1

O

指数函数具有如下性质：

1. 特殊函数值：a0 = 1。

2. 定义域：(−∞,+∞)，值域：(0,+∞)。

3. 单调性：a > 1，y = ax 单调增，

0 < a < 1，y = ax 单调减。

4. 常用指数函数：y = ex。

5. 极限： lim
x→−∞

ex = 0， lim
x→+∞

ex =

+∞。

1.1.1.1.4 对数函数

y = logax(a > 0, a ̸= 1) 为 y = ax 的

反函数：

常用公式：x = elnx，uv = elnuv
=

ev lnu(x > 0, u > 0)。

x

y

0 < a < 1

a > 1

O

对数函数具有如下性质：

1. 特殊函数值：loga 1 = 0，logaa = 1, ln 1 = 0, ln e = 1。

2. 定义域：(0,+∞)，值域：(−∞,+∞)。

3. 单调性：a > 1，y = loga x 单调增，0 < a < 1，y = loga x 单调减。

4. 常用对数函数：y = lnx，e = 2.71828...。

5. 极限： lim
x→0+

loga x = −∞， lim
x→+∞

loga x = +∞。

1.1.1.1.5 三角函数

正弦函数：

x

y

sin(x)
x = 1

x = −1
−3π

2

−π
2

π

2

O

−π π

2



余弦函数：

x

y

cos(x)
x = 1

x = −1

−π π

O−3π

2
−π
2

π

2

弦函数有如下特征：

1. 特殊函数值：sin 0 = 0，sin π
6
=

1

2
，sin π

4
=

√
2

2
，sin π

3
=

√
3

2
，sin π

2
= 1，

sin π = 0，sin 3π

2
= −1，sin 2π = 0，cos 0 = 1，cos π

6
=

√
3

2
，cos π

4
=

√
2

2
，

cos π
3
=

1

2
，cos π

2
= 0，cos π = −1，cos 3π

2
= 0，cos 2π = 1。

2. 定义域：(−∞,+∞)，值域：[−1,+1]。

3. 奇偶性：y = sinx 为奇函数，y = cosx 为偶函数。

4. 周期性：最小正周期为 2π。

5. 有界性：| sinx| ⩽ 1，| cosx| ⩽ 1。

正切函数：

x

ytan(x)tan(x) tan(x)

O
π

2
−π
2

3π

2
−3π

2

余切函数：

x

y
cot(x)cot(x)

O π

2
π−π

2
−π

切函数有如下特征：

1. 特殊函数值：tan 0 = 0，tan π
6
=

√
3
3
，tan π

4
= 1，tan π

3
=
√
3，lim

x→π
2

tanx =∞，

tan π = 0，lim
x→ 3π

2

tanx =∞，tan 2π = 0，lim
x→0

cotx =∞，cot π
6
=
√
3，cot π

4
= 1，

cot π
3
=

√
3

3
，cot π

2
= 0， lim

x→π
cotx =∞，cot 3π

2
= 0， lim

x→2π
cotx =∞。

2. 定义域：tanx : x ̸= kπ+
π

2
(k ∈ Z)，cotx : x ̸= kπ(k ∈ Z)，值域：(−∞,+∞)。

3. 奇偶性：定义域内均为奇函数。

4. 周期性：最小正周期为 π。
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secx =
1

cosx, cscx =
1

sinx：

正割函数：

x

y sec(x)

sec(x) sec(x)

sec(x) sec(x)

O

1

−1
−3π

2
−π
2

π

2

3π

2

余割函数：

x

y csc(x)

csc(x)csc(x)

csc(x)

O

1

−1
π2π π 2π

割函数有如下特征：

1. 定义域：secx : x ̸= kπ+
π

2
(k ∈ Z)，cscx : x ̸= kπ(k ∈ Z)，值域：(−∞,−1]∪

[1,+∞)。

2. 奇偶性：y = secx 为偶函数，y = cscx 为奇函数。

3. 周期性：最小正周期为 2π。

1.1.1.1.6 反三角函数

类似是三角函数的反函数，但是由于是个多值函数所以不是严格的函数。所

以为了限制反三角函数为单值函数，将反三角函数的值限定在一个区间内，将其

作为反三角函数的主值。
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反正弦函数：

x

y

arcsin(x)
π

2

O 1

−π
2

−1

反余弦函数：

x

y

arccos(x)

π

2

1O

π

−1
反弦函数有如下特征：

1. 特殊函数值：arcsin 0 = 0，arcsin 1

2
=
π

6
，arcsin

√
2

2
=
π

4
，arcsin

√
3

2
=
π

3
，

arcsin 1 =
π

2
，arccos 1 = 0，arccos

√
3

2
=
π

6
，arccos

√
2

2
=
π

4
，arccos 1

2
=
π

3
，

arccos 0 =
π

2
。

2. 定义域：(−1,+1)，值域：arcsinx : [−π
2
,+

π

2
]，arccosx : [0, π]。

3. 单调性：y = arcsinx 单调增，y = arccosx 单调减。

4. 奇偶性：y = arcsinx 为奇函数。

5. 有界性：| arcsinx| ⩽ π

2
，0 ⩽ arccosx ⩽ π。

6. 性质：arcsinx+ arccosx =
π

2
(−1 ⩽ x ⩽ 1)

对反弦函数性质进行证明：

令 f(x) = arcsinx+ arccosx，对其求导得：f ′(x) =
1√

1− x2
− 1

1− x2
= 0，

所以 f(x) 是个常数函数。

又 f(0) =
π

2
，所以该函数等于

π

2
。

反正切函数：

x

y

arctan(x)

O

π

2

−π
2

反余切函数：

x

y

arccot(x)
O

π

2

反切函数有如下特征：

1. 特殊函数值：arctan 0 = 0，arctan π
6
=

√
3

3
=，arctan 1 =

π

4
，arctan

√
3 =

π

3
，

arccot 0 =
π

2
，arccot

√
3 =

π

6
，arccot 1 =

π

4
，arccot

√
3

3
=
π

3
。
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2. 定义域：(−∞,+∞)，值域：arctanx :
[
−π
2
,+

π

2

]
，arccotx : [0, π]。

3. 单调性：y = arctanx 单调增，y = arccotx 单调减。

4. 奇偶性：y = arctanx 为奇函数。

5. 有界性：| arctanx| ⩽ π

2
，0 ⩽ arccotx ⩽ π。

6. 性质：arctanx + arccotx =
π

2
(−∞ < x < +∞)；arctanx = arccotx1

x
=

π

2
− arctanx。

1.1.1.1.7 初等函数

由基本初等函数经过有限次四则运算与符合步骤且可以被一个式子所表示。

幂指函数 u(x)v(x) = ev(x) lnu(x) 也是初等函数。

1.1.1.2 分段函数

x 的不同范围对应不同的法则，经典形式如下：

f(x) =



ψ1(x), x > x0

a, x = x0

ψ2(x), x < x0

或f(x) =


ψ(x), x ̸= x0

a, x = x0

1.1.1.2.1 绝对值函数

y = |x| =


x, x ⩾ 0

−x, x < 0

x

y

|x|

O

1.1.1.2.2 符号函数

y = sgnx =



1, x > 0

0, x = 0

−1, x < 0

x

y

sgnx

O

1

−1

6



1.1.1.2.3 取整函数

x 为实数，不超过 x 的最大整数称为其整数部分 [x]，其定义域为 R，值域

为 Z。

1. x− 1 < [x] ⩽ x。

2. lim
x→0+

[x] = 0。

3. lim
x→0−

[x] = −1。
x

y

[x]

O-3 -2 -1 1 2 3 4

1
2
3

-3
-2
-1

1.1.2 图像变换

1.1.2.1 平移变换

1.1.2.1.1 左右平移

f(x) 沿 x 轴左移 x0 个单位

长度得到 f(x+ x0)，向右移

动 x0 个单位则得到 f(x −

x0)：

x

y

O

−x2 + 1 −(x− 2)2 + 1−(x+ 2)2 + 1

→←

1.1.2.1.2 上下平移

f(x)沿 y 轴上移 y0 个单位长度得到

f(x) + y0，向下移动 y0 个单位则得

到 f(x)− y0：
x

y

O
−x2 + 1

−x2 + 3

−x2 − 1

↑

↓

1.1.2.2 对称变换

7



1.1.2.2.1 上下对称

将 f(x) 关于 x 轴对称得到 −f(x)：
x

y

O

−x2 + 1

x2 − 1

1.1.2.2.2 左右对称

将 f(x) 关于 y 轴对称得到

f(−x)： x

y

O

lnxln−x

1.1.2.2.3 原点对称

将 f(x) 关于 x 轴 y 轴即关于原

点对称得到 −f(−x)： x

y

O

lnx

− ln−x

1.1.2.2.4 反函数对称

将 f(x) 关于 y = x 轴对称得到 f−1(x)：

x

y

O

lnx

ex

y = x

1.1.2.2.5 函数绝对值

8



保留 f(x)函数值在 [0,∞]的部分，并对

[−∞, 0] 部分进行上下对称： x

y

O

|x2 − 1|

1.1.2.2.6 自变量绝对值

先只保留 f(x) 定义域在 [0,∞] 的部分，

然后在 [−∞, 0] 部分使用 [0,∞] 的部分

进行左右对称：

x

y

O

−|x|3 + 1

1.1.2.3 伸缩变换

1.1.2.3.1 水平伸缩

纵坐标不变，当 k > 1 时，

y = f(kx) 是 y = f(x) 缩短

k 倍得到，当 0 < k < 1 时，

y = f(kx) 是 y = f(x) 伸长

k 倍得到：

x

y

sin(x)

sin(x
2
)

sin(2x)O

1.1.2.3.2 垂直伸缩

横坐标不变，y = kf(x) 的

对应纵坐标为 y = f(x) 对

应纵坐标的 k 倍。
x

y

sin(x)

sin(x)

2

O

1.2 极坐标系图像

1.2.1 极坐标系

1.2.1.1 极坐标定义

• 极点：平面内的一个定点 O。

9



• 极轴：自极点引出的射线 Ox。

• 极坐标系：选定长度单位、角度单位与正方向（通常为逆时针）建立的坐

标系。

• 极径：设 M 为屏幕一点，极点 O 与 M 的距离 |OM |，记为 ρ。

• 极角：以极轴 Ox 为始边，射线 OM 为终边的角 xOM 为 M 的极角，记

为 θ。

• 极坐标：有序数对 ρ、θ 为 M 的极坐标，记为 M(ρ, θ)。

1.2.1.2 极坐标系转换

设 M 为平面一点，直角坐标为 (x, y)，极坐标 (ρ, θ)，其关系是：
x = ρ cos θ

y = ρ sin θ
，


ρ2 = x2 + y2

tan θ = y

x
(x ̸= 0)

1.2.1.3 常用极坐标方程

直线的极坐标方程：

• 从极点 O 发出的一条射线：tan θ = k（由于 k 不知道符号所以不能直接转

换为反三角函数）。

• 过点 (a, 0) 且垂直于极轴的直线的极坐标方程：ρ = a sec θ = a

cos θ。

• 过点
(
a,
π

2

)
且平行于极轴的直线的极坐标方程：ρ = a csc θ = a

sin θ。

圆的极坐标方程：

• 圆心为极点，半径为 r 的圆的极坐标方程：ρ = r。

• 圆心 O′(r, 0)，半径为 r 的圆的极坐标方程：ρ = 2r cos θ。

• 圆心 O′
(
r,
π

2

)
，半径为 r 的圆的极坐标方程：ρ = 2r sin θ。

抛物线的极坐标方程：

• y = ax2 的极坐标方程：ρ =
1

a
tan θ sec θ。

• y2 = ax 的极坐标方程：ρ = a cot θ csc θ。

10



1.2.2 描点法

1.2.2.1 心形线（外摆线）

心形线又称为心脏线，表示是一个圆上的固

定一点在它绕着与其相切且半径相同的另外

一个圆周滚动时所形成的轨迹。

表达式：水平为 r = a(1 ± cos θ)，垂直为

r = a(1± sin θ)。一般为 r = a(1− cos θ) 即

为下图所示，如果里面的符号为＋则心尖开

口向左。

其中 r 为线的极径，θ 为极角，a 为形状参

数且 a > 0，周期为 2π。

x

y

O

在直角坐标系下表达式：x2 + y2 + a · x = a ·
√
x2 + y2 和 x2 + y2 − a · x =

a ·
√
x2 + y2。

参数方程：x = a · (2 · cos(t)− cos(2 · t)) 与 y = a · (2 · sin(t)− sin(2 · t))。

水平心形线对应参数：

θ 0
π

6

π

4

π

3

π

2

2π

3

3π

4

5π

6
π

r 0
2−
√
3

2
a

2−
√
2

2
a

1

2
a a

3

2
a

2 +
√
2

2
a

2 +
√
3

2
a 2a

1.2.2.2 玫瑰线

表达式：r = a sin(nθ)，周期为 2π

n
。

当 n为 3时为三叶，2时为四叶，3

2
为六叶。

三叶时周期为
2π

3
。

直角坐标系下表达式：x = a ·sin(n ·θ) ·cos(θ)

与 y = a · sin(n·) · sin(θ)

x

y

O

三叶玫瑰线对应参数：

θ 0
π

12

π

6

π

4

π

3

5π

12

π

2

7π

12

3π

2

r 0

√
2

2
a a

√
2

2
a 0 −frac

√
22a −a −frac

√
22a 0

1.2.2.3 阿基米德螺线
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表达式：r = aθ，其中 a > 0，θ ⩾ 0 由

0 开始增大时 r 也在不断增大。
x

y

O

1.2.2.4 伯努利双扭线

设定线段 F1F2 长度为 2a，伯努利双扭线上所有点 M满足MF1 ·MF2 = a2。

表达式：r2 = 2a2 cos 2θ 或 r2 = 2a2 sin 2θ。

直角坐标系下表达式：(x2 + y2)2 = 2a2(x2 − y2)。

x

y

O

r2 = 2a2 cos 2θ

x

y

O

r2 = 2a2 sin 2θ

1.2.3 直角坐标系下画极坐标图像

令 θ 为 x，令 r 为 y。如心形线 r =

2(1− cos θ)：

按直角坐标系的图就可以计算出对应的

r 从而能画出对应的图像。
x

y

2(1− cos(θ))

O

1.3 参数法

如果很难使用直角坐标或极坐标来表示曲线，那么可以引入一个新的变量

参数来表示，即得到参数方程：


x = x(t)

y = y(t)
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1.3.1 摆线（平摆线）

摆线，又称旋轮线、圆滚线，是一个圆沿一条直线滚动时，圆边界上一定点

所形成的轨迹。

令圆半径为 r，摆点与圆心所成直线所转动夹角对应弧度为 t，其中 t ∈ [0, 2π]，

所对应参数方程为：


x = r(t− sin t)

y = r(1− cos t)

x

y

O

2a

1.3.2 星形线（内摆线）

与半径为 r 的定圆内切的半径为
r

4
的动

圆沿定圆无滑动地滚动，动圆上一点的

轨迹称为星形线。

令 t 表示摆点与圆心的连线所构成夹角

的弧度，其中 t ∈ [0, 2π]，得对应参数方

程：


x = r cos3 t

y = r sin3 t

由 cos2 t + sin2 t = 1 得到直角坐标方程：

x
2
3 + y

2
3 = r

2
3。

x

y

O

a

2 常用基础知识

2.1 数列

2.1.1 等差数列

首项为 a1，公差为 d(d ̸= 0) 的数列：a1, a1 + d, a1 + 2d · · · a1 + (n− 1)d。

通项公式：an = a1 + (n− 1)d。
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前 n 项和：Sn =
n

2
[2a1 + (n− 1)d] =

n

2
(a1 + an)

2.1.2 等比数列

首项为 a1，公比为 q(q ̸= 0) 的数列：a1, a1q, a1a
2 · · · a1qn−1。

通项公式：an = a1q
n−1。

前 n 项和：Sn =


na1, r = 1

a1(1− rn)
1− r

, r ̸= 1

若首项为 1，则 1 + r + r2 + · · ·+ rn−1 =
1− rn

1− r
(r ̸= 1)。

则对无穷的极限为
1

1− r
。

2.1.3 常见数列前 n 项和

1.
∑n

k=1 k = 1 + 2 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
。

2.
∑n

k=1 k
2 = 12 + 22 + · · ·+ n2 =

n(n+ 1)(2n+ 1)

6
。

3.
∑n

k=1

1

k(k + 1)
=

1

1× 2
+

1

2× 3
+ · · ·+ 1

n(n+ 1)
=

n

n+ 1
。

2.2 三角函数

2.2.1 基本关系

cscα =
1

sinα, secα =
1

cosα, cotα =
1

tanα, tanα =
sinα
cosα, cotα =

cosα
sinα。

sin2 α + cos2 α = 1, 1 + tan2 α = sec2 α, 1 + cot2 α = csc2 α。

cos2 α = 1−sin2 α = (1+sinα)(1−sinα)，sin2 α = 1−cos2 α = (1+cosα)(1−

cosα)。

2.2.2 诱导公式

奇变偶不变，符号看象限。奇指前面添加的常数项是否为 π 的整数倍，是就

需要改变函数，看象限指添加了常数后整体的符号看函数所在象限的符号。

1. sin(π
2
± α) = cosα

2. cos(π
2
± α) = ∓ sinα
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3. sin(π ± α) = ∓ sinα

4. cos(π ± α) = − cosα

2.2.3 倍角公式

sin 2α = 2 sinα cosα，cos 2α = cos2 α−sin2 α = (sinα+cosα)(cosα−sinα) =

1− 2 sin2 α = 2 cos2 α− 1。

1 + sin 2α = (sinα + cosα)2，1− sin 2α = (sinα− cosα)2。

sin 3α = −4 sin3 α3 sinα, cos 3α = 4 cos3 α− 3 cosα。

tan 2α =
2 tanα

1− tan2 α
, cot 2α =

cot2 α− 1

2 cotα 。

2.2.4 半角公式

sin2 α

2
=

1

2
(1− cosα), cos2 α

2
=

1

2
(1 + cosα)（降幂公式）。

sin α
2
= ±

√
1− cosα

2
, cos α

2
= ±

√
1 + cosα

2
。

tan α
2
=

1− cosα
sinα =

sinα
1 + cosα = ±

√
1− cosα
1 + cosα =

1

cot α
2

。

2.2.5 和差公式

sin 和 tan 的和差公式更容易考到。

sin(α± β) = sinα cos β ± cosα sin β, cos(α± β) = cosα cos β ∓ sinα sin β。

tan(α± β) = tanα± tan β
1∓ tanα tan β , cot(α± β) = cotα cot β ∓ 1

cot β ± cotα 。

2.2.6 积化和差公式

和差化积与积化和差不需要背，都是和差公式的推导。

sinα cos β =
1

2
[sin(α+β)+sin(α−β)], cosα sin β =

1

2
[sin(α+β)−sin(α−β)]。

cosα cos β =
1

2
[cos(α+β)+cos(α−β)], sinα sin β =

1

2
[cos(α−β)−cos(α+β)]。

2.2.7 和差化积公式

sinα + sin β = 2 sin α + β

2
cos α− β

2
, sinα− sin β = 2 sin α− β

2
cos α + β

2
。

cosα+ cos β = 2 cos α + β

2
cos α− β

2
, cosα− cos β = −2 sin α + β

2
sin α− β

2
。

推理和差化积公式，如第一个：
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sinα + sin β = sin
(
α + β

2
+
α− β
2

)
+ sin

(
α + β

2
− α− β

2

)
=

sin α + β

2
cos α− β

2
+ cos α + β

2
sin α− β

2
+ sin α + β

2
cos α− β

2

− cos α + β

2
sin α− β

2
= 2 sin α + β

2
cos α− β

2

2.2.8 万能公式

可以视为特殊的倍角公式，将单角变为半角。

若 u = tan x
2
(−π < x < π)，则 sinx =

2u

1 + u2
, cosx =

1− u2

1 + u2
。

2.2.9 辅助角公式

a sinx+ b cosx =
√
a2 + b2 sin(x+ ϕ)，sinϕ =

b√
a2 + b2

，cosϕ =
a√

a2 + b2
。

2.2.10 正弦定理

a

sinA =
b

sinB =
c

sinC。

2.2.11 余弦定理

a2 = b2 + c2 − 2bc cosA，b2 = a2 + c2 − 2ac cosB，c2 = a2 + b2 − 2ab cosC。

2.2.12 三角形面积公式

S△ABC =
1

2
bc sinA =

1

2
ac sinB =

1

2
ab sinC。

2.2.13 海伦公式

S△ABC =
√
p(p− a)(p− b)(p− c)，p = a+ b+ c

2
。

2.3 反三角函数

因为只有单调函数才有反函数，所以对于三角函数必须选取其单调区间才

有反函数。一般只讨论三角函数在其主值区间上的反函数（主值区间即包括锐角

最大的单调区间）。

可以画单位圆直观思考。
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2.3.1 反正弦函数

正弦函数 y = sinx 在主值区间
[
−π
2
,
π

2

]
上的反函数就是反正弦函数，记为

y = arcsinx 或 y = sin−1 x。表示其区间上正弦值等于 x 的一个角。

反正弦函数与正弦函数图像一样都是关于原点对称、严格单调递增、有界的

奇函数。

当 x ∈ [−1, 1] 时，arcsin(−x) = − arcsinx。

当 x ∈
[
−π
2
,
π

2

]
时，arcsin(sinx) = x。

当 x ∈ [−1, 1] 时，sin(arcsinx) = x。

2.3.2 反余弦函数

余弦函数 y = cosx 在主值区间 [0, π] 上的反函数就是反余弦函数，记为

y = arccosx 或 y = cos−1 x。表示其区间上余弦值等于 x 的一个角。

反余弦函数是严格单调递减、有界的非奇非偶函数，图像关于
(
0,
π

2

)
对称。

因为关于
(
0,
π

2

)
对称，若 x1, x2 ∈ (−1, 1)，x1 = −x2，则 arccosx1 +

arccosx2 = π。

当 x ∈ (−1, 1) 时，arccos(−x) + arccosx = π。

当 x ∈ [0, π] 时，arccos(cosx) = x。

当 x ∈ [−1, 1] 时，cos(arccosx) = x。

当 x ∈ [−1, 1] 时，sin(arccosx) =
√
1− x2。令 u = arccosx ∈ [0, π]，所以

cosu = x，从而 sin(arccosx) = sinu =
√
1− cos2 u =

√
1− x2。

同理可得 cos(arcsinx) =
√
1− x2。

arcsinx+ arccosx =
π

2
。证明需要分三种情况。

2.3.3 反正切函数

正切函数 y = tanx在主值区间
[
−π
2
,
π

2

]
上的反函数就是反正切函数，记为

y = arctanx 或 y = tan−1 x。表示其区间上正切值等于 x 的一个角。

正切函数是关于原点对称、严格单调递增、有界的奇函数。值域为
(
−π
2
,
π

2

)
，

定义域为 (−∞,+∞)。

当 x ∈ (−∞,+∞) 时，arctan(−x) = − arctanx。

当 x ∈
(
−π
2
,
π

2

)
，arctan(tanx) = x。

当 x ∈ (−∞,+∞) 时，tan(arctanx) = x。
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例题：求 arctan 1

2
+ arctan 1

3
的值。

解：由于求反正切函数不方便，所以转换为正切函数来求。

令 arctan 1

2
= α，arctan 1

3
= β，所以 tanα =

1

2
，tan β =

1

3
。

又由反正切函数的定义，α, β ∈
(
−π
2
,
π

2

)
，α + β ∈ (−π, π)。

想求出 α + β 就要利用和差公式：∴ tan(α + β) =
tanα + tan β
1− tanα tan β = 1。

即 α + β =
π

4
= arctan 1

2
+ arctan 1

3
。

2.3.4 反余切函数

余切函数 y = cotx 在主值区间 [0, π] 上的反函数就是反余切函数，记为

y = arccotx 或 y = cot−1 x。表示其区间上余切值等于 x 的一个角。

余切函数是关于
(
0,
π

2

)
中心对称、严格单调递减、有界的非奇非偶函数。值

域为 (0, π)，定义域为 (−∞,+∞)。

当 x ∈ (−∞,+∞) 时，arccot(−x) = π − arccotx。

当 x ∈
(
−π
2
,
π

2

)
，arccot(cotx) = x。

当 x ∈ (−∞,+∞) 时，cot(arccotx) = x。

当 x ∈ (−∞, 0) ∪ (0,+∞) 时，tan(arccotx) = 1

x
，cot(arctanx) = 1

x
。

当 x ∈ (−∞,+∞) 时，arctanx+ acrccotx =
π

2
。

2.4 指数运算法则

aα · aβ = aα+β,
aα

aβ
= aα−β, (aα)β = aαβ, (ab)α = aαbα, (

a

b
)α =

aα

bα
。

其中 a，b 为正实数，α，β 为任意实数。

2.5 对数运算法则

重点：

1. loga(MN) = logaM + logaN（积的对数 = 对数的和）。

2. loga(
M

N
) = logaM − logaN（商的对数 = 对数的差）。

3. logaM
n = n logaM（幂的对数 = 对数的倍数）。

4. loga
n
√
M =

1

n
logaM。
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所以以后多项相乘相除乘方开方都取对数进行化简。

对于分数相减的对数先通分再进行对数减法。

如下面这个题（先不要求能直接证明）：

例题：证明
1

x+ 1
< ln(1 + 1

x
) <

1

x
，其中 x > 0。

证明：首先因为证明中间项无法进行直接处理，又看到是一个对数，所以进

行通分：ln(1 + 1

x
) = ln x+ 1

x
= ln(x+ 1)− lnx。

又因为是证明该中间式在一个区间，所以很明显会想到拉格朗日中值定理：

f(b)− f(a) = f ′(ξ)(b− a)。

得到原式 = f ′(ξ) = (ln ξ)′ = 1

ξ
，又中值定理下 a < ξ < b 且 x > 0，所以

1

b
<

1

ξ
<

1

a
，得到 0 <

1

x+ 1
<

1

ξ
<

1

x
。

所以原式
1

x+ 1
< ln(1 + 1

x
) <

1

x
成立。

2.6 一元二次方程基础

1. 基本格式为 ax2 + bx+ c = 0(a ̸= 0)。

2. 如果 ∆ =
√
b2 − 4ac ⩾ 0，根的公式为 x1,2 =

−b±
√
b2 − 4ac

2a
，其中如果

等于 0 为唯一实根，如果大于 0 为二重实根，如果 ∆ < 0 则得到共轭复数

根 − b

2a
±
√
4ac− b2
2a

i。

3. 根与系数的关系（韦达定理）为 x1 + x2 = −
b

a
, x1x2 =

c

a
。

4. 抛物线顶点为 (− b

2a
, c− b2

4a
)。

2.7 因式分解公式

重点为 3、4、7 和 11 的公式。

1. (a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2。

2. (a− b)2 = a2 − 2ab+ b2。

3. (a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3。

4. (a− b)3 = a3 − 3a2b+ 3ab2 − b3。

5. a2 − b2 = (a+ b)(a− b)。
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6. a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab+ b2)。

7. a3 + b3 = (a+ b)(a2 − ab+ b2)。

8. n 为正整数时，an − bn = (a− b)(an−1 + an−2b+ · · ·+ abn−2 + bn−1)。

9. n 为正偶数时，an − bn = (a+ b)(an−1 − an−2b+ · · ·+ abn−2 − bn−1)。

10. n 为正奇数时，an + bn = (a+ b)(an−1 − an−2b+ · · · − abn−2 + bn−1)。

11. 二项式定理 (a + b)n =
∑n

k=0C
k
na

n−kbk = an + nan−1b +
n(n− 1)

2!
an−2b2 +

· · ·+ n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!
an−kbk + · · ·+ nabn−1 + bn。

对于二项式定理需要记忆，后面的幂比较简单，而前面的系数比较困难，可

以使用杨辉三角形来记忆：

C0
0

C0
1 C1

1

C0
2 C1

2 C2
2

C0
3 C1

3 C2
3 C3

3

C0
4 C1

4 C2
4 C3

4 C4
4

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

2.8 阶乘与双阶乘

1. n! = 1× 2× 3× · · · × n，其中 0! = 1。

2. (2n)!! = 2× 4× 6× · · · × (2n) = 2n · n!。

3. (2n− 1)!! = 1× 3× 5× · · · × (2n− 1)。

以后的华里士公式（点火公式，在定积分中）会使用到，如下面的题目：

例题：计算
∫ π

2

0
sin10 xdx 与

∫ π
2

0
cos9 xdx。

解：原式 1 为偶数次幂，所以 =
9

10
· 7
8
· 5
6
· 3
4
· 1
2
· π
2
=
π

2
· 9!!
10!!
。

原式 2 为奇数次幂，所以 =
8

9
· 6
7
· 4
5
· 2
3
=

8!!

9!!

2.9 常用不等式

非常重要。
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2.9.1 绝对值不等式

若 a，b 为实数，则：

1. |a± b| ⩽ |a|+ |b|。

2. 推广公式一到离散区间：|a1 ± a2 ± a3 ± · · · ± an| ⩽ |a1|+ |a2|+ · · ·+ |an|。

3. 推广公式一到连续区间且 f(x) 在 [a, b](a < b) 上可积：|
∫ b

a
f(x)dx| ⩽∫ b

a
|f(x)|dx。因为符号不一定相同的面积代数和一定小于同为正的面积代

数和。

4. ||a| − |b|| ⩽ |a− b|。后式子为两点之差，前式子可以看作 a、b 两点与 0 之

间的距离的差，若异号则两者必然抵消一部分，若同号则就等于后式。

2.9.2 根号不等式

公式一非常重要，即算数平均值大几何平均值。

a, b, c > 0：

1.
√
ab ⩽ a+ b

2
⩽

√
a2 + b2

2
。

2. 3
√
abc ⩽ a+ b+ c

3
⩽ a2 + b2 + c2

3
。

例题：证明函数 f(x) =
x

1 + x2
在 (−∞,+∞) 内有界。

证明：可以使用极限，若极限存在则函数有界，这里使用有界性定义与不等

式来完成。

¬当 x = 0 时，f(0) =
0

1
，有界。

­当 x ̸= 0时，原式分式上下都有 x，所以简化公式：f(x) =

x

x
1 + x2

x

=
1

1

x
+ x
。

∵ 需要证明有界性，以及根号不等式下需要参数大于 0，所以需要证明

|f(x)| = 1
1

|x|
+ |x|

⩽M

又 ∵ a+ b

2
⩾
√
ab，∴

1

|x|
+ |x|

2
⩾

√
1

|x|
· |x| = 1

∴ |f(x)| = 1
1

|x|
+ |x|

⩽ 1

2
。

故整个函数在 R 上有界。
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2.9.3 指数不等式

设 a > b > 0，则


an > bn, 当n > 0时

an < bn, 当n < 0时

。

ex ⩾ x+ 1(∀x)。

2.9.4 分数不等式

若 0 < a < x < b, 0 < c < y < d，则
c

b
<
y

x
<
d

a
。

2.9.5 三角不等式

1. sinx < x < tanx(0 < x <
π

2
)。

2. sinx < x(x > 0)。

3. arctanx ⩽ x ⩽ arcsinx(0 ⩽ x ⩽ 1)。

2.9.6 对数不等式

1. x− 1 ⩾ lnx(x > 0)。

2. 1

1 + x
< ln(1 + 1

x
) <

1

x
(x > 0)。
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