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高数研究连续的问题，而代数研究离散的问题。

行列式本质是研究线性方程组的问题。行列式本质是一个数，必须是一个长

宽相等的形式。

1 行列式概念

1.1 低阶行列式

若对于一个一阶行列式，就是 |a11| 来表示，这个就是一个数。

若要解一个二元一次方程组：a1x+ b1y = c1(1)

a2x+ b2y = c2(2)

则利用 (1)× b2 − (2)× b1 = (a1b2 − a2b1)x = c1b2 − c2b1。

(1)× a2 − (2)× a1 = (a2b1 − a1b2)y = c1a2 − c2a1。

根据系数形式可以得到一个二阶行列式：∣∣∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣∣∣ = ad− bc。

而二阶行列式的几何意义是指由两个二维向量组成的，结果为这两个向量

为邻边的平行四边形的面积。行列式的一行或一列就是一个向量。

同理解三元一次方程组可得三阶行列式：∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a11a23a32 +

a12a21a33。

三阶行列式的几何意义就是由三个向量为邻边所构成的平行六面体的体积。

行列式是一个数，是不同行不同列元素乘积的代数和。

横排为行，竖排为列，数 aij 为元素或元，第一个下标 i 为行标，第二个下

标 j 为列标。

对角线法则定义：二阶三阶行列式的值就是所有左对角线的值减去所有右

对角线的值。
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1.2 排列、逆序、逆序数

由 1, 2, · · · , n 任意组成的有序数组称为一个 n 阶排列（全排列），通常用

j1j2 · · · jn 表示 n 阶排列。如 9 5 4 7 就是一个 4 阶排列。

一个排列中，若一个大的数排在一个小的数的前面，就称为这两个数构成一

个逆序。如 9 5 4 7 的 9 和 4 就构成一个逆序。

定义：一个排列的逆序的总数称为这个排列的逆序数，用 τ(j1j2 · · · jn) 表示

排列 j1j2 · · · jn 的逆序数。如 9 5 4 7 有逆序 9-5，9-4，9-7，5-4 四个逆序，逆序

数为 4。

若一个排列的逆序数是偶数，则这个排列是偶排列，否则称为奇排列。如 9

5 4 7 是偶排列。

若是 1 2 · · · n 按序排列，称为这个排列为自然排列，逆序数为 0，是偶排

列。

定义：将任意两个元素对调，其他元素不动就是对换，若这两个元素相邻则

是相邻对换。

定理：一个排列中任意两个元素对换，排列奇偶性变化。

定理：奇排列对换成标准排列（一般为自然排列）的对换次数为奇数，偶排

列的对换次数为偶数。

1.3 n 阶行列式∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
j1j2···jn

(−1)τ(j1j2···jn)a1j1a2j2 · · · anjn。

即在 n 行每一行都取一个不同于之前取的列的数相乘，把所有的乘积相加

起来，其每个项的正负号由其列号序列的逆序数决定。一共有 n! 个项相加减。

从几何意义来看就是由 n 个 n 维向量：

α1 = [a11, a12, · · · , a1n]，α2 = [a21, a22, · · · , a2n]，· · ·，αn = [an1, an2, · · · , ann]

为邻边的 n 维图形体积。

从而行列式的值 D，若 D ̸= 0 则行列式的三个向量称为线性无关，体积就

不是 0，否则线性相关，即两条线重叠，体积为 0。
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1.4 特殊行列式

1.4.1 主对角线行列式∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
. . . · · · a2n

. . . ...

ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11

a21
. . .

... · · · . . .

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11
. . .

. . .

ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

a11 · · · ann
上三角行列式：包括主对角线的右上部分元素不全为 0，左下部分元素全为

0。

下三角行列式：包括主对角线的左下部分元素不全为 0，右上部分元素全为

0。

对角行列式：省略号处的元素不全为 0，其他主对角线外的元素全为 0。

1.4.2 副对角线行列式∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1n

. . . a2n

. . . · · · ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 · · · . . .

... . . .

an1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1n

. . .

. . .

an1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(−1)
n(n−1)

2 a1n · · · an1
可以从第 n行开始向上相邻对换 n− 1次到达第 1层，依此类推，反下三角

可以对换成上三角行列式，对换次数为 (n− 1), (n− 2), · · · , 1 一共 n(n− 1)

2
次，

反上三角行列式也同理。

1.4.3 范德蒙德行列式∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

a1 a2 · · · an

· · · · · · ... · · ·

an−1
1 an−1

2 · · · an−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

范德蒙德行列式：元素连乘，结果为∏
1⩽j<i⩽n

(ai − aj)。若一个四阶范德蒙德

行列式的结果为 (a4 − a1)(a4 − a2)(a4 −

a3)(a3 − a1)(a3 − a2)(a2 − a1)。

若一个范德蒙德行列式不等于 0，则其每个元素 a1a2 · · · an 两两不等。
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1.4.4 爪形行列式∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21
. . .

... . . .

an1 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
，

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a1n

a21 . . .

... . . .

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
，

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a1n
. . . a2n

. . . ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
，

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

. . . a2n

. . . ...

an1 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
。

1.4.5 分块行列式∣∣∣∣∣∣ A O

O B

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣ A ∗

O B

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣ A O

∗ B

∣∣∣∣∣∣ = |A| · |B|。

2 行列式性质

拉普拉斯法则定义：An×n，Bn×n，则 |AB| = |A| · |B|。

若对于行列式 A，将 aij 和 aji 的元素互换位置得到 AT，则其就是 A 的转

置行列式。

定理：转置行列式与其行列式相等，即 |A| = |AT |。

定理：对调行列式的任意两行或两列，行列式变号。

定理：若行列式中有两行或两列元素完全相同，则此行列式等于 0。

定理：行列式中如果有两行或两列元素成比例，则此行列式等于 0。

定理：行列式的某一行或某一列中所有的元素都乘以同一个数 k，则等于用

k 乘此行列式。行列式中某一行或一列的所有元素的公因子可以提到行列式记号

外面。

即

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · ka1i · · · a1n

a21 · · · ka2i · · · a2n
... · · · ... . . . ...

an1 · · · kani · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1i · · · a1n

a21 · · · a2i · · · a2n
... · · · ... . . . ...

an1 · · · ani · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
。
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定理：某一行列的元素是两数之和

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
... ... · · · ...

ai1 + aj1 ai2 + aj2 · · · ain + ajn
... ... · · · ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
，

则 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
... ... · · · ...

ai1 ai2 · · · ain
... ... · · · ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
... ... · · · ...

aj1 aj2 · · · ajn
... ... · · · ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
定理：把行列式的某一行或某一列的个元素乘以同一个数然后加到另一行

或一列对应元素上去，行列式不变。

3 行列式展开

3.1 余子式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
定义：∀aij，D 中划去 i 行，j 列余下元素而成的 n− 1 阶行列式记为 Mij，

其就是 aij 的余子式。

余子式 aij 只与 ij 即位置有关，与 aij 大小无关。

3.2 代数余子式

令 Aij = (−1)i+jMij，其就是 aij 的代数余子式。

定理：若一个 n 阶行列式，若其中第 i 行所有元素除 (i, j) 元 aij 外都是零，

则行列式值 D = aijAij。
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3.3 展开公式

定义：行列式等于其任一行或列的各元素与对应的代数余子式乘积之和。即

D = ai1Ai1 + · · ·+ ainAin 或 D = a1jA1j + · · ·+ anjAnj。

定理：若元素与不对应的代数余子式乘积之和必然为 0。即 ai1Ak1 + · · · +

ainAkn = 0。
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