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主要包括特征值与特征向量，相似矩阵，对角矩阵。

这里的矩阵都是指方阵。

1 特征值与特征向量

1.1 定义

设 A是 n阶矩阵，λ是一个数，若存在 n维非零列向量 ξ ̸= 0，使得 Aξ = λξ，

则 λ 是 A 的特征值，ξ 是 A 的对应于特征值 λ 的特征向量。

1.2 性质

1.2.1 特征值性质

设 A = (aij)n×n，λi（i = 1, 2, · · · , n）是 A 的特征值，则：

•
n∑

i=1

λi =
n∑

i=1

= tr(A)。主对角线元素和即矩阵的迹。

•
n∏

i=1

λi = |A|。

• f(A)ξ = f(λ)ξ。

• A−1ξ =
1

λ
ξ。

• A∗α =
|A|
λ

ξ。

1.2.2 特征向量性质

• k 重特征值 λ 至多只有 k 个线性无关的特征向量。一共有 k 个特征向量。

• 若 ξ1 和 ξ2 是 A 的属于不同特征值 λ1 和 λ2 的特征向量，则 ξ1 和 ξ2 线性

无关。

• 若 ξ1 和 ξ2 是 A 的属于同特征值 λ 的特征向量，则 k1ξ1 + k2ξ2（k1k2 不同

时为 0）仍是 A 的属于特征值 λ 的特征向量。

• 若 A 可逆，则 A、A−1、A∗ 的特征向量相同。
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证明性质二：利用定义法，首先 Aξ1 = λ1ξ1，Aξ2 = λ2ξ2。

要证明两个特征向量线性无关，则证明 k1ξ1 + k2ξ2 = 0 时 k1 = k2 = 0。

Ak1ξ1 +Ak2ξ2 = k1λ1ξ1 + k2λ1ξ2 = 0。又 k1ξ1 + k2ξ2 = λ1k1ξ1 + λ1k2ξ2 = 0，

两式相减：k2(λ2 − λ1)ξ2 = 0，且 λ1 ̸= Λ2，ξ2 ̸= 0，∴ k2 = 0。

代入 k1ξ1 + k2ξ2 = 0，即 k1ξ1 = 0，又 ξ1 ̸= 0，∴ k1 = 0。

1.2.3 特征值与特征向量

• 若特征值不相等，则特征向量线性无关。

• 若特征值相等，则特征向量可能线性相关也可能线性无关。

性质一是因为特征向量的性质而来。从几何来理解，特征向量表示的是矩阵

变换中只有伸缩变换没有旋转变换的方向向量，特征值是这个方向的伸缩系数，

一个方向当然只有一个伸缩系数。

1.2.4 运算性质

∵ λξ − Aξ = 0，∴ (λE − A)ξ = 0，又 ξ ̸= 0，∴ (λE − A)x = 0 有非零解。

从而 λE − A 所表示的方阵线性相关，为降秩，从而 |λE − A| = 0。

其中 n− r(λE − A) 的值就是特征向量中自由变量的个数。

|λE − A| = 0 也称为特征方程或是特征多项式，解出的 λi 就是特征值。

将 λi 代回原方程求解。即 (λE − A)x = 0 有非零解，齐次方程只有唯一零

解和无穷非零解两种结果，所以这里求出来的就是无穷非零解，所以只用求出解

的基础解系即可。

根据极大线性无关组解出通解就是 ξ，非线性无关组的变量设为自由变量

（不能被约束的）用来表示其他变量。

如果没有行阶梯型，则对于一列全是 0 的变量就是自由变量。

1.3 运算

1.3.1 具体型

定理：若矩阵 A 为对角线矩阵，则特征值为对角线上元素。

定理：若 n 阶矩阵 A 行或列对应成比例，即 r(A) = 1，则 λ1 = λ2 = · · · =

λn−1 = 0，λn = tr(A)。
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注意：特征向量因为要求不为 0，所以需要 k ̸= 0。

注意：得到多重特征值时要全部写出，λ1 = λ2 = · · · = λn = λ。

例题：求 A =


2 −2 0

−2 1 −2

0 −2 0

 的特征值与特征向量。

|λE −A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ2 2 0

2 λ− 1 2

0 2 Λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (λ− 2)(λ− 1)λ− 4λ− 4(λ− 2) = λ3 − 3λ2 −

6λ+ 8 = (λ+ 2)(λ− 1)(λ− 4) = 0。

∴ λ1 = −2，λ2 = 1，λ = 4。

当计算 |λE − A| 时往往难点就是从多项式中解出 λ，对于 f(λ) = akλ
k +

· · ·+ a1λ+ a0 = 0，可以使用试根法：

1. 若 a0 = 0，λ = 0 就是其根。

2. 若 ak + · · ·+ a1 + a0 = 0，λ = 1 就是其根。

3. 若 a0 + a2 + · · ·+ a2k = a1 + a3 · · ·+ a2k−1，λ = −1 就是其根。

4. 若 ak = 1，且系数都是整数，则有理根是整数，且均为 a0 的因子。

对于第四个，如 λ3 − 4λ2 + 3λ+ 2 = 0，2 的因子为 ±1 和 ±2，分别代入得

到一根为 2。

1.3.2 抽象型

1. 利用定义，寻找 Aξ = λξ，ξ ̸= 0，λ 是 A 的特征值，ξ 是 A 属于 λ 的特

征向量。

2. 根据 |λE − A| = 0 计算出对应的 λ 值，再计算 ξ 的值。

矩阵 A kA Ak f(A) A−1 A∗ P−1AP AT

特征值 λ kλ λk f(λ) λ−1 |A|/λ λ λ

特征向量 ξ ξ ξ ξ ξ ξ P−1ξ 无关

例题：设 A 为 n 阶矩阵，且 AT = A（此时 A 就是幂等矩阵）。

(1) 求 A 的特征值可能的取值。

(2) 证明 E + A 是可逆矩阵。
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(1)解：∵ A2 = A，∴ f(A) = A2−A = 0，f(λ) = λ2−λ = 0，λ1 = 0，λ2 = 1。

值得注意的是这里求的 λ 是可能的取值，因为不同的矩阵特征值不同，只

有通过 |λE − A| = 0 的值才是真实的特征值。

2 相似理论

特征值和特征向量应用于矩阵的相似。

2.1 矩阵相似

2.1.1 定义

定义：设 A,B 是两个 n阶方阵，若存在 n阶可逆矩阵 P，使得 P−1AP = B，

则称 A 相似于 B，记为 A ∼ B。

其实就是对矩阵进行初等变换。

2.1.2 性质

相似的性质：

1. 反身性：A ∼ A。

2. 对称性：若 A ∼ B，则 B ∼ A。

3. 传递性：若 A ∼ B，B ∼ C，则 A ∼ C。

相似与其他部分的关系。

• 若 A ∼ B，r(A) = r(B)，|A| = |B|，|λE −A| = |λE −B|，tr(A) = tr(B)，

AB 具有相同的特征值。但是反之不能推出。

• 若 A ∼ B，AB ∼ BA，A2 = B2。

• 若 A ∼ B，Am ∼ Bm，f(A) ∼ f(B)。

• 若 A ∼ B，且 A 可逆，则 A−1 ∼ B−1，f(A−1) ∼ f(B−1)。

• 若 A ∼ B，AT ∼ BT，A∗ ∼ B∗。
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2.2 可逆矩阵相似对角化

2.2.1 定义

定义：设 n 阶矩阵 A，若存在 n 阶可逆矩阵 P，使得 P−1AP = Λ，其中 Λ

为对角矩阵（纯量阵，即对角线元素不全为 0，其他元素全为 0），则称 A 可相

似对角化，记为 A ∼ Λ，称 Λ 是 A 的相似标准形。

为什么要选择 Λ？，因为对角矩阵计算非常简单，只需要对对角线元素进行

运算就可以了。

2.2.2 对角化条件

∵ P−1AP = Λ，AP = PΛ，将 P 拆解为列向量组合：

A(ξ1, ξ2, · · · , ξn) = (ξ1, ξ2, · · · , ξn)


λ1

λ2

. . .

λn


(Aξ1, Aξ2, · · · , Aξn) = (λ1ξ1, λ2ξ2, · · · , λnξn)，Aξi = λiξi，i = 1, 2, · · · , n。

由于 P 可逆，从而 ξ 线性无关，ξ ̸= 0，ξ 为特征向量，λ 是特征值。

A ∼ Λ 的充要条件是：¬A 有 n 个线性无关的特征向量；­A 对应每个 ki

重特征值都有 ki 个线性无关的特征向量。

A ∼ Λ 的充分条件是：¬n 解矩阵 A 有 n 个不同的特征值；­A 为实对称

方阵。（A 可相似对角化不能反推这两个结论）

例题：判断 A =


1 −2 1

2 −4 2

1 −2 1

 是否可以相似对角化。
解：因为 A，对应行成比例，所以 λ1 = λ2 = 0，λ3 = 1− 4 + 1 = −2。

有两个不同的特征值，无法判断有多少个不同的特征向量，将特征值代回到

(λE − A)x = 0。首先代入 0：

(0E −A)x = 0，Ax = 0，


1 −2 1

2 −4 2

1 −2 1

 =


1 −2 1

0 0 0

0 0 0

，s = n− r = 2，

所以有两个基础解系向量。

所以一共有三个线性无关的特征向量，从而可以相似对角化。
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2.2.3 步骤

1. 求出 A 的所有特征值 λ。

2. 求出 A 的所有 λ 的特征向量 ξ。

3. 令 P = (ξ1, ξ2, · · · , ξn)，则 P−1AP = Λ。（ξ 线性无关，|P | ̸= 0，P 可逆）

例题：设 A =


2 2 −2

2 5 −4

−2 −4 5

，求可逆矩阵 P，使得 P−1AP = Λ。

解：|λE − A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− 2 −2 2

2 λ+ 5 −4

−2 −4 λ+ 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0，(λ− 1)2(λ− 10) = 0。

∴ λ1 = λ2 = 1，λ3 = 10。

当 λ1 = λ2 = 1 时，(E − A)x = 0，

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 −2 3

2 6 −4

−2 −4 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣，ξ1 = (−2, 1, 0)T，

ξ2 = (2, 0, 1)T。同理代入 λ3 = 10，(10E − A)x = 0，ξ3 = (1, 2,−2)T。

令 P = (ξ1, ξ2, ξ3) =


−2 2 1

1 0 2

0 1 −2

，使得 P−1AP =


1

1

10

。

2.3 实对称矩阵相似对角化

由相似对角化的充分条件可知，实对称矩阵必然可以相似对角化。

2.3.1 正交

定义：若 α = (a1, a2, · · · , an)，β = (b1, b2, · · · , bn)，则内积 (α, β) = a1b1 +

a2b2 + · · ·+ anbn。

所以内积是一个数值。

单位化是保持向量方向不变，将其长度化为 1。

正交化是指将线性无关向量系转化为正交系的过程。

2.3.2 施密特正交化

将一个线性无关向量组变为一个标准正交向量组。
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对于线性无关向量组 α1, α2, · · · , αn，令 β1 = α1，β2 = α2−
< α2, β1 >

< β1, β1 >
β1，β3 =

α3−
< α3, β1 >

< β1, β1

β1−
< α3, β2 >

< β2, β2 >
β2，· · ·，βn = αn−

< αn, β1 >

< β1, β1 >
β1−

< αn, β2 >

< β2, β2 >
β2−

· · · − < αn, βn−1

< βn−1, βn−1 >
βn−1。其中 < n, n > 代表 n, n 的内积。

最后单位化：γi =
βi

∥βi∥
。

2.3.3 定义

定义：AT = A 则 A 就是对称矩阵，若 A 的元素都是实数，则 A 是实对称

矩阵。

• A 是实对称矩阵，则 A 的特征值是实数，特征向量是实向量。

• A 是实对称矩阵，则其属于不同特征值的特征向量相互正交（线性无关）。

• A 是实对称矩阵，必然相似于对角矩阵，必与 n 个线性无关的特征向量

ξ1, ξ2, · · · , ξn，即必有可逆矩阵 P = [ξ1, ξ2, · · · , ξn] 使得 P−1AP = Λ，且存

在正交矩阵 Q，使得 Q−1AQ = QTAQ = Λ，所以 A 与 Λ 正交相似。（正

交：ATA = E）

证明性质二：已知实对称矩阵 AT = A。

令 Ax1 = λ1x1，Ax2 = λ2x2，λ1 ̸= λ2。对于第一个式子左乘 xT
2：

xT
2Ax1 = xT

2 λ1x1，x
T
2A

Tx1 = λ1x
T
2 x1，(Ax2)

Tx1 = λ1x
T
2 x1，代入 Ax2 = λ2x2：

(λ2x2)
Tx1 = λ1x

T
2 x1，λ2x

T
2 x1 = λ1x

T
2 x1，(λ2 − λ1)x

T
2 x1 = 0，xT

2 x1 = 0。

即 (x2, x1) = 0，从而 x1 与 x2 正交。

2.3.4 步骤

对于实对称矩阵，一定存在 P，所以一般而言还会考求正交单位化的 Q，步

骤如下：

1. 求出 A 的所有特征值 λ。

2. 求出 A 的所有 λ 的特征向量 ξ。

3. 将 (ξ1, ξ2, · · · , ξn) 正交化、单位化为 (η1, η2, · · · , ηn)。

4. 令 Q = (η1, η2, · · · , ηn)，则 Q−1AQ = QTAQ = Λ。
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例题：设 A =


2 2 −2

2 5 −4

−2 −4 5

，求正交矩阵 Q，使得 Q−1AQ = Λ。

解：这个题基本上跟上面的例题一致，只是将可逆矩阵改成了正交矩阵。

所以得到三个特征向量：ξ1 = (−2, 1, 0)T，ξ2 = (2, 0, 1)T，ξ3 = (1, 2,−2)T。

实对称矩阵不同特征值的特征向量必然相互正交，从而 ξ1 ⊥ ξ3，ξ2 ⊥ ξ3。

而 ξ1 与 ξ2 特征值相同从而不一定正交，(ξ1, ξ2) = −4 ̸= 0，所以并不正交。

令 η1 = ξ1 = (−2, 1, 0)T，η2 = ξ2 −
(ξ2, η1)

(η1, η1)
η1 = (2, 0, 1)T − −4

5
(−2, 1, 0)T。

∴ η2 =

(
2

5
,
4

5
, 1

)T

，取 η2 = (2, 4, 5)T，η1 = (−2, 1, 0)T，η3 = ξ3 = (1, 2,−2)T。

单位化 η′1 =

√
5

5
(−2, 1, 0)T，η′2 =

√
5

15
(2, 4, 5)T，η′3 =

1

3
(1, 2,−2)T。

令 Q = (η′1, η
′
2, η

′
3)，使得 Q−1AQ = QTAQ = Λ。
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