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1 总体与样本

1.1 总体定义

定义：研究对象的全体称为总体，组成总体的每一个元素称为个体。

1.2 样本

1.2.1 定义

定义：n个相互独立且域总体 X 有相同概率分布的随机变量 X1, X2, · · · , Xn

所组成的整体 (X1, X2, · · · , Xn) 称为来自总体 X，容量为 n 个一个简单随机

样本，简称样本。一次抽样结果的 n 个具体值 (x1, x2, · · · , xn) 称为来自样本

X1, X2, · · · , Xn 的一个观测值或样本值。

在概率论中称为独立同分布，而在数理统计就称为简单随机样本。

1.2.2 分布

对于容量为 n 的样本 X1, X2, · · · , Xn 有如下定理：假设总体 X 的分布函数

为 F (x)（概率密度为 f(x)，或概率分布为 pi = P{X = xi}），则 (X1, X2, · · · , Xn)

的分布函数为 F (x1, x2, · · · , xn) =
n∏

i=1

F (xi)。

对于离散型随机变量联合分布：F (X1 = x1, X2 = x2, · · · , Xn = xn) =
n∏

i=1

P{Xi = xi}。

对于连续型随机变量联合概率密度：f(x1, x2, · · · , xn) =
n∏

i=1

f(xi)。

2 统计量与分布

2.1 统计量

设X1, X2, · · · , Xn来自总体X 的一个样本，g(x1, x2, · · · , xn)为 n元函数，若

g中不含有任何未知参数，则称 g(X1, X2, · · · , Xn)为样本 X1, X2, · · · , Xn的一个

统计量。若 (x1, x2, · · · , xn)为样本值，则称 g(x1, x2, · · · , xn)为 g(X1, X2, · · · , Xn)

的观测值。
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2.2 常用统计量

• 样本均值：X =
1

n

n∑
i=1

Xi。

• 样本方差：S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2。

• 样本标准差：S =

√
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2。

• 样本 k 阶（原点）矩：Ak =
1

n

n∑
i=1

Xk
i（k = 1, 2, · · ·）。

• 样本 k 中心矩：Bk =
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)k（k = 1, 2, · · ·）。

2.3 顺序统计量

2.3.1 概念

将样本 X1, X2, · · · , Xn 的 n 个观测量按其值从小到大的顺序排列，得到

X(1) ⩽ X(2) ⩽ · · · ⩽ X(n)。

随机变量 X(k)（k = 1, 2, · · · , n）称为第 k 顺序统计量，其中 X(1) 是最小顺

序统计量，而 X(n) 是最大顺序统计量。

X(n) 的分布函数为 F(n)(x) = [F (x)]n，概率密度为 f(n)(x) = n[F (x)]n−1f(x)。

证明：F(n)(x) = P{X(n) ⩽ x} = P{max{x1, · · · , xn} ⩽ x} = P{x1 ⩽
x, · · · , xn ⩽ x} = P{x1 ⩽ x} · · ·P{xn ⩽ x} = F(1)(x) · · ·F(n)(x) = [F (x)]n。

X(1) 的分布函数为 F(1)(x) = 1 − [1 − F (x)]n，概率密度为 f(1)(x) = n[1 −

F (x)]n−1f(x)。

证明：F(1)(x) = P{X(1) ⩽ x} = P{min{x1, · · · , xn} ⩽ x} = 1−P{min{x1, · · ·

, xn} > x} = 1−P{x1 > x, · · · , xn > x} = 1−P{x1 > x} · · ·P{xn > x} = 1−[1−

P{x1 ⩽ x}] · · · [1−P{xn ⩽ x}] = 1−[1−F(1)(x)] · · · [1−F(n)(x)] = 1−[1−F (x)]n。

2.3.2 性质

设总体 X 的期望 EX = µ，方差 DX = σ2，样本 X1, X2, · · · , Xn 取自 X，

X 和 S2 分别为样本的均值和方差，则：

• EXi = µ。

• DXi = σ2。
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• EX = EX = µ。

• DX = D

(
1

n

n∑
i=1

xi

)
=

1

n2
nσ2 =

1

n
DX =

σ2

n
。

• E(S2) = E

(
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x)2
)

= E

(
1

n− 1

n∑
i=1

(x2
i − 2xix+ x2)

)
=

E

(
1

n− 1

(
n∑

i=1

x2
i − 2x ·

n∑
i=1

xi + nx2

))
= E

(
1

n− 1

(
n∑

i=1

x2
i − nx2

))
=

1

n− 1
E

(
n∑

i=1

x2
i − nx2

)
=

1

n− 1

(
n∑

i=1

Ex2
i − nEx2

)
=

n

n− 1
[(Exi)

2+Dxi−

(Ex)2 −Dx] =
n

n− 1

(
µ2 + σ2 − µ2 − σ2

n

)
= DX = σ2。

2.4 三大分布

2.4.1 χ2 分布

2.4.1.1 概念

定义：若随机变量 X1, X2, · · · , Xn 相互独立，且都服从标准正态分布，则

随机变量 X =
n∑

i=1

X2
i 服从自由度为 n 的 χ2 分布，记为 X ∼ χ2(n)，特别地

X2
i ∼ χ2(1)。

对给定的 α（0 < α < 1）称满足 P{χ2 > χ2
α(n)} =

∫ +∞
χ2
α(n)

f(x) dx = α 的

χ2
α(n) 为 χ2(n) 分布的上 α 分位点。

x

y

O

n = 1

n = 2

n = 3 n = 10

f(x)

x

y

O

χ2
a(n)

f(x)

α

2.4.1.2 性质

• 若 X1 ∼ χ2(n1)，X2 ∼ χ2(n2)，X1X2 相互独立，则 X1+X2 ∼ χ2(n1+n2)。

一般，若 Xi ∼ χ2(ni)（i = 1, 2, · · · ,m），X1, X2, · · · , Xm 相互独立，则
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m∑
i=1

Xi ∼ χ2

(
m∑
i=1

ni

)
。

• 若 X ∼ χ2(n)，则 EX = n，DX = 2n。

2.4.2 t 分布

2.4.2.1 概念

也称为学生分布。

若随机变量 X ∼ N(0, 1)，Y ∼ χ2(n)，XY 相互独立，则随机变量 t =
X√
Y /n

服从自由度为 n 的 t 分布，记为 t ∼ t(n)。

当 t → ∞ 时，t 分布就是标准正态分布。其是偶函数，所以 Et = 0。

t 分布用于根据小样本来估计呈正态分布且方差未知的总体的均值。

x

y

O

n = +∞

n = 2

n = 1

f(x)

α

2.4.2.2 性质

由 t 分布的概率密度 f(x) 图形的对称性可知 P{t > −tα(n)} = P{t >

t1−α(n)}，所以 t1−α(n) = −tα(n)。

2.4.3 F 分布

2.4.3.1 概念

若随机变量 X ∼ χ2(n1)，Y ∼ χ2(n2)，且 X 与 Y 相互独立，则 F =
X/n1

Y /n2

服从自由度为 (n1, n2) 的 F 分布，记为 F ∼ F (n1, n2)，其中 n1 为第一自由度，

n2 为第二自由度。
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x

y

O

n1 = 10, n2 = 6

n1 = 10, n2 = ∞f(x)

2.4.3.2 性质

• 若 F ∼ F (n1, n2)，则
1

F
∼ F (n2, n1)。

• F1−α(n1, n2) =
1

Fα

(n2, n1)。

证明性质二：记 F ∼ F (n2, n1)。

∴ P{F > Fα(n2, n1)} = α，P{F ⩽ Fα(n2, n1)} = 1− α。

取倒数：P

{
1

F
⩾ 1

Fα(n2, n1)

}
= 1− α。

又根据性质 1： 1

F
∼ F (n1, n2)，P{ 1

F
⩾ F1−α(n1, n2)} = 1− α。

即 F1−α(n1, n2) =
1

Fα

(n2, n1)。

2.5 正态总体下结论

设 X1, X2, · · · , Xn 是来自正态总体 N(µ, σ2)的一个样本，X =
n∑

i=1

Xi，S
2 =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2 分别是样本的均值和方差，则：

1. X ∼ N

(
µ,

σ2

n

)
，即

X − µ

σ/
√
n

=

√
n(X − µ)

σ
∼ N(0, 1)。

2. 1

σ2

n∑
i=1

(Xi − µ)2 ∼ χ2(n)。

3. (n− 1)S2

σ2
=

n∑
i=1

(
Xi −X

σ

)2

∼ χ2(n−1)（µ未知时，在 2中用 X 代替 µ）。

4. X 与 S2 相互独立，

√
n(X − µ)

S
∼ t(n− 1)（σ 未知时在 1中用 S 代替 σ）。

进一步有
n(X − µ)2

S2
∼ F (1, n− 1)。
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设 X1, X2, · · · , Xm 是来自正态总体 N(µ1, σ
2
1)的一个样本，设 Y1, Y2, · · · , Yn

是来自正态总体 N(µ2, σ
2
2) 的一个样本，Xi 和 Yi 相互独立，X =

1

m

m∑
i=1

Xi、

Y =
1

n

n∑
i=1

Yi、S
2
1 =

1

m− 1

m∑
i=1

(Xi−X)2、S2
2 =

1

n− 1

n∑
i=1

(Yi−Y )2 分别是样本 Xi、

Yi 的均值和方差，Sw =
1

m+ n− 2
[(m− 1)S2

1 +(n− 1)S2
2 ] =

1

m+ n− 2
[
m∑
i=1

(Xi −

X)2 +
n∑

i=1

(Yi − Y )2]，则：

1. (X − Y )− (µ1 − µ2)√
σ2
1

m
+

σ2
2

n

∼ N(0, 1)。（根据期望和方差性质）

2. S2
1/σ

2
1

S2
2/σ

2
2

=
S2
1

S2
2

· σ
2
2

σ2
1

∼ F (m− 1, n− 1)。

3. 当 σ2
1 = σ2

2 时，
(X − Y )− (µ1 − µ2)

Sw

√
1

m
+

1

n

∼ t(m+ n− 2)。

3 参数点估计

3.1 概念

定义：设总体 X 的分布函数为 F (x; θ)，其中 θ为一个未知参数，X1, X2, · · · ,

Xn 是取自总体 X 的一个样本。由样本构造一个适当的统计量 θ̂(X1, X2, · · · , Xn)

作为参数 θ 的估计，称统计量 θ̂(X1, X2, · · · , Xn) 为 θ 的估计量，一般记为 θ̂ =

θ̂(X1, X2, · · · , Xn)。

如果 x1, x2, · · · , xn 是样本的一个观察值，将其代入估计量 θ̂ 中得到值 θ̂(x1,

x2, · · · , xn)，并且此值作为未知参数 θ 的参数值，统计值称这个值为未知参数 θ

的估计值。

建立一个适当的统计量作为未知参数 θ 的估计量并以相应的观察值作为未

知参数估计值的问题，就是参数 θ 的点估计问题。

3.2 方法

3.2.1 矩估计法

使用替换思想，用样本距来估计总体距。

1. 写出总体 k 阶矩 µk = E(Xk)，其中 µ 含有参数 θ。
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2. 写出样本 k 阶矩 Ak =
1

n

n∑
i=1

Xk，Ak 只与样本有关。

3. 令总体 k 阶矩 = 样本 k 阶矩，即 E(Xk) =
1

n

n∑
i=1

Xk，就得到了 θ 的方程。

例题：来自总体的 X 的简单随机样本 X1, X2, · · · , Xn，总体 X 的概率分布

为 X ∼

 −1 0 2

2θ θ 1− 3θ

，其中 0 < θ <
1

3
，求参数 θ 的矩估计量。

解：令 X = EX，即
1

n

n∑
i=1

Xi = (−1)2θ + 0θ + 2(1− 3θ) = 2− 8θ。

所以 θ̂ =
2−X

8
。

例题：来自总体的 X 的概率密度为 f(x) =

 (1 + θ)xθ, 0 < x < 1

0, 其他
，其中

θ > −1 为未知参数，设 X1, X2, · · · , Xn 为来自总体 X 的样本容量为 n 的简单

随机样本，求 θ 的矩估计量。

解：令 X = EX，EX =
∫ +∞
−∞ xf(x) dx =

∫ 1

0
x(1+θ)xθ dx = (1+θ)

xθ+2

θ + 2

∣∣∣∣1
0

=

1 + θ

2 + θ
。

解得 θ̂ =
2X − 1

1−X
。

3.2.2 最大似然估计

3.2.2.1 定义

对未知参数 θ 进行估计时，在该参数可能取值的范围 I 内选取，使得样本

获得次观测值 x1, x2, · · · , xn 的概率最大的参数值 θ̂ 作为 θ 的估计，这样的 θ̂ 最

有利于 x1, x2, · · · , xn 的出现。

设总体 X 是离散型，其概率分布为 P{X = x} = p(x; θ)，θ ∈ I，θ 为未知

参数，X1, X2 · · · , Xn 为 X 的一个样本，则 X1, X2, · · · , Xn 取值为 x1, x2, · · · , xn

的概率为 P{X1 = x1, X2 = x2, · · · , Xn = xn} =
n∏

i=1

P{Xi = xi} =
n∏

i=1

p(xi; θ)。

显然这个概率值为 θ 的函数，记为 L(θ) = L(x1, x2, · · · , xn; θ) =
n∏

i=1

p(xi; θ)。称

L(θ) 为样本的似然函数。

定义：若存在 θ̂ ∈ I，使得 L(x1, x2, · · · , xn; θ̂) = max
θ∈I

L(x1, x2, · · · , xn; θ)，则称

θ̂ = θ̂(x1, x2, · · · , xn)为参数 θ的最大似然估计，对应的统计量 θ̂(X1, X2, · · · , Xn)

称为参数 θ 的最大似然估计量。
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同理若总体 X 为连续型随机变量，其概率密度为 f(x; θ)，θ ∈ I，则样本的

似然函数为 L(θ) = L(x1, x2, · · · , xn; θ) =
n∏

i=1

f(xi; θ).

定义：若存在 θ̂ ∈ I，使得 L(x1, x2, · · · , xn) = max
θ∈I

n∏
i=1

f(xi; θ)，则称 θ̂ =

θ̂(x1, x2, · · · , xn) 为参数 θ 的最大似然估计，对应的统计量 θ̂(X1, X2, · · · , Xn) 称

为参数 θ 的最大似然估计量。

3.2.2.2 步骤

1. 写出样本的似然函数。L(θ) = L(x1, x2, · · · , xn; θ1, θ2, · · · , θk) =
n∏

i=1

p(xi; θ1,

θ2, · · · , θk) 或
n∏

i=1

f(xi; θ1, θ2, · · · , θk)。

2. 如果 p(x; θ1, θ2, · · · , θk)或 f(x; θ1, θ2, · · · , θk)关于 θi 可微，则令
∂L(θ)

∂θi
= 0

或
∂ lnL(θ)

∂θi
= 0。由于 L(θ) 是乘积形式，且 lnx 单调增，所以 L(θ) 域

lnL(θ) 在同一 θ 处取极值，所以更多采用后面一种对数似然方程组来解。

求得 θi 的最大似然估计量为 θ̂ = θ̂(X1, X2, · · · , Xn)（i = 1, 2, · · · , k）。

3. 如果 p(x; θ1, θ2, · · · , θk) 或 f(x; θ1, θ2, · · · , θk) 不可微，或似然方程组无解，

则应由定义用其他方法求 θ̂，如当 L(θ) 为 θ 的单调函数时，θ̂ 为 θ 的取值

上限或下限。

即将概率密度或概率分布连乘，然后取对数，再求导令其为 0 解出 θ̂。

例题：来自总体的 X 的概率密度为 f(x) =

 (1 + θ)xθ, 0 < x < 1

0, 其他
，其中

θ > −1 为未知参数，设 X1, X2, · · · , Xn 为来自总体 X 的样本容量为 n 的简单

随机样本，求 θ 的最大似然估计量。

解：这是上面的矩估计的题目的延申。

首先 L(θ) = (1 + θ)xθ
1 · (1 + θ)xθ

2 · · · = (1 + θ) ·
n∏

i=1

xθ
i。

取对数 lnL(θ) = n ln(1 + θ) + θ
n∑

i=1

lnxi

对其求导：
d lnL(θ)

dθ =
n

1 + θ
+

n∑
i=1

lnxi = 0，解得 θ̂ = − n
n∑

i=1

lnxi

− 1。

最大似然估计量为 − n
n∑

i=1

lnXi

− 1。

注意：估计值用小写 x，估计量用大写 X。
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3.3 估计量平均标准

不同的估计法所产生的估计量有所差异，需要有一套标准来评判估计量。

3.3.1 无偏性

定义：若参数 θ 的估计量 θ̂ = θ̂(X1, X2, · · · , Xn) 对一切 n 及 θ ∈ I，有

Eθ̂ = θ，则称 θ̂ 为 θ 的无偏估计量。

例题：设 X1, X2, · · · , Xn 是正态总体 X ∼ N(µ, σ2) 的简单随机样本，为使

D = k
∑ n

lim
i=1

−1(Xi+1 −Xi)
2 称为总体方差 σ2 的无偏估计量，求 k。

解：已知总体方差为 σ2，所以代入：

ED = σ2 = kE(
∑ n−1

lim
i=1

(Xi+1 −Xi)
2) = kE(

n−1∑
i=1

(X2
i+1 − 2XiXi+1 +X2

i ))。

已知样本方差 S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi−X)2 =
1

n− 1

(
n∑

i=1

X2
i − nX

2
)
。所以为什

么样本方差要除以 n− 1 而不是 n？可以利用无偏性来证明。

证明：根据方差 DXi = EX2
i −E2Xi，从而 EX2

i = DXi +E2Xi = σ2 + µ2，

类似 DX = E(X
2
)− (EX)2，DX = D

(
1

n

n∑
i=1

Xi

)
=

1

n2

n∑
i=1

DXi =
1

n2
nσ2 =

σ2

n
。

∴ E(X
2
) = DX + (EX)2 =

σ2

n
+ µ2。

所以对样本方差求期望：ES2 = E

(
1

n− 1

(
n∑

i=1

X2
i − nX

2
))

=
1

n− 1(
n∑

i=1

E(X2
i )− nE(X

2
)

)
=

1

n− 1

(
n(σ2 + µ2)− n

(
σ2

n
+ µ2

))
= σ2。

3.3.2 有效性

也称为最小方差性。只有同样的无偏性才能比较有效性。

定义：设 θ̂1 = θ̂1(X1, X2, · · · , Xn)与 θ̂2 = θ̂2(X1, X2, · · · , Xn)都是 θ 的无偏

估计量，若 D(θ̂1) < D(θ̂2)，则 θ̂1 比 θ̂2 有效。

EX2
i = EX2

i+1 = (EXi+1)
2+DXi+1 = µ2+σ2，2EXiEi+1 = 2(EXi)

2 = 2µ2。

代入：= k
n−1∑
i=1

(2µ2 + 2σ2 − 2µ2) = 2kσ2(n− 1) = σ。解得 k =
1

2(n− 1)
。

3.3.3 一致性

也称为相合性。

定义：设 θ̂ = θ̂(X1, X2, · · · , Xn) 为未知参数 θ 的估计量，若对任意 ϵ > 0，

有 lim
n→∞

P{|θ̂− θ| < ϵ} = 1，即 θ̂
P−→ θ(n → ∞)，则称 θ̂ 为 θ 的一致估计量（相

合估计量）。
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4 参数区间估计与假设检验

区间估计和假设检验都是基于小概率事件基本上不可能发生的情况。

4.1 区间估计

区间估计是根据样本估计总体期望 µ 所在的区间。有两个参数，一个是区

间长度，一个是落入概率。

4.1.1 概念

定义：已知从总体 X 中取出一部分样本 Xn，则这些样本的平均值 X 不一

定等于 X 的期望即应该的平均值 µ，但是其之间的差距应该不大，即差距较小

的概率较大，从而表示为 P (|X − µ| < ∆) = 1− α，α 为显著性水平，其一般是

一个较小的正数。而 1− α 称为置信度或置信水平。

求置信区间的枢轴变量法：

1. 找到与待估计参数 θ 有关的统计量 T。（T 一般是 θ 的点估计）

2. 找到一个函数 I = I(T, θ)，T 为已知常量，θ 为未知参数，其分布 F 已知

（正态、χ2、t、F）且与 θ 无关，则 I 为枢轴变量。

3. 给定 1− α，确定 F 上的上
α

2
分位数 Z − α

2
，上 1− α

2
分位数 Z1−α

2
，则

P{Z1−α
2
⩽ I(T, θ) ⩽ Zα

2
= 1− α。

4. 求出 (θ, θ) 是参数 θ 的置信度为 1 − α 的区间估计，则区间 (θ, θ) 包含参

数 θ 的概率为 1− α。

4.1.2 正态总体均值的置信空间

4.1.2.1 估计 µ 而 σ 已知

假设 X ∼ N(µ, σ2)（若不服从正态分布就用中心极限定理来解决）。

即 X ∼ N

(
µ,

σ2

n

)
，规范化后记枢轴变量

X − µ

σ/
√
n

= U，则 U ∼ N(0, 1)。

又中间面积为 1− α，得到两端面积
α

2
。

得到上 α 分位数 Uα
2
，所以 P

(∣∣∣∣X − µ

σ/
√
n

∣∣∣∣ ⩽ Uα
2

)
= 1− α。

左边解得 P

(
X − σ√

n
Uα

2
⩽ µ ⩽ X +

σ√
n
Uα

2

)
= 1− α。
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解得 µ ∈ [X − Uα
2

σ√
n
,X + Uα

2

σ√
n
]。

这个 µ 所处的区间就是置信区间，区间上限就是置信上限，区间下限就是

置信下限。

4.1.2.2 估计 µ 而 σ 未知

当 σ 未知的时候就无法根据 σ 求出置信区间了，所以根据正态总体下的结

论，用样本方差 S 代替方差 σ，且
(X − µ)

S/
√
n

∼ t(n− 1)。

令枢轴变量
X − µ

S/
√
n

= t，所以 t ∼ t(n − 1)。同样 t 分布图形的中间面积

1− α，则两边面积为
α

2
。

可得上 α 分位点 tα
2
(n− 1)，所以 P

(∣∣∣∣X − µ

σ/
√
n

∣∣∣∣ ⩽ tα
2
(n− 1)

)
= 1− α，

左边解得 P

(
X − S√

n
tα

2
(n− 1) ⩽ µ ⩽ X +

S√
n
tα

2
(n− 1)

)
= 1− α。

解得 µ ∈ [X − tα
2
(n− 1)

S√
n
,X + tα

2
(n− 1)

S√
n
]。

4.1.2.3 估计 σ2 而 µ 已知

由于需要利用 µ 来估计 σ2，所以令枢轴变量 χ =
1

σ2

n∑
i=1

(Xi − µ)2 ∼ χ2(n)。

所以 P

(
χ2
1−α

2
(n) ⩽ 1

σ2

n∑
i=1

(Xi − µ)2 ⩽ χ2
α
2
(n)

)
= 1 − α，由于 χ2 分布的图

形是不对称的，所以上下限都需要单独查出。

解得 σ2 ∈


n∑

i=1

(Xi − µ)2

χ2
α
2
(n)

,

n∑
i=1

(Xi − µ)2

χ2
1−α

2
(n)

。
4.1.2.4 估计 σ2 而 µ 未知

由于 µ未知，所以不可用了，使用 X 替换 µ。令枢轴变量 χ =
(n− 1)S2

σ2
=

1

σ2

n∑
i=1

(Xi −X)2 ∼ χ2(n− 1)。

同理解得

[
(n− 1)S2

χ2
α
2
(n− 1)

,
(n− 1)S2

χ2
1−α

2
(n− 1)

]
。

从而得到基本置信空间公式：
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参数 条件 置信区间

µ
σ 已知

[
X − σ√

n
Uα

2
, X +

σ√
n
Uα

2

]
σ 未知

[
X − S√

n
tα

2
(n− 1), X +

S√
n
tα

2
(n− 1)

]

σ
µ 已知 σ2 ∈


n∑

i=1

(Xi − µ)2

χ2
α
2
(n)

,

n∑
i=1

(Xi − µ)2

χ2
1−α

2
(n)


µ 未知

[
(n− 1)S2

χ2
α
2
(n− 1)

,
(n− 1)S2

χ2
1−α

2
(n− 1)

]

4.2 假设检验

已经有了对期望 µ 的假设，对这个假设进行检验。若所处的区间在拒绝域

中，就拒绝原假设。

4.2.1 思想

已经有了假设样本期望为 µ = µ0。则 P (|X − µ0| < ∆) = 1− α，所以取对

立事件 P (|X − µ0| ⩾ ∆) = α，这是一个小概率事件。若对这个小概率事件发生

了，则否定原假设。

若 σ 已知，则 ∆ = Zα
2

σ√
n
，则区间 (−∞, µ0 −∆]∪ [µ0 +∆,+∞) 称为拒绝

域，即小概率发生的区间。

若 σ 未知，则 ∆ = tα
2
(n− 1)

S√
n
，拒绝域一样。

设 θ 为总体位置参数，θ0 为已知常数，则假设检验类型：

类型 H0 H1

双边检验 θ = θ0 θ ̸= θ0

单边检验
右边 θ ⩽ θ0 θ > θ0

左边 θ ⩾ θ0 θ < θ0

假设检验步骤：

1. 根据问题要求提出原假设 H0 和备择假设 H1。

2. 根据假设和条件确定检验统计量，在 H0 成立的条件下确定其分布。

3. 给定显著性水平 α，在 H0 成立的条件下根据 P{H0为真，拒绝H0} ⩽ α确

定拒绝域和临界点。
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4. 由样本值计算出检验统计量值，若该值落入拒绝域，则拒绝 H0，否则接受

H0。

4.2.2 正态总体下的六大检验与拒绝域

检验参数 条件 原假设 H0 备择假设 H1 检验法与统计量 拒绝域

µ

σ = σ0

µ = µ0 µ ̸= µ0 U 检验

U =
X − µ0

σ0/
√
n

∼ N(0, 1)

|u| ⩾ uα
2

µ ⩽ µ0 µ > µ0 u ⩾ uα

µ ⩾ µ0 µ < µ0 u ⩽ uα

σ 未知

µ = µ0 µ ̸= µ0 T 检验

U =
X − µ0

S/
√
n

∼ t(n− 1)

|t| ⩾ tα
2
(n− 1)

µ ⩽ µ0 µ > µ0 t ⩾ tα(n− 1)

µ ⩾ µ0 µ < µ0 t ⩽ tα(n− 1)

σ2

µ 已知

σ2 = σ2
0 σ2 ̸= σ2

0 χ2 检验

χ2 =

n∑
i=1

(Xi − µ)2

σ2
0

∼ χ2(n)

χ2 ⩽ χ2
1−α

2
(n)

χ2 ⩾ χ2
α
2
(n)

σ2 ⩽ σ2
0 σ2 > σ2

0 χ2 ⩾ χ2
α(n)

σ2 ⩾ σ2
0 σ2 < σ2

0 χ2 ⩽ χ2
1−α(n)

µ 未知

σ2 = σ2
0 σ2 ̸= σ2

0 χ2 检验

χ2 =
(n− 1)S2

σ2
0

∼ χ2(n− 1)

χ2 ⩽ χ2
1−α

2
(n− 1)

χ2 ⩾ χ2
α
2
(n− 1)

σ2 ⩽ σ2
0 σ2 > σ2

0 χ2 ⩾ χ2
α(n− 1)

σ2 ⩾ σ2
0 σ2 < σ2

0 χ2 ⩽ χ2
1−α(n− 1)

4.3 两类错误

显著性水平 α 实际上是犯第一类错误的概率的上界。

类型 第一类错误 第二类错误

含义 若 H0 为真，否定 H0（弃真） 若 H0 为假，接受 H0（存伪）

发生概率 α = P{拒绝H0|H0为真}
β = P{接受H0|H0为假}

= P{接受H0|H1为真}

说明

仅控制犯第一类错误的概率

的检验称为显著性检验，

概率为显著性水平

当样本容量固定，

则 α 和 β 中任意一个减少，

则另一个必然增大，

若要同时增大，

则只能增大样本容量
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