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第四章  可测函数



一、有限函数的相关定义







二、可测函数的定义

定义1

例1   零测集上的任何函数都是可测函数.

注：零测集的任何子集仍为零测集.

例2    可测集上的常值函数是可测函数.



三、可测函数的判定条件

定理1



证明





四、可测函数的相关性质



证明

注1：定理3是可测函数关于子集、并集的性质

定理3



引理

证明 .][][][ 可测，故只需证明因为 gfEgfEEgfE 
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定理4

证明
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上可测上有意义）皆在假设它们在上可测，则下列函数（在设





注2：可测函数类关于四则运算封闭



定理5

证明



定理6

证明

注3：定理5和定理6说明可测函数类关于确界运算和极限运算封闭

推论：可测函数列的极限函数仍为可测函数
（连续函数列的极限函数不一定为连续函数）
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定义3
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设 的定义域 可分为有限个互不相交的可测集 , , ,

（即 ），使 在每个 上都等于某个常数 ,

则称 是 上的简单函数.

注：简单函数都是可测函数.
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五、可测函数与简单函数的关系



定理7（可测函数与简单函数的关系）

证明

简单函数逼近定理

   可测简单函数是可测函数类中结构较简单的一种函数，如果我们能够揭示出它
与一般的可测函数之间的某种联系，那将是极为有益的.这正是下面的定理









例3
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六、常见的可测函数（如：简单函数、连续函数、连续函数与可测函数的复合函数）



定义2
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定理2

证明



例： R1上的可微函数f(x)的导函数f `(x)是可测函数

利用了可测函数列的极限函数仍为可测函数.

从而f `(x)是一列可测函数的极限，故f `(x)是可测函数.
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而直线上的开集可表示成至多可数个互不相交的
开区间的并，故不妨令

复合函数的可测性

从而由g可测，可知                                                   为可测集.[ ] [ ]i i
i
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证明：要证              是可测函数，只要证对任意实数a，

是可测集即可.
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( ) ( ) ( ) ( ( )) .nf x R g x E R f g x f g x E 设 是 上的连续函数， 是 上的可测函数，则 在 上可测

[ ]f F R F f a R 由于 在 上连续，故 为 中的开集，

(方法一）

第四章习题 6
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若 为简单函数，

则 仍为 上简单函数。
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)}({ xn证明：若g(x)是E上的可测函数,则g(x)总可表示成一列简单函数               的极限，即

))((lim))(lim())(( xfxfxgf n
n

n
n




因为f(x)连续，故

所以f( g(x))是简单函数列的极限，故为可测函数.

(方法二）

( ) ( ) ( ) ( ( )) .nf x g x E R f g x f g x E R 设 是 上的连续函数， 是 上的可测函数，则 在 上可测

第四章习题 6



七、几乎处处的定义

定义4

例2

例3



证明：令E 1= E[f≠g]， E 2= E[f=g]，则m E1=0
从而 g(x)在E1上可测 ，

即： 设f(x)=g(x) a.e.于E， f(x)在E上可测，则g(x)在E上也可测 

注：用到了可测函数关于子集、并集的性质

另外f(x)在E2上可测，从而 g(x)在E2上也可测 ，进
一步g(x)在E=E1 ∪E2上也可测 。

注2：在一零测度集上改变函数的取值不影响函数的可测性


