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一、填空题（每空 2 分，共 10 分） 

 
1. 设 xxey 2 ，则 dy 2 (1 2 x)xe dx  ； 

2. 设












,0,)1ln(

,0,
11

)(
xxba

x
x

x
xf  )(xf 在 0x 点可导，  

       则
1

__ __
2

a  ，
1

__ __
8

b


 ； 

 3. 设 },3,2
!

2
{  n
n

E
n

,则 Esup __2_ , Einf ___0__。 

 
   二、计算题（共 48 分）                
  
     1、计算数列极限（每小题 6 分） 

   （1）
2

2

2 3
lim

4 1n

n n

n n

 
 

； 

 
     解： 

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 3 / 2 / 3 / 1
lim lim .

4 1 4 / / 1/ 4n n

n n n n n n n

n n n n n n n 

   
 

   
    

  
 

（2） )
1

1

3

1
1

2

1
1

1

1
(lim

n
nnnnn











 ； 

 
 

解： 
1 1 1 1

1 1 1 11 1
2 3

n n

n n n n n n
n n

     
     

       

   由于， lim 1,  lim 1
11n n

n n

n n
n

 
 

 
，                 

  所以由夹逼定理得，
1 1 1 1

lim( ) 1
1 1 11
2 3

n n n n n
n


    

   
 .   

 

（3） nnn
n

sin)11(lim 


； 

      

解：
2sin

lim( 1 1)sin lim 0.
1 1n n

n
n n n

n n 
    

  
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（4）
1

)12(531
lim

4

333




 n

n
n


 

 
解，令 3 3 3 41 3 5 (2 1) ,  y 1,n nx n n         

则数列 yn 严格增且趋于。              

因此利用 Stolz 定理得到： 
 

3 3 3 3

4 4 4

1 3 5 (2 1) (2 1)
  lim lim 2.

1 ( 1)n n

n n

n n n 

     
 

  


  

 
2、计算函数极限：（每小题 6 分） 
 

（1）
34

12
lim

3

3




 xx

x
x

； 

解： 
3 3

3 2 3

2 1 2 1/
  lim lim 2

4 3 1 4 / 3 /x x

x x

x x x x 

 
 

   
    

 
 

（2）
x

x
x 5tanln

3sinln
lim

0
； 

 

   解：
0 0 02

3
cos3lnsin3 3sin 5sin3lim lim lim 1.

5ln tan5 5tan 3sec 5
tan5

x x x

xx xx
x xx

x

    
     

 

（3）
2

1

0
)2(coslim x

x
x


 

解：
2 20 0

2
sin 21 ln cos2 cos2lim lim 22

0
lim(cos 2 )  .    x x

xx x
x x x

x
x e e e 






    

 

（4） 2 1
lim ln(1 )
x

x x
x

   
 

 

解： 2 1 1
lim ln(1 ) lim 1 ln(1 )
x x

x x x x
x x 

          
   

, 

20 0

1
,  

1
1 ln(1 ) ln(1 ) 1

= lim lim .
2t t

t
x

t t tt
t t 



   
 

令 则

原式
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 三、求解题（本大题有两题，21 共分）        
 

1．设 sin , cosx t t y t t   ，求由此参数方程确定的函数的二阶导数
2

2

dx

yd
；（10 分） 

 
 

解：
cos sin

1 cos

dy t t t

dx t





，  

 
 

2

2 3

( ) / 1 cos sin cos 2sin
.

/ (1 cos )

dy
d dtd y t t t t tdx

dx dx dt t

  
 


   

 
2．确定曲线 )1ln( 2  xy 的上凸区间和下凸区间，并求其拐点。（11 分） 

 

解：
2

2
.

1

x
y

x
 


                             

    

2 2

2 2 2 2

2( 1) 2 2 2(1 )

( 1) ( 1)

=0 1.

x x x x
y

x x

y x

     
 

  

，

令 ，得到

          

当 
( , 1) (1, ) 0,

(-1  1) 0,

x y

x y

    
 

 时， 故在此区间为上凸；

， 时， 故在此区间为下凸.
 

其中 ( 1,ln 2) (1,ln 2) 与 为曲线的两个拐点.          
 
 
 
四、分析与证明题（每小题 7 分，共 21 分）  
 

1． 设数列 na 满足 ),2,1(
2

1
1  naa

nnn ，证明： na 收敛。  

 
证明： 

2

1 1 2 1

1

1
0,  [log ] 1.

( ).

| | | | | | | |

1
12 .

1 21
2

m n n p n p n p n p n n

n

n

N n N

m n p N p

a a a a a a a a








       



    

   
       

  




取 当 时，

令 ， 
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故 na 为基本数列，由 Cauchy 收敛准则得到，数列 na 收敛。  

 
 
 
2.证明： 

（1）数列极限 0])1[(lim 3

1

3

1




nn
n

； 

（2）函数 3x 在 ),0[  上不一致连续。 
 
证明（1）： 
 
 

1 1

3 3
2 1 1 2

3 3 3 3

( 1)
lim[( 1) ] lim 0

( 1) ( 1)
n n

n n
n n

n n n n
 

 
   

   
.    

(2) : 
 

1 1

3 3( 1) , ( )n nx n x n   令 ，由（1）可知， lim( ) 0,n n
n

x x


   但 3 3( ) ( ) 1 1.n nx x n n       

故函数 3x 在 ),0[  上不一致收敛。 
 

 
 
3. 设 )(xf 在 ),(  上可导、有界，并且满足 )),((1)()(2  xxfxf ，证明： 

（1）对于 ba  ，有 )(
2

1
)()( 2222 abab eeeafbfe  ； 

（2）
2

1
)(),,(  xfx 。 

 
 
证明（1）： 

2 2( ) ( ), ( ) .x xF x e f x G x e 令  

由于 )(xf 在 ),(  上可导、有界,故 )(xf 在有限区间[ , ]a b 上连续、可导， 

因此 ( ), ( )F x G x 在[ , ]a b 上连续、可导。由 Cauchy 中值定理知， ( , ) ( , ),a b     满足 
2 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) (2 ( ) ( )) 2 ( ) ( )
.

( ) ( ) 2 2

b a

b a

F b F a e f b e f a e f f f f

G b G a e e e





       
  

 
 

又， )),((1)()(2  xxfxf  

故：对于 ba  ，有 )(
2

1
)()( 2222 abab eeeafbfe  。      

 
 
（2）：在结论（1）中令 b=x，则有 
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 2 2 2 21
( ) ( ) ( )

2
x a x ae f x f a e e e   ，(x>a). 

2 2 2 2 2 2 21
| ( ) | ( ) ( ) | ( ) | ( ) | ( ) | .

2
x x a a x a ae f x e f x f a e f a e e e f a e       

即： 

2( )1 1
| ( ) | (| ( ) | )

2 2
x af x f a e    . 

在上式中令a ,即得 1
( )

2
f x   

（因为结论 1对任意的a x 均成立，故可以令a）.    
. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


