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安徽大学 2024-2025 学年第 1 学期《高等代数 (上)》
期中考试参考答案及评分标准

一、填空题 (每小题 3 分, 共 30 分).

1. a1a2 · · · an. 2. −1. 3.


1 (n+ 1)a 0 0

0 1 0 0

0 0 3n+1 0

0 0 0 4n+1

. 4. 1
6

 1 1 1

0 2 1

0 0 3

.

5.


0 a−1

2 0 · · · 0

0 0 a−1
3 · · · 0

... ... ... . . . ...
0 0 · · · 0 a−1

n

a−1
1 0 · · · 0 0

. 6. 27. 7.
(

A−1 −A−1CB−1

O B−1

)
.

8. a− b. 9. ajkEil. 10.

 0 1 2

1 0 0

0 0 1

.

二、计算题 (每小题 10 分, 共 30 分).
11. 解. 原线性方程组的增广矩阵为

Ā =


1 1 1 1 1 1

3 2 1 1 −3 a

0 1 2 2 6 3

5 4 3 3 −1 b

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2 分)

通过初等行变换, 可得
1 0 −1 −1 −5 −2

0 1 2 2 6 3

0 0 0 0 0 a

0 0 0 0 0 b− 2

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4 分)

原方程组有解当且仅当 r(A) = r(Ā), 即 a = 0, b = 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6 分)
当 a = 0, b = 2 时, 原方程组可改写为{

x1 − x3 − x4 − 5x5 = −2

x2 + 2x3 + 2x4 + 6x5 = 3

确定 x1, x2 为约束变量, x3, x4, x5 为自由未知量, 可得{
x1 = −2 + x3 + x4 + 5x5

x2 = 3− 2x3 − 2x4 − 6x5
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(8 分)

令 x3 = k3, x4 = k4, x5 = k5, 可得方程组的一般解为
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

x1 = −2 + k3 + k4 + 5k5,

x2 = 3− 2k3 − 2k4 − 6k5,

x3 = k3,

x4 = k4,

x5 = k5.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10 分)

12. 解. 记 D = diag(x1 − a1, x2 − a2, . . . , xn − an), α = (1, 1, . . . , 1)T,
β = (a1, a2, . . . , an)

T, 则
原行列式 =

∣∣D + αβT∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1 −βT

α D

∣∣∣∣∣
= |D||1 + βTD−1α|

=
n∏

i=1

(xi − ai)(1 +
n∑

i=1

ai
xi − ai

).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10 分)

13.
(

B

A C

)
=


1 0 0

−1 1 0

0 2 1

1 2 0 1 0

2 3 −1 0 2

 初等变换−−−−→


1 0 0

0 1 0

0 0 1

1 0 −9 −7 2

0 1 5 4 −1

 (注: 此处

对 A 做初等行变换, 对 B 做初等列变换, 并对 C 做相应初等变换).

故 X =

(
−9 −7 2

5 4 −1

)
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10 分)
三、证明题 (每小题 10 分, 共 40 分).
14. 证法 1. 设 A,B 的秩分别为 r1, r2, 则存在非异阵 P1, Q1 和非异阵 P2, Q2, 使

P1AQ1 =

(
Ir1 O

O O

)
, P2BQ2 =

(
Ir2 O

O O

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3 分)

于是(
P1 O

O P2

)(
A C

O B

)(
Q1 O

O Q2

)
=

(
P1AQ1 P1CQ2

O P2BQ2

)

=


Ir1 O C11 C12

O O C21 C22

O O Ir2 O

O O O O

 .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6 分)
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在上面的分块矩阵中实施第三类分块初等变换, 用 Ir1 消去同行的矩阵; 用 Ir2 消去

同列的矩阵, 再将 C22 对换到第 (2,2) 位置:
Ir1 O C11 C12

O O C21 C22

O O Ir2 O

O O O O

→


Ir1 O O O

O O O C22

O O Ir2 O

O O O O

→


Ir1 O O O

O C22 O O

O O Ir2 O

O O O O

. . (8 分)

于是, 可得

r
(

A C

O B

)
= r (Ir1) + r (C22) + r (Ir2) ≥ r1 + r2 = r(A) + r(B). . . . . . . . . . . . (10 分)

证法 2. 若 A,B 有一秩为 0, 则结论显然. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2 分)
设 r(A) = r1 > 0, r(B) = r2 > 0, 则矩阵 A,B 一定分别存在 r1 阶和 r2 阶不为 0 的
子式 M1 和 M2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4 分)

因此, 矩阵
(

A C

O B

)
一定存在 r1 + r2 阶不为零的子式

(
M1 ∗
O M2

)
. . . . . .(8 分)

于是, r
(

A C

O B

)
≥ r1 + r2 = r(A) + r(B). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10 分)

15. 证明. “ ⇐=” 是显然的. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2 分)
下证 “=⇒”. 方法 1. 设 A = (aij) ∈ Fn×n. 取 B = diag(1, 2, . . . , n). 则由 AB = BA

可知
a11 2a12 · · · na1n
a21 2a22 · · · na2n
... ... ...

an1 2an2 · · · nann

 =


a11 a12 · · · a1n
2a21 2a22 · · · 2a2n

... ... ...
nan1 nan2 · · · nann

,

即 jaij = iaij. 因此当 1 ≤ i ̸= j ≤ n 时, aij = 0. 即 A = diag (a11, a22, . . . , ann) 为对
角阵. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6 分)
再取 B = E1j, 即 (1, j) 位置元素为 1, 其余元素全为 0 的矩阵, j = 2, . . . , n. 则有

0 · · · 0 a11 0 · · · 0

0 · · · 0 0 0 · · · 0
... ... ... ... ...
0 · · · 0 0 0 · · · 0

 =


a11

a22
. . .

ann




0 · · · 0 1 0 · · · 0

0 · · · 0 0 0 · · · 0
... ... ... ... ...
0 · · · 0 0 0 · · · 0



=


0 · · · 0 1 0 · · · 0

0 · · · 0 0 0 · · · 0
... ... ... ... ...
0 · · · 0 0 0 · · · 0




a11
a22

. . .
ann

 =


0 · · · 0 ajj 0 · · · 0

0 · · · 0 0 0 · · · 0
... ... ... ... ...
0 · · · 0 0 0 · · · 0


由此可知, a11 = a22 = · · · = ann. 进而 A = a11In 为数量阵. . . . . . . . . . . . . . . . . (10 分)
方法 2. 令 Eij (其中 i ̸= j, i, j = 1, . . . , n) 表示基础矩阵. 假设矩阵 A = (aij) 和

Eij 可交换, 即 EijA = AEij.
注意到, EijA 是将 A 的第 j 行元素放到第 i 行, 而其他元素都是零的 n 阶矩阵; 而
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AEij 则是将 A 的第 i 列元素放到第 j 列, 其他元素都是零的 n 阶矩阵. 由于
EijA = AEij, 我们可以得出以下结论:
1. aji = 0 (当 i ̸= j 时), 因为 EijA 的第 i 行第 i 列元素为 aji, 而 AEij 的该位置元

素为 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5 分)
2. aii = ajj (对所有 i ̸= j), 因为 EijA 的第 i 行第 j 列为 ajj, 而 AEij 的该位置元

素为 aii.
由上述两点可知, 矩阵 A 的非对角线元素全为零, 且对角线元素都相等. 因此, A 必
然是数量矩阵 kIn 的形式, 其中 k 是某个常数, In 是 n 阶单位矩阵. . . . . . . . (10 分)
16. 证明. A 可逆 ⇒ | A| = a11 · · · ann ̸= 0 ⇒ a11, . . . , ann ̸= 0. . . . . . . . . . . . . . . . (2 分)
设 A−1 = (bij) 为 A 的逆矩阵, 则 AA−1 = In, 即

a11 a12 a13 · · · a1n
0 a22 a23 · · · a2n
0 0 a33 · · · a3n
... ... ... ...
0 0 0 · · · ann




b11 b12 b13 · · · b1n
b21 b22 b23 · · · b2n
b31 b32 b33 · · · b3n
... ... ... ...
bn1 bn2 bn3 · · · bnn

 = In.

依次考虑上述矩阵等式两边 (n, 1), (n, 2), . . . , (n, n− 1), (n, n) 位置的元素相等, 得
annbn1 = annbn2 = · · · = annbn,n−1 = 0, annbnn = 1

⇒ bn1 = bn2 = · · · = bn,n−1 = 0, bnn = a−1
nn .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5 分)
在上述信息的基础上, 依次考虑矩阵等式两边 (n− 1, 1), (n− 1, 2), . . . , (n− 1, n− 2),

(n− 1, n− 1) 位置的元素相等, 得
an−1,n−1bn−1,1 = an−1,n−1bn−1,2 = · · · = an−1,n−1bn−1,n−2 = 0, an−1,n−1bn−1,n−1 = 1

⇒bn−1,1 = bn−12 = · · · = bn−1,n−2 = 0, bn−1,n−1 = a−1
n−1,n−1.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7 分)
从下往上依次进行下去, 我们得到
bk,k = · · · = bk,k−1 = 0, bk,k = a−1

k,k, k = n, n− 1, . . . , 2, 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10 分)
17. 证明. (1) 因为 r(A) = r, 所以存在可逆矩阵 P,Q, 使得

A = P

(
Ir O

O O

)
Q = P

(
Ir
O

)(
Ir O

)
Q.

令 B = P

(
Ir
O

)
, C =

(
Ir O

)
Q, 则 r(B) = r(C) = r, 且 A = BC. . . . . . . . . (5 分)

(2) 因为 A 列满秩且可经初等行变换化成等价标准形, 所以存在 m 阶可逆矩阵 P1,

使得 P1A =

(
In

O(m−n)×n

)
. 取 P1 的前 n 行构成的子矩阵为 P , 则 PA = In.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8 分)
显然, n = r(In) ≤ r(P ) ≤ n. 于是, r(P ) = n, 即 P 为行满秩矩阵. . . . . . . . . . . . (10 分)


