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参考答案与评分标准 

一、填空题（每空 4分，填写不完整或结果没有化简均不得分）。 

൥
1 −1 0
0 1 −1
0 0 1

൩， ൥
1 10 55
0 1 10
0 0 1

൩，൥
1 1 1
1 2 2
1 2 3

൩，4，2，3，3，2。 

二、简答题（每小题 5分，判断正误 1分，说明理由 4分，可酌情给分）。 

1. 错误。例如：𝐴 = ቂ
0 1
0 0

ቃ，𝐴ଶ = 𝑂。 

2. 错误。例如：𝐴 = ቂ
1 0
0 0

ቃ，𝐵 = ቂ
0 1
0 0

ቃ。𝐴𝑥 = 0的解𝑥 = ൬
0
𝑥ଶ

൰，𝐵𝑥 = 0的解𝑥 = ቀ
𝑥ଵ

0
ቁ。 

两个解集不同，𝐴与𝐵相抵。 

3. 正确。由两个向量组等价，得它们有相同的秩𝑟。𝛼ଵ, ⋯ , 𝛼௞是线性相关的⇔ 𝑟 < 𝑘 ⇔

𝛽ଵ, ⋯ , 𝛽௞是线性相关的。 

4. 错误。例如：设𝑚 ≠ 𝑛，𝜑是零映射，则Ker𝜑与𝑈同构，𝑉/Im𝜑与𝑉同构。 

三、解答题（每小题 16 分，需给出详细解答过程，可酌情给分。禁止使用课本习题结论

或其他参考书中的结论。） 

1. 𝐴 = 𝛼்𝛽 − 𝐼，其中𝛼 = (1,2, ⋯ , 𝑛)，𝛽 = (1,
ଵ

ଶ
, ⋯ ,

ଵ

௡
)。      (3 分) 

|𝐴| = (−1)௡|𝐼 − 𝛼்𝛽| = (−1)௡(1 − 𝛽𝛼்) = (−1)௡(1 − 𝑛) ≠ 0。故𝐴可逆。 (5 分) 

设𝐴ିଵ = 𝜆𝛼்𝛽 − 𝐼，由𝐴ିଵ𝐴 = 𝐼可解得𝜆 =
ଵ

ఉఈ೅ିଵ
=

ଵ

௡ିଵ
。     (5 分) 

故𝐴ିଵ = ൫𝑏௜௝൯，其中𝑏௜௝ = ቐ

ଶି௡

௡ିଵ
, 𝑖 = 𝑗

௜

௝(௡ିଵ)
, 𝑖 ≠ 𝑗

。         (3 分) 

2. 𝑓ଵ, 𝑓ଶ, 𝑓ଷ和𝑔ଵ, 𝑔ଶ, 𝑔ଷ在𝑉的基𝑥ଶ, 𝑥, 1下的坐标分别构成方阵 

𝐴 = ൥
1 1 1

−2 −4 −6
1 4 9

൩和𝐵 = ൥
1 1 1
2 4 6
1 4 9

൩。          (4 分) 

det(𝐴) = −4，det(𝐵) = 4。故𝑓ଵ, 𝑓ଶ, 𝑓ଷ和𝑔ଵ, 𝑔ଶ, 𝑔ଷ都是𝑉的基。    (4 分) 
从𝑓ଵ, 𝑓ଶ, 𝑓ଷ到𝑔ଵ, 𝑔ଶ, 𝑔ଷ的过渡矩阵𝑃 = 𝐴ିଵ𝐵。        (3 分) 

经计算𝐴ିଵ或解线性方程组𝐴𝑋 = 𝐵，可得𝑃 = ൥
6 10 15

−8 −15 −24
3 6 10

൩。   (5 分) 

3. Im𝜑 = {𝑋 ∈ 𝑉|𝑋் = 𝑋}，dim(Im𝜑) =
௡(௡ାଵ)

ଶ
。        (4 分) 

Ker𝜑 = {𝑋 ∈ 𝑉|𝑋் = −𝑋}，dim(Ker𝜑) =
௡(௡ିଵ)

ଶ
。       (4 分) 

对于任意𝑋 ∈ 𝑉，𝑋 = 𝑌 + 𝑍，其中𝑌 =
ଵ

ଶ
(𝑋 + 𝑋்) ∈ Im𝜑，𝑍 =

ଵ

ଶ
(𝑋 − 𝑋்) ∈ Ker𝜑。 

故𝑉 = Im𝜑 + Ker𝜑。              (4 分) 
另外，若𝑋 ∈ Im𝜑 ∩ Ker𝒜，则𝑋 = 𝑂。综上，𝑉 = Im𝜑 ⊕ Ker𝜑。   (4 分) 


