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北 京 交 通 大 学

2016-2017-1-《微积分B（上）》期末考试 参考答案

一、单项选择题（每小题 3分，满分 15分）

1．下列说法中与 lim nn
x a


 定义等价的说法是【 A 】．

（A） (0,1), , , 100 ;nN n N x a        （B） 1, , , ;nN n N x a       

（C） , 0, , ;nN n N x a        （D） , 0, , ;nN n N x a       

2．已知函数 ( )f u 可导， 3( )y f x 当自变量 x在 1x   处取得增量 0.1x   时，相应的函数增

量 y 的线性主部为 0.3，则 ( 1)f   【 A 】．

（A） 1 （B）0.1 （C）1 （D）0.5

3．设
   
 2

1lim
2

f x f a
x ax a


 


，则在点 x a 处【 B 】．

（A）  f x 的导数存在，且   0.f a  （B）  f x 取得极大值

（C）  f x 取得极小值 （D）  f x 的导数不存在．

4．在下列等式中，正确的结果是【 C 】．

（A） ( ) ( )f x dx f x  （B） ( ) ( )df x f x

（C） ( ) ( )d f x dx f x
dx

 （D） ( ) ( )d f x dx f x ．

5．设 ( )f x 是连续函数， ( )F x 是 ( )f x 的原函数，则【 A 】．

（A）当 ( )f x 是奇函数时， ( )F x 必为偶函数；

（B）当 ( )f x 是偶函数时， ( )F x 必为奇函数；

（C）当 ( )f x 是周期函数时， ( )F x 必为周期函数；

（D）当 ( )f x 是单调增函数时， ( )F x 必为单调增函数．

二、填空题（每小题 3 分，满分 15 分）

1．极坐标方程 (1 cos )a   在 ( , )
2

a 
点处的切线的直角坐标方程为 y x a  ．

2．设
2

0
( ) 1 ,

x
F x t dt  则 2( )dF x  42 1x x dx ．
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3． 2
1

x x

dx
e e



 =
4e


．

解：原式= 2 2
1 1

1 1arctan ( )
2 4 4

x x

x

de e
e e e e e e

  


   
 ．

4．设 ( )f x 是连续函数，且
1

0

( ) 2 ( )f x x f t dt   ，则 ( )f x = 1x  ．

5．微分方程 2cos 2 xy y x x e    的一个特解形式可设为

* 2( )cos2 ( )sin 2 xy ax b x cx d x ke     ．

三、（每小题 8 分，满分 16 分）

1．求

2

1lim 1
x

x

x
e

x




  
 

．

解 1：原式=
2 22

2
1 1 1 11 1lim ( ( ( ) ( )) ]lim [ ln(1 ) ]

2 2xx
x o xx x

x xx xe e e
    

  ．

解 2：令
1 t
x
 ，则原式=

2
20

ln(1 )1 limlim [ ln(1 ) ]
tx

t t
x x

x te e  

 
 

 0

1 1
1lim

2t
t
te  




 =
1
2e


．

2．求 xe dx ．

解：设 x t ， 2 , 2x t dx tdt  ，则

原式 2 dte t t   2 d 2t t tt e te e dt   

2( 1) .tt e c   2( 1) .xx e c  

四、（每小题 8 分，满分 16 分）

1．计算积分
2

3 2 2

2

( sin )cosx x xdx








解：利用奇偶函数在对称区间上的积分性质有
2

3 2

2

cos 0x xdx






 ． 2 分

原式=
2 2

2 2 2 4

0
2

sin cos 2 sin sinx xdx x xdx

 




   =
1 3 12( )
2 2 4 2 2
 


8


 8 分
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2．

2 2

2

2
( 1) ( ),

t

x t t d yt y y x
dxy te

     


设 确定了函数 求 ．

解：
dy
dx

e t
t

et t






( )1

2 2 2
． 4 分

d y
dx

e
t

e
t

t t2

2 2
1

2 2 4 1





( )
． 8 分

五、（满分 8 分） ( )f x 是二阶连续可导的奇函数，且满足
0

( ) ( ) 2
x

f x f t x dt    ，求 ( )f x ．

解：对积分
0

( )
x

f t x dt 进行换元，设 t x u   ，则dt du  ，

故  
0

0 0

( ) ( ) ( )
x x

x

f t x dt f u du f u du        =
0

( )
x

f u du ， 2 分

故方程变为
0

( ) ( ) 2
x

f x f u du   4 分

注意到 ( )f x 是奇函数，故 (0) 0f  ；由上式得 (0) 2f   ，

归结为求解初值问题

( ) ( ) 0
(0) 0
(0) 2

f x f x
f
f

  
 
  

6 分

特征方程为 2 1 0,r r i    ，于是通解为

1 2( ) cos sinf x C x C x 

代入初值求得常数 1 20, 2C C  故所求函数为 ( ) 2sinf x x 8 分

六、（满分 8 分） （1）利用微分中值定理证积分中值定理，即设 ( )f x 在[ , ]a b 上连续，证：

( , )a b  ，使得 ( ) ( )( )
b

a

f x dx f b a  ．

证法 1：设 ( ) ( )
x

a

F x f t dt  ，则 ( )F x 在[ , ]a b 上可导，满足拉格朗日中值定理的条件，

( ) ( ) ( )( )F b F a F b a   ，即 ( ) ( )( )
b

a

f x dx f b a  ．

证法 2：设  ( ) ( ) ( ) ( )
x b

a a

F x b a f t dt x a f t dt     ，
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则 ( )F x 在[ , ]a b 上可导，且 ( ) ( ) 0F a F b  ．

故由罗尔定理知 ( , )a b  ，使得 ( ) 0F   ，即

( ) ( )( )
b

a

f x dx f b a  ．

六、（满分 8 分）（2）设 ( )f x 在[0,1]上连续，在 (0,1) 内可导，且满足 (0) 0f  ，
1

0

1( )
2

f x dx  ，

则 (0,1)  ，使得 ( ) 1f   ．

证：设 ( ) ( )F x f x x  ，则 ( )F x 在[0,1]上连续，在 (0,1) 内可导，且 (0) 0F  ．

因为
1

0

1( )
2

f x dx  ，可得  
1

0

( ) 0f x x dx  ，

由（1）， (0,1)  ，使得
1

0

0 ( ) ( )(1 0)F x dx F    ．

于是，对 ( )F x 在[0, ] 上用罗尔定理，知 (0,1)  ，使得

( ) 0F   ， 即 ( ) 1f   ．

七、（满分 8 分）已知函数
1

( ) xy f x xe  ，求：(1)函数的单调区间以及极值；(2)函数图形的

凹凸区间和拐点；(3)函数图形的渐近线．

解：
1 1 1

2
1 1x x x xy e xe e
x x

      
 

；
1

3

1xy e
x

  ．

(1) 当 ( , 0) (1, )x    时， 0y ；当 (0, 1)x 时， 0y ．

因此，函数的单调递增区间为 ( , 0) 和 ),1[  ；

函数的单调递减区间为 (0, 1]．

没有极大值，极小值为
1(1)f
e

 ．

(2) 当 ( , 0)x  时， 0y ；当 (0, )x  时， 0y ，所以，

函数的上凸区间为 ( , 0) ，凹区间为 (0, ) ．

函数在 0x  处没有定义，故拐点不存在．
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(3) 由于
1

0 0
lim ( ) lim lim

t
x

x x t

ef x xe
t    

    ，所以 0x  是垂直渐近线；

又由于

1

( )lim lim 1
x

x x

f x xe
x x 

  ，

1
1 1lim( ( ) ) lim lim 11

x
x

x x x

ef x x xe x

x
  

 
   

      
   

 

，

所以，函数图形的斜渐近线为 1y x  ．

八、（满分 8 分）设 1D 是抛物线 22xy  和直线 2,  xax

及 0y 所围成的平面区域； 2D 是抛物线 22xy  和直线

ax  ， 0y 所围成的平面区域，其中 20  a ．

(1) 1D 绕 x轴旋转而成的旋转体的体积为 1V ； 2D 绕 y轴旋转而成的旋转体的体积为 2V ，求 1V

和 2V ；(2)当a为何值时， 1V 2V 取得最大值，并求出最大值．

解：(1)  5
2

4
2

22
1 32

5
44)2( adxxdxxV

aa

   ； … 2分

2 3 4
2

0 0

2 2 4
a a

V x x dx x dx a       ． … 4分

(2) 设 1VV  2V   4532
5
4 aa   ，则

 aaV  14 3 ， … 6分

因此， 1a 是满足 20  a 的唯一的驻点，且 04)1(  V ，

因此， 1a 是极大值点即最大值点，此时 1V 2V 取得最大值


5

129)1(max VV ． …… 8分

九、（满分 6 分）设 ( )f x 在[ , ]a b 上有连续的二阶导数，且 ( ) ( ) 0f a f b  ，证明：

（1）
1( ) ( )( ) ( )
2

b b

a a
f x dx x a x b f x dx    ；

（2）设
[ , ]

max ( )
x a b

M f x


 ， 3( ) ( )
12

b

a

Mf x dx b a  ．

证明：(1) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
b b

a a
x a x b f x dx x a x b df x      
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 ( )( ) ( ) | ( ) ( )( )
bb

aa
x a x b f x f x d x a x b      

( )(2 ( ))
b

a
f x x a b dx   

(2 ( )) ( ) (2 ( )) ( ) | 2 ( )
b bb

aa a
x a b df x x a b f x f x dx        

2 ( )
b

a
f x dx 

移项，得
1( ) ( )( ) ( )
2

b b

a a
f x dx x a x b f x dx    （4 分）

（2）由（1）得

1 1( ) ( )( ) ( ) ( )( )
2 2

b b b

a a a
f x dx x a x b f x dx M x a x b dx       

= 3( )
12
M b a

因此， 3( ) ( )
12

b

a

Mf x dx b a  ． （6 分）
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北 京 交 通 大 学

2017-2018-1-《微积分B（上）》期末考试 参考答案

一、单项选择题（每小题 3分，满分 15分）

1．设函数      1

xe bf x
x a x




 
有无穷型间断点 0 2x  和可去间断点 1 1x  ，则【 A 】．

（A） 2, ;a b e  （B） 2, 1;a b  （C） 0, 1;a b  （D） 1, .a b e 

2．设函数  f x 满足      2
2, 0 0f x f x x f        ，则【 B 】．

（A）  0f 是  f x 的极大值

（B）  0f 是  f x 的极小值

（C）   0, 0f 是曲线  y f x 的拐点

（D）  0f 不是  f x 的极值，   0, 0f 不是曲线  y f x 的拐点．

解：将 0)0( f 代入原方程，易知 02)0( f ，故 0x 是极值点；

3．设在 0,1 上   0f x  ，则        0 , 1 , 1 0f f f f   的大小顺序是【 B 】．

（A）        1 0 1 0f f f f    （B）        1 1 0 0f f f f   

（C）        1 0 1 0f f f f    （D）无法判断．

4．设 f x( ) 处处可导，则【 A 】．

（A）当 lim ( )
x

f x


  ，则必有 lim ( )
x

f x


 ；

（B）当 lim ( )
x

f x


 ，则必有 lim ( )
x

f x


  ；

（C）当 lim ( )
x

f x


  ，则必有 lim ( )
x

f x


 ；

（D）当 lim ( )
x

f x


 ，则必有 lim ( )
x

f x


  ．

5．设线性无关函数 1 2 3, ,y y y 都是二阶非齐次方程 ( ) ( ) ( )y P x y Q x y f x    的解， 1 2,C C 是任意

常数，则该方程的通解是【 D 】．

（A） 1 1 2 2 3;y C y C y y   （B） 1 1 2 2 1 2 3( ) ;y C y C y C C y   

（C） 1 1 2 2 1 2 3(1 ) ;y C y C y C C y     （D） 1 1 2 2 1 2 3(1 ) ;y C y C y C C y    
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二、填空题（每小题 3分，满分 15分）

1．曲线 32 xy  在点(4，8)处的曲率是
3

80 10
．

2．设 3

0
( ) 1 ,

x
F x t dt  则 2( )dF x  62 1x x dx ．

3．
( 1)( 2) ( )

lim
n

n

n n n n
n

  



`

0

ln(1 )
2ln 2 1 4x dx

e e
e





   ．

4．设 ( )f x 是连续函数，且
1

2

0

( ) ( )f x x xf t dt   ，则 ( )f x =
2 2

3
x x ．

5．微分方程 2sin 2 xy y x x e    的一个特解形式可设为

* 2( )cos2 ( )sin 2 xy ax b x cx d x ke     ．

三、（每小题 8 分，满分 16 分）

1．    
2 1111

2 1
0 0

lim 2 lim 1 2 1

x

x
x

x x xx
x x

x x




 
 

           

1 ln 2 2e e  ．

2．
 2

2 2 22

1
11 1 3 2

2 21 1 1 5
2 2

d xd x xx dx
x x x x

x

        
             

   

  

2

1
3 21 arcsin
2 5

2

x
x x C


      

= 2 3 2 11 arcsin
2 5

xx x C
      ．

四、（每小题 8 分，满分 16 分）

1．计算积分
2

2 2
2

2

sin( sin )cos
1

x x xdx
x







 ．

解：利用奇偶函数在对称区间上的积分性质有
2

2
2

2

sin cos 0
1

x xdx
x







 ．
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原式=
2 2

2 2 2 4

0
2

sin cos 2 sin sinx xdx x xdx

 




  

=
1 3 12( )
2 2 4 2 2
 


8


 ．

2．

2 2

22

1( ) ( ),
2t

x t t d yt y y x
dxy te

     


设 确定了函数 求 ．

解： t
t

e
t

te
dx
dy 2

2

12
)21(





 ；

12
2

12
12

2
2

2

2







t
e

t
e

dx
yd t

t ．

五、（满分 8 分）设 ( )f x 可导，满足方程
0

( ) sin ( )
x

f x x f x t dt   ，求 ( )f x ．

解：对积分
0

( )
x

f x t dt 进行换元，设 x t u  ，则dt du  ，故

 
0

0 0

( ) ( ) ( )
x x

x

f x t dt f u du f u du      2 分

故方程变为

0

( ) sin ( )
x

f x x f u du   两边求导得

( ) cos ( )f x x f x   注意到 (0) 0f  ，

归结为求解初值问题
( ) ( ) cos
(0) 0
f x f x x
f
  

 
4 分

1 1( ) cos cosdx dx x xf x e xe dx C e xe dx C             

=  1 cos sin
2

x xe x x e C     
6 分

代入初值 (0) 0f  求得常数
1
2

C   故所求函数为

 1( ) cos sin
2

xf x x x e   8 分

六、（满分 8 分）已知函数 ( )f x 在[0,1]上连续，在 (0,1) 内可导，且 (0) 0, (1) 1f f  ，证明：
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（1）存在 (0,1)  ，使得 ( ) 1f    ；

（2）存在不同的点 , (0,1)   ，使得 ( ) ( ) 1f f    ．

证明：（1）令 ( ) ( ) 1g x f x x   ，则 ( )g x 在[0,1]上连续，且 (0) 1 0g    ， (1) 1 0g   ，

故由零点定理知存在 (0,1)  ，使得

( ) ( ) 1 0g f      ， 即 ( ) 1f    ．

（2）根据拉格朗日中值定理，存在 (0, ) (0,1)   ， ( ,1) (0,1)   ，使得

( ) (0) 1( )
0

f ff  
 
   


，
(1) ( )( )

1 1
f ff  

 
  
 

， 6分

于是，
1( ) ( ) 1

1
f f   

 
    


． 8分

七、（满分 8 分）（1）讨论函数 xxexf )( 的单调性，并求其极值；（2）讨论方程 xaex  的实

根个数．

解：（1）∵












 

,1,0
,1,0
,1,0

)1()(
x
x
x

exxf x 2 分

∴ ),1()(),1,()(  xfxf ，且极大值为
e

ff 1)1(max  ． 4分

（2） xaex  的实根个数 xxey  与 ay  的交点个数．

由（1）及 
 xxx e
xxf lim)(lim （ )()(  ），

01limlim)(lim 
 xx

L

xxx ee
xxf ，

可知 ① 当 0a 或
e

a 1
 时，原方程只有一个实根；

② 当
e

a 10  时，原方程有两个实根；

③ 当
e

a 1
 时，原方程没有实根．

八、（满分 8 分）过坐标原点作曲线 lny x 的切线，该切线与曲线 lny x 及 x轴围成的平面图

形D．(1)求D的面积； (2)求D绕直线 x e 旋转一周所得的旋转体的体积．

解：(1)设切线的切点的横坐标为 0x ，则所求的切线方程为 0 0
0

1ln ( )y x x x
x

   ，
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由切线过原点知 0ln 1 0x   ，故 0x e … 1分

故切线方程为
1y x
e

 ． … 2分

D的面积为  
1

0

1
2

y eA e ey    … 4分

(2)切线、 x轴及直线 x e 所围三角形绕直线 x e 旋转所得的圆锥的体积

2
1

1
3

V e ， … 5分

曲线、 x轴及直线 x e 旋转所得的旋转体体积

   
1

2 2
2

0

4 1
2

yV e e dy e e      ， … 7分

因此所求旋转体的体积为

 2
1 2 5 12 3

6
V V V e e
     ． 8分

九、（满分 6 分）设 ( )f x 是连续函数，其中 ( ) ( )F x f x  ，求证： ( )F x 为偶函数的充分必要条

件是 ( )f x 为奇函数．

证明：必要性：因为 ( )F x 为偶函数，所以 ( ) ( )F x F x  ，

两边求导得

( )( 1) ( )F x F x    ，即 ( ) ( )f x f x   ，

从而 ( )f x 为奇函数．

充分性：注意到
0

( ) ( )
x

F x f t dt C  ， 4分

当 ( )f x 为奇函数时，只需说明函数
0

( )
x

f t dt 是偶函数即可．

设
0

( ) ( )
x

G x f t dt  ，则
0

( ) ( )
x

G x f t dt


   ，令 t u  ，

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
x x

G x f u du f u du G x       ．
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北 京 交 通 大 学

2018-2019-1-《微积分B（上）》期末考试 参考答案

一、单项选择题（每小题 3分，满分 15分）

1．下列函数中，在 0x  处不可导的是【 D 】．

（A） ( ) sinf x x x ； （B） ( ) sinf x x x ；

（C） ( ) cosf x x ； （D） ( ) cosf x x ．

2．设函数  f x 在 0,1 上二阶可导，且
1

0

( ) 0f x dx  ，则【 D 】．

(A)当   0f x  时，
1 0
2

f    
 

； （B）当   0f x  时，
1 0
2

f    
 

；

(C)当   0f x  时，
1 0
2

f    
 

； （D）当   0f x  时，
1 0
2

f    
 

．

解：画图即得正确答案，事实上

  21 1 1 1 1 1 1( ) ( )
2 2 2 2! 2 2 2 2

f
f x f f x x f f x

                          
         

1 1

0 0

1 1 1 10 ( )
2 2 2 2

f x dx f f x dx f                
       

3．已知函数  
2( 1)    1
ln           1
x x

f x
x x
 

  
，则  f x 的一个原函数为【 D 】．

（A）
2( 1)          1

( )
(ln 1)      1
x x

F x
x x x

  
 

 
(B)

2( 1)             1
( )

(ln 1) 1   1
x x

F x
x x x

  
 

  

(C )
2( 1)               1

( )
(ln 1) 1     1
x x

F x
x x x

  
 

  
(D)

2( 1)             1
( )

(ln 1) 1    1
x x

F x
x x x

  
 

  

4． 设
22

2

2

(1 )
1

xM dx
x









 ，
2

2

1
x

xN dx
e







  ，

2

2

(1 cos )K x dx






  ，则【 C 】．

(A) M N K  ； (B) M K N  ； (C) K M N  ； (D) K N M  ；

解：因为
22

2

2

(1 )
1

xM dx
x









 =
22

2

2

1 2 0
1
x x dx
x





 


 
  

 ；
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而
2 2

2 2

(1 cos ) 1K x dx dx

 

 


 

     ；

注意到
2 2

2 2

1 11 1x x

x xN dx dx
e e

 

 


 

 
      ，故K M N  ．

5．设线性无关函数 1 2 3, ,y y y 都是二阶非齐次线性微分方程 ( ) ( ) ( )y P x y Q x y f x    的解，

1 2,C C 是任意常数，则方程 ( ) ( ) 3 ( )y P x y Q x y f x    的通解是【 D 】．

（A） 1 1 2 2 3;y C y C y y  

（B） 1 1 2 2 1 2 3( ) ;y C y C y C C y   

（C） 1 1 2 2 1 2 3( 1) ( 1) (1 ) ;y C y C y C C y      

（D） 1 1 2 2 1 2 3( 1) ( 1) (1 ) ;y C y C y C C y      

解： 1 3 2 3,y y y y  是齐次线性微分方程的解，于是齐次方程的通解为

   1 1 3 2 2 3Y C y y C y y    ，

由解的叠加原理，得到 *
1 2 3y y y y   是方程 ( ) ( ) 3 ( )y P x y Q x y f x    的一个特解，

于是，由线性微分方程解的结构知：

   *
1 1 3 2 2 3 1 2 3y Y y C y y C y y y y y         是通解．

二、填空题（每小题 3 分，满分 15 分）

1．当 x  时，双曲线 1xy  的曲率半径R达到最小．

解： 2 3

1 2,y y
x x

    ，于是
 

3
23 32 2 4 22

2

3

111 1 1 2
2 2

y xR x
y x

x

            
．

且 2
2

1x
x

 ，即 1x   时， R取得最小值 2 ．

2． x
dx
e




0 1
ln 2 ．
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解： 








 0 2200 505011 .).()( x

x

xx

x

x e
de

ee
de

e
dx 2

1
0

lnln 















x

x

e
e

．

3．
4 4 4

5

1 2lim
n

n
n

  


 1
4

0

1
5

x dx  ．

4．设 ( )f x 是连续函数，且
1

2

0

( ) ( )f x x xf t dt   ，则 ( )f x = 2 2
3

x x ．

5．微分方程 22 cosxy y y e x     的一个特解形式可设为

* 2 cos sinxy Axe B x C x   ．

三、（每小题 8 分，满分 16 分）1．求极限
 sin

0

0

cos
lim .

ln(1 2 )

x t

x

e t dt

x x






解：

   sin sin

0 0
20 0

sinx sinx

0 0

cos cos
lim lim

ln(1 2 ) 2
cosx cos sin 1lim lim .

4 4 4

x xt t

x x

x x

e t dt e t dt

x x x
e e x x

x

 

 

 




 
  

 

2． arctan 1x xe e dx ．

解：令 2 21 1 ln(1 )x xe t e t x t        ，于是 2

2
1
tdtdx
t




．

原式=  2
2

21 arctan 2 arctan
1
tt tdt t tdt
t

 
  =

2
arctan tdt

=
2

2
2arctan

1
tt t dt
t


 ．

= 2 arctan arctant t t t C   = arctan 1 1x x xe e e C    ．

四、（每小题 8 分，满分 16 分）

1．计算积分
2

2

0

2x x x dx ．

解：原式=
2 2

2 2

0 0

1 (2 2 ) 2 2
2

x x x dx x x dx     

=  
2 23

2 22

00

1 2 2 1 ( 1)
2 3

x x x dx     = 0
2



2


 ．
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2．设函数 ( )f x 存在二阶导数，并且有 ( sin )y f x x  ，试求
dy
dx

，
2

2

d y
dx

．

解： ( sin )( sin cos )dy f x x x x x
dx

    ；

2
2

2 ( sin )(sin cos ) ( sin )( sin 2cos )d y f x x x x x f x x x x x
dx

       ．

五、（满分 8 分）设 ( )f x 二阶导数连续，满足
0

( ) sin ( ) ( )
x

f x x x t f t dt   ，求函数 ( )f x ．

解：将方程
0

( ) sin ( ) ( )
x

f x x x t f t dt   变为
0 0

( ) sin ( ) ( )
x x

f x x x f t dt tf t dt    ．

两边对 x求导得
0

( ) cos ( ) ( ) ( )
x

f x x f u du xf x xf x     即
0

( ) cos ( )
x

f x x f u du    ．

两边对 x求导得 ( ) sin ( )f x x f x    ．

注意到 (0) 0f  ， (0) 1f   ，归结为求解初值问题

( ) ( ) sin
(0) 0
(0) 1

f x f x x
f
f

   
 
  

特征方程
2 1 0r   ， r i  ，于是齐次方程的通解为

1 2cos sinY C x C x  ．

因为 i  是特征方程的根，于是令非齐次方程的特解为

* ( cos sin )y x A x B x  ．

* ( cos sin ) ( sin cos )y A x B x x A x B x      ．

* 2( sin cos ) ( cos sin )y A x B x x A x B x       ．

代入方程得2( sin cos ) sinA x B x x    ，于是

1 , 0
2

A B  ，即
* 1 cos

2
y x x ．

因此，通解为 1 2
1cos sin cos
2

y C x C x x x   ．

代入初值 (0) 0, (0) 1f f   求得常数 1 2
10,
2

C C  故所求函数为

 1( ) sin cos
2

f x x x x  ．

六、（满分 8 分）已知函数 ( )f x 在[0,3]上连续，在 (0,3)内存在二阶导数，且
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2

0

2 (0) ( ) (2) (3)f f x dx f f   ，

证明：（1）存在 (0, 2)  ，使得 ( ) (0)f f  ；（2）存在 (0,3)  ，使得 ( ) 0f   ．

证：1）由积分中值定理知存在 (0, 2)  ，使得
2

0

2 (0) ( ) 2 ( )f f x dx f   ，

即 ( ) (0)f f  ．

或：令
0

( ) ( )
x

F x f t dt  在[0, 2]上用拉格朗日中值定理得存在 (0, 2)  ，使

2

0

2 (0) ( ) (2) (0) ( )(2 0) 2 ( )f f x dx F F F f       ，

即 ( ) (0)f f  ．

2）又因为
(2) (3)(0)

2
f ff 

 ，利用介值性定理，存在 [2,3]  ，使得

(2) (3)( )
2

f ff  
 即有 ( ) (0)f f  ．

由于 ( )f x 在[0,3]上连续，在 (0,3)内存在二阶导数，在 [0, ] 和 [ , ]  上用罗尔定理，

存在 1 (0, )  ，  1 0f   ，存在 2 ( , )   ，  2 0f   ．

再次  f x 在 1 2[ , ]  用罗尔定理得，存在 1 2( , ) (0,3)    ，使得

( ) 0f   ．

七、（满分 8 分）方程 5 5 0x x k   有 3 个不同的实根，求实数 k的范围．

解：设 5( ) 5F x x x k   ，则  4 2( ) 5( 1) 5 1 ( 1)( 1)F x x x x x       ．

于是， 1, ( ) 0; 1 1, ( ) 0; 1, ( ) 0x F x x F x x F x           ．

又 lim ( )
x

F x


 ， lim ( )
x

F x


 ．

结合单调性知， ( 1) 0, (1) 0F F   才能有三个根．

即 ( 1) 4 0, (1) 4 0F k F k        ．因此，有 4 4k   ．

八、（满分 8 分） 非负函数 ( )f x 在[0,1]上满足： 23( ) ( )
2
axf x f x x   ，曲线 ( )y f x 与直线

1x  及坐标轴所围图形的面积为 2．
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（1）求函数 ( )f x ；（2） a为何值时，所围图形绕 x轴一周所得的旋转体体积最小？

解：1）由方程 23( ) ( )
2
axf x f x x   ，得

2

( ) ( ) 3
2

xf x f x a
x

 
 ， 即

( ) 3
2

f x a
x

   
 

．于是， 23( )
2
af x x Cx  ．

注意到 (0) 0f  ，
1

0

( ) 2f x dx  ，从而
1 1

2

0 0

32 ( )
2 2 2

a Cf x dx ax Cxdx      ．

于是 aC  4 ，即 xaxaxf )()(  4
2

3 2 ．

（2）  
1

2 2

0

1( ) 16
3 10

V f x dx a a      
  ．

1 1 0
3 5

V a      
 

，得 5a   ．

又 0
15

V    ，所以 5a   为唯一极小值点，因此，当 5a   时V 取得最小值．

九、（满分 6 分）设 )(xf 三阶可导，且满足  2( ) ( ) 2sinf x f x x   ，试讨论 ( )y f x 在 0x

处是否可能取得极值点或拐点，并说明理由．

解：由 )(xf 三阶可导，知 )(),(),( xfxfxf  均连续．

对于方程  2( ) ( ) 2sinf x f x x   ．

（1）若 0)0( f ，则 0)0( f ，因此， 0x 不是极值点，且  )0(,0 f 不是拐点．

（2）若 0)0( f ，易知 0)0( f ．而方程两边再求导，得

( ) 2cos 2 ( ) ( )f x x f x f x    ． （*）

将 0)0( f ， 0)0( f 代入（*）式，易得 02)0( f ．

故 ))0(,0( f 是拐点（事实上，二阶导为零、三阶导不为零的点，都是拐点）．

再当 )0,(x 时，  )()0(0)()(0)( xffxfxfxf ；

当 ),0( x 时，  )()0(0)()(0)( xffxfxfxf ．

因此， 0x 不是 )(xf 的极值点．



E-mail：gcfeng@bjtu.edu.cn 微信：Dulbert QQ：2306567999

第 18 页 共 42 页 可能有笔误，请谅解

北 京 交 通 大 学

2019-2020-1-《微积分B（上）》期末考试 参考答案

一、单项选择题（每小题 4分，满分 20分）

1．函数
x
xxxf
sin

)(
3

 的可去间断点的个数为【 C 】．

（A）1； （B）2； （C）3； （D）无穷多个．

解：
x

xxxxf
sin

)1)(1()( 
 ，所以，可去间断点为 101 321  xxx ,, ．

2．函数 )(xf 可导， |)sin|)(()( xxfxF  1 ．若使 )(xF 在 0x 处可导，则必有【 A 】．

（A） 00 )(f ；（B） 00  )(f ； （C） 000  )()( ff ； （D） 000  )()( ff ．

解： 010
000







)(lim)(lim|)sin|)((lim)( xfc
x
xf

x
xxfF

xxx
．

再由 )(xf 可导，知有 00 )(f ， cf  )(0 ．

3．设 )(xF 是连续函数 )(xf 的一个原函数，“ NM  ”表示“M 的充分必要条件是 N ”，则

必有【 A 】．

（A） )(xF 是偶函数 )(xf 是奇函数； （B） )(xF 是奇函数 )(xf 是偶函数；

（C） )(xF 是周期函数 )(xf 是周期函数；（D） )(xF 是单调函数 )(xf 是单调函数．

解： )(xf 是偶函数时，只有过原点的 )(xF ，才是奇函数，所以（B）错误；

令 1)(xf 时，则 CxxF )( ，所以（C）错误；

令 xxf 2)( 时，则 CxxF )( ，所以（D）错误．

4．以 321321 22 CCCxCxCeCy x ,,(sincos  为任意常数)为通解的微分方程是【 D 】．

（A） 044  yyyy ； （B） 044  yyyy ；

（C） 044  yyyy ； （D） 044  yyyy ．

解： 044041 232  rrrrr ))(( ．

5．函数 )(xf 对一切 x满足   xexfxxfx  13 2)()( ，若 00  )(xf )( 00 x ，则【 B 】．

（A） )( 0xf 是 )(xf 的极大值；
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（B） )( 0xf 是 )(xf 的极小值；

（C）  )(, 00 xfx 是曲线 )(xfy  的拐点；

（D） )( 0xf 不是 )(xf 的极值；  )(, 00 xfx 也不是曲线 )(xfy  的拐点．

解：因 )()()( 0000 001 0 xfxfexfx x  
必为 )(xf 的极值．

又 





01

0
0

0

x
exf

x

)( )( 0xf 是极小值．

二、填空题（每小题 4分，满分 20 分）

1．曲线
12

2




x
xy 的斜渐近线方程为【

4
1

2


xy 】．

解：
2
1

2 2

2





 xx

x
x
xfk

xx
lim)(lim ；

4
1

122
122 2







 )(
)(lim))((lim

x
xxxkxxfb

xx
．

所以，斜渐近线为：
4
1

2


xbkxy ．

2． 





 
 dxx

x
x2

2
21



 ||
cos
sin

【
4

2
】．

解：
4

2
1

2
2

0
2

2
2



 





 
  dxxdxx

x
x ||

cos
sin

．

3． 











 n
n

nnnn

 cos...coscoslim 12111
【


22

】．

解：






 22

22
22111

1

0

1

0
1

 




xdxdxx
nn

kn

kn
)cos(coscoslim ．

4．  dttx
dx
d x

0

2)sin( 【 2xsin 】．

解： 2

0

2

0

2 xdtt
dx
ddttx

dx
d xx

sinsin)sin(   ．

5．微分方程 xxyyx ln 2 满足
9
11 )(y 的解为【 






 

3
1

3
xxy ln 】．

解：原方程变换为 xy
x

y ln
2

，则







 







  

 332
22

9
1

3
1 xxxCxdxxeCey

dx
x

dx
x lnln ．
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再由
9
11 )(y ，得 






 

3
1

3
xxy ln ．

三、（满分 10 分）求不定积分  
dx

x
x

21

1arctan
．

解：  


xd
x

dx
x
x arctanarctan

arctan 1
1

1

2

.)(arctanarctanarctan

arctanarctanarctanarctan

arctanarctanarctanarctan

Cxx
x

xxdx
x

x
xdx

x











2

2
11

1

11

另 1：  









du

u
udu

u
u

udx
x
x

22

2

2 1
1

111

1
arctanarctanarctan

.)(arctan

)(arctanarctanarctan

C
x

Cuuud



 
2

2

1
2
1

2
1

另 2：  






xdxdx

x

x
dx

x
x arctan)arctan(

arctanarctan

21
2

1

1

22




Cxx  2

2
1

2
)(arctanarctan

．

另 3： uxletduu
u

udx
x
x cot)csc(

csc

arctan


  2
221

1

.)( CxCuudu   2
2

arccot
2
1

2

错解：  


xd
x

dx
x
x arctanarctan

arctan 1
1

1

2


x

xdx
x

11 arctanarctanarctanarctan

x
udu

u
ux

x
1

1

1
1

2 


 
arctan

arctanarctan

(*)
arctan

arctanarctan  
 dx

x
xx

x 21

1
1

所以， Cx
x

dx
xx


 arctan1arctan

2
11arctan

1
1

2 ．

注：不定积分的结果表达不唯一，但仅仅只差一个常数量．
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四、（满分 10 分） )(xyy  是区间 ),(  内过点 ),(
22


 的光滑曲线，且当 0 x

时，曲线上任一点处的法线都过原点；当  x0 时， )(xy 满足方程 0 xyy ．求函

数 )(xy 的表达式．

解：当 0 x 时， 22

22

0
xyy

xyy











 .)(

,
；

当  x0 时， xxxy
yy

xyy









sincos
.)(,)(

,


 000
，

所以，








.,sincos
,,)(




xxxx
xxxyy

0
022

五、（满分 10 分）假设函数 )(xf 在 ],[ 10 上连续，在 ),( 10 内二阶可导，过点 ))(,( 00 fA 与

))(,( 11 fB 的直线与 )(xfy  相交于点 ))(,( cfcC ，其中 10  c ．证明：在 ),( 10 内至少

存在一点 ，使 0 )(f ．

证：令 )())()(()()( 001 fxffxfxF  ，则

在 ],[ c0 区间上，利用 Rolle 定理， ),( c01  ，使 01  )(F ；

在 ],[ 1c 区间上，利用 Rolle 定理， ),( 12 c ，使 02  )(F ；

因此，在 ],[ 21  区间上，再次利用 Rolle 定理， ),( 21   ，

使 0 )(F ．即 0 )(f ．

六、（满分 10 分）设当 ],[ 42x 时，有不等式 xbax ln ，其中 ba, 是常数．试求 ba, 的值，

使得积分  
4

2
dxxbaxI )ln( 取得最小值．

解：由题意，知 bax  与 xln 相切于 ],[ 42 内的点 0xx  ，则有

1

0

00 1
1 













be
a

x
a

xbax

,

,ln

因此，  
4

2

4

2
26 xdxbadxxbaxI ln)ln( 22626

1   lnb
eb

．

令 0
db
dI

，得 13 lnb ，进而
3
1

a ． —— 唯一驻点

此时， I取得最小值 22632  lnlnminI ．
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七、（满分 10 分）已知曲线 L的方程 )(
,

0
4

1
2

2









t

tty
tx

．

（1）讨论 L的凹凸性；

（2）过点 ),( 01 引 L的切线，求切点 ),( 00 yx ，并写出该切线的方程；

（3）求此切线、 L（对应于 0xx  的部分）及 x轴所围成的平面图形的面积．

解：由已知，有 tytx tt 242  , ，所以

01
2
1212

2
24

32 









ttt

y
tt

ty xx , ．

（1）当 0t 时， 1x ，故曲线 L在定义域 ),[ 1 上，是向上凸函数；

（2）令切线 )( 1 xky ，由题设，有

3211
12

24

000

0

2
0

2
00













yxkt

t
k

tktt
,,,

,

),(
．

因此，所求切线的方程： 1 xy ；

（3）由题意，有





2

12
33 ydxS

3
7

6
13

2
924

2
9 1

0

2   tdttt )( ．

八、（满分 10 分）设
















10
1

01
2
32

2

2

x
e
xe

xxx
xf

x

x

,
)(

,
)( 求 

x
dttfxF

1
)()( 的表达式．

解：当 01  x 时，
2
1

2
1

2
32 32

1

2

1
  

xxdtttdttfxF
xx

)()()( ；

当 10  x 时，  


xx
dttfdttfdttfxF

0

0

11
)()()()(

.ln)ln(

)(
)(

21
12

1
1

1
12

1
1

1
2
1

12
32

00

0 2

0

1

2






















x
x

x

tx

x

t

x

t

t

ex
e
x

td
ee

x
e

td

dt
e
tedttt

所以，
















.10,
2
12ln

1
)1ln(

01,
2
1

2
1

)(
32

x
e
xex

xxx
xF

x
x
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北 京 交 通 大 学

2020-2021-1-《微积分B（上）》期末考试 参考答案

一、单选题 （本题满分 20分，共有 5道小题，每道小题 4分）

1、已知a为常数，且

ax

x

x e ,
x

    
23lim

1
则【 A 】．

（A）a  1 （B）a  1 （C）a  2 （D）a  2．

解： 1
1

21
1
3 22 






















aee

xx
x a

ax

x

ax

x
limlim ．

2、下列反常积分中收敛的是【 D 】．

（A）
e

xdx
x




ln

（B）
e

dx
x x



 ln
（C）

e

dx
x x



 ln
（D）

 e

dx
x x



 2ln
．

解：   


 2
1

2
1 2

eee
xxdx

x
xdx )(lnln)(lnln

；

   

 eee
x

x
xd

xx
dx )ln(ln

ln
ln

ln
；

  


 eee
x

x
xd

xx
dx ln

ln
ln

ln
2 ；

11
22 









e

ee xx
xd

xx
dx

ln)(ln
ln

)(ln
．

3、函数  f x 有连续的二阶导数，且    
x

f x
f , ,

x


  

0
0 0 lim 1 则【 B 】．

（A）  f 0 是  f x 的一个极大值

（B）  f 0 是  f x 的一个极小值

（C）点   , f0 0 是曲线  y f x 的拐点

（D）  f 0 不是  f x 的极值，   , f0 0 不是曲线  y f x 的拐点．

解：  f x 在 0x 处连续，且 0000  )(,)( ff ，但是无法确定是否有三阶导数．

根据极限的保号性定理，在0 点空心邻域内， )(xf  恒正，故  f x 凹．

因此， 0x 是  f x 的极小值点．
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4、设函数    
x

f x t dt , 
2

0
ln 2 则  f x 的零点个数为【 C 】．

（A）0 （B）2 （C）1 （D）4．

解： )ln()( 222 xxxf  ．

5、微分方程 xy y y xe    35 6 的特解形式为【 D 】．

（A） xAe3 （B） xAxe3

（C）   xAx B e 3 （D）   xx Ax B e 3 ．

解：特征方程： 32065 21
2  rrrr , ．

故特解形式： xxk eBAxxeBAxxy 33  )()(* ．

二、填空题 （本题满分 20分，共有 5道小题，每道小题 4分）

1．  x sin x x dx


  
1 2 5 2

1
1 

2
．

解：
2

11
1

1

21

1

252 
 








dxxdxxxx )sin( ．

2．若连续函数  f x 满足    xf x xe f x dx,  
1

0
则  f x  xxe 

1
2

．

解：设 
1

0
dxxfA )( ，则 Axexf x )( ，因此

AdxAxeA x   1
1

0
)( ，

所以，
2
1

A ，此时
2
1

 xxexf )( ．

3．极限
1 1 1

n n n n n

        
lim

2 1 2 2 2
 3ln

2
．

解： 23
2

11

2

1
2

1
22

1
12

1 1

0
1

lnlnlim...lim 



















 



dx

xn
n
knnnn

n

knn
．

4．设常数k  0，则方程
x k
x

 
ln 0在  ,0 内根的个数为 1 ．

解：中学的函数图像，显然 xy ln1 与 kxy 2 只有 1 个交点．

5．若连续函数  f x 满足    
x

f x f t dt , 0 则  f x  0 ．

解： xCexfxfxf  )()()( ，注意到 00 )(f ，故 0)(xf ．
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三、(满分 10 分) 计算  

1

0 12 xx
dx
)(

．

解 1：  







1

0

1

0

1

0 111112 xx
dx

xx
dx

xx
dx

)()()(

2
2

1
2 1

0

1

0 2





  x

x
xd arctan
)((

．

解 2：

   

x t , x t ,dx tdt .
dx tdt dt arctant .

tt tx x


     


   
   

2

1 0 1 1
2 020 1 0

1 1 2
2 2 2

1 212 1

四、(满分 10 分) 设







41
1
ty
etx t)(

，求 2

2

dx
yd

dx
dy , ．

解： ttt
t teetex  )( 1 ， 34tyt  ，

所以， tt e
t

te
t

dx
dy 23 44 




 ；

ttt e
t

tee
t

dx
yd

2

2

2

2 8414 










 
 ．

五、(满分 10 分) 求 2

3

12 )( 


x
xy 的单调区间与凹凸区间．

解： 3

2

4

322

12
3

14
1416

)(
)(

)(
)()(










x
xx

x
xxxx

dx
dy

，

令 0
dx
dy

，得 30 31  xx , ；

44

2

2

2

1
3

12
3

)()(
)(

















x
x

x
xx

dx
yd

，令 02

2


dx
yd

，得 01 x ．

x ),( 0 01 x ),( 10 12 x ),( 31 33 x )( ，3

)(xf  + 0 + ---- - 0 +

)(xf  - 0 + ---- + + +

)(xf 凸增 拐了 凹增 间断点 凹减 极小值 凹增

因此，单调增区间： ),( 1 、 )[ ，3 ；单调减区间： ],( 31 ；

凸区间： ],( 0 ； 凹区间： ),[ 10 、 )( ，1 ．
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六、(满分 10 分) 求微分方程 y y y    2 3 3的通解．

解：1）先求齐次方程 y y y   2 3 0通解：

特征方程为 r r  2 2 3 0，特征根为 r ,r ,  1 21 3

故，齐次方程的通解为： Y x xC e C e  3
1 2 ，

2）再求非齐次的特解：

设 AeAxy x  00* ，

代入原方程，得 1A ，即 1*y ，

故非齐次方程的通解为： 13
21   xx eCeCyYy * ．

七、(满分 10 分) 求极限
)ln()(

)sin(
lim

xe

dtt
x

x
t

x 


 11

21
2

0

1

0
．

解：
x

xx
x

dtt

xe

dtt x

x

x
t

xx

x
t

x 2
2)2sin1(lim

)2sin1(
lim

)1ln()1(

)2sin1(
lim

2

22 1
2

02
0

1

0

0

1

0















2
1

2

0

2)2sin1(lim 


 ex x

x
．

八、(满分 10 分) 记曲线段  x y y , x    2 2 4 0 0 1 与直线 x , x 0 1及 x轴所围成的平

面图形为D，求D的面积以及图形D绕 x轴旋转一周所成旋转体的体积．

解：1）
2
3

3
4

1

0

2  
dxxS —— 中学的圆与扇形图形面积．

或  S x dx cos tdt cos t dt .
  

        
1 2 26 6
0 0 0

34 4 2 1 2
3 2

2）
3

114
1

0

21

0

2    dxxdxyV )( ．
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北 京 交 通 大 学

2021-2022-1-《微积分B（上）》期末考试 参考答案

一、单选题（本题满分 20 分，共有 5道小题，每道小题 4分）

1、若 ( )f x 在 0x 点可导，则 ( )f x 在 0x 点处【 D 】．

（A）必可导 （B）必不可导 （C）不连续 （D）连续但不一定可导．

解：设 00  xxxf ,)( ，则选项（A）、（C）均不成立；

设 00  xxxf ,)( ，则选项（B）不成立；

由 000
00




)()(lim|)(||)(|lim xfxfxfxf
xxxx

，即 ( )f x 在 0x 点必连续，

但 |||)(| xxf  在 00 x 处不可导． 故选（D）．

2、设 ( ) 2 5 2x xf x    ，则当 0x 时【 D 】．

（A） ( )f x 是比 x高阶的无穷小量 （B） ( )f x 是比 x低阶的无穷小量

（C） ( )f x 与 x是等价无穷小量 （D） ( )f x 与 x是同阶但非等价的无穷小量．

解： 10
1

5522252
000

lnlnlnlimlim)(lim 








xx

x

xx

xx xx
xf

． 故选（D）．

3、设 ( ), ( )f x g x 有二阶导数，且 0 0( ) ( ) 0f x g x  ， 0 0( ) ( ) 0f x g x   ，则【 C 】．

（A） 0x 不是 ( ) ( )f x g x 的驻点

（B） 0x 是 ( ) ( )f x g x 的驻点，但不是它的极值点

（C） 0x 是 ( ) ( )f x g x 的驻点，且是它的极小值点

（D） 0x 是 ( ) ( )f x g x 的驻点，且是它的极大值点．

解：令 )()()( xgxfxF  ，则

)()()()()( xgxfxgxfxF  ，

)()()()()()()()()( xgxfxgxfxgxfxgxfxF  ，

故， 00  )(xF ， 020  )()()( xgxfxF ． 故选（C）．
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4、函数 xy 2sin 在R上的一个原函数与导函数分别为【 C 】．

（A） x2cos2 ， x2cos
2
1

（B） x2
2
1 cos ， x2cos2

（C） x2sin ， x2cos2 （D） x2cos ， x2cos2 ．

解： xxyxxxx 222222 cos)(sin,sincossin)(sin  ． 故选（C）．

5、下列反常积分中，收敛的是【 C 】．

（A）  

1

0 )1(
1 dx
xx

（B）  

2

1
3)1(x

dx
（C） 



e xx
dx

2)(ln
（D） dx

x
x




  21
．

解：     



  ][ln)]([)ln(ln
)(

0201
11

1
0

1
0

1

0

1

0

1

0
xx

x
dx

x
dx

xx
dx

；

  


 )]([)(
)(

1
2
11

2
1

1
2
1

22

1 3 x
x
dx

；

11
22 









e

ee xx
xd

xx
dx

ln)(ln
ln

)(ln
；

  )()()ln()( 21
22

22 1
2
11

1
1

2
1

1
















  xxd
x

dx
x
x

未定．

二、填空题（本题满分 20 分，共有 5道小题，每道小题 4分）

1．若
2(sin 2 1) , 0,

( )
, 0

axx e x x
f x

a x
  

 


在 ( , )  内连续，则a 【 －2 】．

解： 2121212
0

2

0








aaa
x

xa
x
ex

x

ax

x
)()(limsinlim ．

2．设函数 ( )y y x 是由方程 2 3ln( ) sinx y x y x   确定，则 0x
dy


【 dx 】．

解：方程两边，对 x求导，得

xdxyxdyxd
yx

cos)()( 


32
2

1
，

整理，得 xdxdyxydxxdyxdx
yx

cos)( 


32
2 321

．

再由 0x ，知 1y ，代入上式，得 dxdy  ．

3．设 ( )f x 的一个原函数为 xxe ，则 ( )xf x dx  【 2 xx e C 】．

解：由已知，得 Cxedxxfxeexexf xxxx   )(,)()( ，故

CexCxeexxedxxfxxfxxdfdxxfx xxxx   22)()()()( ．
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4．微分方程 lnyy x
x

   满足初始条件
1

0
x

y

 的特解为【 21 ln

2
y x x 】．

解：令 xxQ
x

xP ln)(,)( 



1

，则

.lnln

)(
)()(







 






 







 






xCxdx
x

xCx

dxexQCey
dxxPdxxP

2

2
11

再由 1
0

x
y


 ，知 0C ，因此，

2

2 xxy ln
 ．

5．曲线
2

3

1x t
y t

  



在 2t  处的切线方程为【 3 7y x  】．

解： txt 2 ， 23tyt  ，所以，当 2t  时， 85  yx , ，且

3
2
3

2

2

2


 tt t

t
dx
dyk ．

因此，切线方程为 )( 538  xy ，即 73  xy ．

三（10 分） 若 0x 时， 2( 1)xe ax bx   是比 2x 高阶的无穷小，求 ,a b．

解：由已知，有
2

20

( 1)lim 0


  


x

x

e ax bx
x

．

0 0

(2 )lim 0 lim[ (2 )] 0 1
2 

 
      

x
x

x x

e ax b e ax b b
x

；

0 0

2 1lim 0 lim 2 0
2 2

x
x

x x

e a e a a
 


     （ ） ．

1 , 1
2

a b   ．

四（10 分）（I）判定函数 xxexf )( 的单调性，并求其极值；（II）讨论 xaex  的实根个数．

解：（I）∵












 

,1,0
,1,0
,1,0

)1()(
x
x
x

exxf x

∴ ),1()(),1,()(  xfxf ，且极大值为
e

ff 1)1(max  ．

（II） xaex  的实根个数 xxey  与 ay  的交点个数．

由（I）及 
 xxx e
xxf lim)(lim ， （ )()(  ）
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01limlim)(lim 
 xx

L

xxx ee
xxf ，

可知 ① 当 0a 或
e

a 1
 时，原方程只有一个实根；

② 当
e

a 10  时，原方程有两个实根；

③ 当
e

a 1
 时，原方程没有实根．

五（10 分） 设函数 ( )y y x 由方程 ln 0y y x y   确定，试判断曲线 ( )y y x 在点 ),( 11 附近

的凹凸性．

解：由 0 yxyy ln ，易知
8
11

2
1

2
1

3 





 )(,
)ln(

,
ln

y
yy

y
y

y ．

再由二阶导数 y在 1x  附近是连续函数，由
1(1)
8

y   可知在 1x  附近 0y  ，

故曲线 ( )y y x 在 1x  附近是凸的．

六（10 分） （I）求曲线 xy ln 与其在点 ),( 1e 处的切线、 x轴所围成的平面图形G的面积 A；

（II）求上述平面图形G绕 x轴旋转所得的旋转体的体积V ．

解：（I）∵ y , y ( e )
x e

  
1 1

，

∴切线方程为 )(11 ex
e

y  ，即
e
xy  ．


e

xdxeA
1

ln
2

1
2

|)]1(ln[
2 1 

exxe e ．

（II） 
e

xdxeV
1

2ln
3
1  ]1ln2|ln[

3
1

1
1

2 dx
x

xxxxe
e

e   

]|)1(ln2[
3
1)ln2(

3
1

1
1

e
e

xxeedxxee   

)
3

1(2)2(
3
1 eee   ．

七（10 分） 求微分方程 xyy  的通解．

解：原方程对应的齐次方程为 0 yy ，
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特征方程为 2 1 0r   ，特征根为 1 21, 1.r r   齐次方程的通解为

1 2 .x xY C e C e 

原方程有一个特解 ,y x   故原方程的通解为

1 2 .x xy Y y C e C e x     

八（10 分） 设 ( )f x 连续且不恒等于零，且
1 2

0 0
( ) ( ) ( )

x
f x f t dt tf t dt   ，求 ( )f x ．

解： ( ) ( ) ( ) xf x f x f x Ce    ， （3+2） ...... 5 分

又
1 2
0

(0) ( )f tf t dt  ，即 ...... 7 分

)()( 1
4

2
21

0

221

0
  eCdxteCdxttfC t

又 0C  ，则
1

4
2 


e

C ． ...... 9 分

所以， xe
e

xf
1

4
2 

)( ． ..... 10 分



E-mail：gcfeng@bjtu.edu.cn 微信：Dulbert QQ：2306567999

第 32 页 共 42 页 可能有笔误，请谅解

北 京 交 通 大 学

2022-2023-1-《微积分B（上）》期末考试 参考答案

一、单项选择题（每小题 4分，满分 20 分）

1．设  
  xx , x ,

f x b, x ,

x a , x
x


  


 

  


1

1 0
0

1sin 0

在 x  0处连续，则（ D ）．

（A）a b e  （B）a b e  1 （C）a b e   1 （D）a b e    1．

2．设  
 

xae , x ,
f x

b x , x

  
  

0
ln 1 0

若 f 在 x  0处可导，则（ B ）．

（A）a ,b   1 1 （B）a ,b 1 1 （C）a ,b 2 2 （D）a ,b 2 1．

3．设常数k  0，则函数   xf x x k
e

  ln 在  ,0 内零点个数为（ B ）．

（A）3 （B）2 （C）1 （D）0．

4．设      
x xf x t dt , g x e x ,

 
    

1 1

0
ln 1 1 则当 x 0时，  f x 是  g x 的（ B ）．

（A）等价无穷小 （B）同阶但非等价无穷小

（C）高阶无穷小 （D）低阶无穷小．

5．微分方程 xy y y xe    35 6 的特解形式为（其中 A,B为常数）（ D ）．

（A） xAe3 （B） xAxe3 （C）   xAx B e 3 （D）   xx Ax B e 3 ．

二、填空题（每小题 4分，满分 20分）

1． x
dx
e




0 1
ln2 ．

2．由方程  x y y x  2sin cos 确定的曲线 L在点  ,0 0 处的切线方程是 0x y  ．

3．设 ( )f x 满足
 

sin x dx cos x C ,
f x

  3 则  f x dx 
1 tan
3

x C  ．

4．  x sin x x dx


  
1 2 5 2

1
1

2


．
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5．极限
n n n n n

       

1 1 1lim
2 1 2 2 2

 的值是
3ln
2

．

三、（满分 10 分）如果
x

x ax b ,
x

 
 



2

22

1lim
4 4

求a ,b.

解：

 
x

x x

x ax b a b ,

x ax b x a a ,
x x



 

     

   
   



2

2

2

22 2

lim 4 2 0

2 4 1lim lim
4 2 4 4

所以a ,b . 5 6

四、（满分 10 分）函数  y y x 由参数方程

x t t ,
ty t

 



 

3

2arctan

3
所确定，求

dy d y, .
dx dx

2

2

解：

 

dy t t ,
dx

t
t td y t .

dx t
t


  





 




2
2

2

22

2 2

2

1 121
1

2 12
2 11

1

 

dy t t ,
dx

t
t td y t .

dx t
t


  





 




2
2

2

22

2 2

2

1 121
1

2 12
2 11

1

五、（满分 10 分）设 x , 0 求处处满足不等式 x A xln 的最小正数 A.

解：设   xf x ,
x


ln

则  
x x

xx xf x ,
x x


   3

2

1 1ln
2 - ln2

2

当 x 2 ln 0，即 x e 2时，  f x 取最大值
e
2
，所以 A .

e

2

六、（满分 10 分）求解常微分方程的初值问题：
 

 
x dy xy x dx,

y .

  




2 2

1 1

解：易知
dy y
dx x

  
1 1，

 

dx dx
x xy e e dx C

x C x

       
 

 


1 1

ln

代入  y 1 1，得C  1，因此，  y x x . 1 ln

七、（满分 10 分）过点  ,0 1 作曲线 L : y x ln 的切线，切点为 A，又 L与 x轴交于B点．区
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域D由 L与直线 AB围成．求D的面积及D绕 x轴旋转一周所得旋转体的体积．

解：设  A x , x0 0ln ，切线斜率
x0

1
，切线方程为

 y x x x
x

  0 0
0

1ln ，

代入  ,0 1 点得 x e 2
0 ，  A e ,2 2 ， AB的方程为

 y x
e

 
2
2 1
1

．

 

   

 

e

e
e

S x x dx
e

x x x
e

e e

     

   


    


2

2
2

21

2
21

1

2 2

2ln 1
1

1ln 1 1
1

1 1 2

 

   

     

e

e

V xdx e

x x x e

e e e

 

 

  

  

    

     


2

2

2 2 2

1

2 2

1

2 2 2

1ln 2 1
3

4ln 2ln 2 1
3

4 22 1 1 1
3 3

八、（满分 10 分）设 a , 1 求积分   xI a x a e dx


 
1 2

1
取最小值时a为何值．

解：需要去掉绝对值，因此，有

 

   

   

   

       

 

x

a x x

a

a x x

a

a
ax x x x

a
a

a a

a

I a x a e dx

a x e dx x a e dx

a x de x a de

a x e e dx x a e e dx

a e e e a e e e

e e e a e e










 

 

 

   

   

     

        

    


 

 

 

1 2

1
12 2

1

12 2

1

1
12 2 2 2

1
1

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

1 1
2 2
1 1 1 1
2 2 2 2
1 1 1 11 1
2 4 2 4

1 1 1 3
2 2 4 4

   aI a e e e   2 2 21
2

当  ae e e , 2 2 21
2

即  a e e 2 21 1ln
2 2

时，  I a 取最小值．
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北 京 交 通 大 学

2023-2024-1-《微积分B（上）》期末考试 参考答案

一、单选题（本题满分 20 分，共有 5道小题，每道小题 4分）

1、














14

1
313

x

x
xx

bax
xf

,

,)( 在 1x 处连续，则 ba, 用数组 ),( ba 表示为【 】．

（A） ),( 22  （B） ),( 22 （C） ),( 22  （D） ),( 22 ．

解：
)()(

))((limlim
313

313
313 11 







 xx
xxbax

xx
bax

xx

4
1
22

12
4

11










 )(
lim

)(
)(lim

x
bax

x
bax

xx
．

所以， 22  ba , ． 故选（A）．

2、设函数










0
03

xx
xex

xf
x

,
,

)( ，则 )(xf 在 0x 处【 】．

（A）可导 （B）连续但不可导

（C）左可导但右不可导 （D）右可导但左不可导．

解： 100
00





 x
x

x
fxff

xx
lim)()(lim)( ；

000 2

0

3

00



 






x

x

x

xx
ex

x
ex

x
fxff limlim)()(lim)( ． 故选（B）．

3、方程 0133  xx 在定义域内【 】．

（A）无实根 （B）有唯一实根

（C）有两个实根 （D）有三个实根．

解：由 033 2  xxf )( ，得驻点： 1x ，并有

1131  )(,)( ff ． 故选（D）．

4、设函数








 
00

011
02

2

x

xdte
xxf

x t

,

,)()( 则  )(0f 【 】．



E-mail：gcfeng@bjtu.edu.cn 微信：Dulbert QQ：2306567999

第 36 页 共 42 页 可能有笔误，请谅解

（A）1 （B）
3
1

（C）
3
2

（D）0．

解：
3
1

3
1100 203

0

00

2
2














x

e
x

dte

x
fxff

x

x

x t

xx
lim

)(
lim)()(lim)( ． 故选（B）．

5、按待定函数法，微分方程 xeyyy x 3102 cos 的一个特解形式为【 】．

（A） )sincos( xBxAe x 33  （B） xAe x 3cos

（C） )sincos( xBxAxe x 33  （D） xAxe x 3cos ．

解：对应的齐次方程的特征方程 01022  rr ，特征根 ir 3121 , ． 故选（C）．

二、填空题（本题满分 20 分，共有 5道小题，每道小题 4分）

1、广义积分 
 

0

2

dxxe x 【 】．

解：  
2
110

2
1

2
1

2
1

00

2

0

222


    )()( xxx exdedxxe ．

2、已知曲线 L的参数方程为










2
ty

tx

sin

cos
，则曲线 L在

2


t 处的法线方程为【 】．

解：当
2


t 时，曲线 L上的点为 ),(
2
20 ，且 22

22
1

2
2







 


t
t

t
t

dy
dxk

cos

sin
，

故所求法线方程为： xy 22
2
2
 ，或 02242  xy ．

3、已知
x
xcos
是 )(xf 的一个原函数，则  dx

x
xxf cos)( 【 】．

解： C
x
xC

x
x

x
xd

x
xdx

x
xxf   2

2
2

22
1 cos)cos(coscoscos)( ．

4、积分 
2

11 xdxI ln 与 
2

12 2 dxxI )ln( 的大小关系是【 】．

解：当 ],[ 21x 时，有 xxx lnlnln)ln(  22 ，故 12 II  ．

5、 




n

i

n
i

n
e

n
i

1
2

2)(
lim 【 】．

解： )(limlim
)()(

1
2
1

2
11 1

0

2

1

1

0
1

2

22
22

  






edxedxxe

n
e

n
ie

n
i x

n

i

xn
i

n

n

i

n
i

n
．
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三、(满分 10 分) 当 0x 时， 11 2
32  )()( axx 和 xx cos)( 1 满足 )(~)( xx  ．试

确定a的值．

解：当 0x 时，

222
32

2
11

2
311 xxxaxaxx ~cos)(,~)()(   ．

由 13
0




a
x
x

x )(
)(lim




，故
3
1

a ．

四、(满分 10 分) 设 )(xyy  由方程 exye yx  所确定，求 )(0y  ．

解：将方程 exye yx  两端对 x求导，得

01  yxyye yx )( ， *

上式（*）两端再对 x求导，得

021 2   yxyeyye yxyx )( ， **

将 0x 代入方程 exye yx  ，得 10 )(y ．

再将 0x ， 10 )(y 代入方程（*），得 10 1  ey )( ，

最后，将 0x ， 1y 及 10 1  ey )( 代入方程（**），

得 )(0y  212   ee ．

五、(满分 10 分) 研究函数 xxy  在 ),.( 10 内的最大值与最小值．

解：由 01  )(ln xyy ，得 1 ex ．

当 110  ex. 时， 0y ，故 xxy  在 ],.( 110 e 上单调递减；

当 1 ex 时， 0y ，故 xxy  在 ),[ 1e 上单调递增；

因此， xxy  在 1 ex 处取得最小值 e
1

e
1e   )(min yy ；

再由 

y

x
lim ，故函数 xxy  在 ),.( 10 内，无最大值．

六、(满分 10 分) 求微分方程 02  xyyx 的通解．

解：1）若 0x ，则 0y ，即 1Cy  ．

2）若 0x ，将方程转化为 xy
x

y 
1

，于是有
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





  


dxexQCey

dxxPdxxP )()(
)(

  21 xCxdxCe x  ln

所以， 32
211

32

3
1

3
1

2
xxCCCxxCy  ． （设 22CC  ）

注：方法不唯一．利用欧拉法（令 tex  换元）或降阶法（有 x无 y，设 )(xpy  换元），

已可以求解微分方程，最终结果应该一样．

七、(满分 10 分) 求抛物线 )( xy  332 及抛物线在 ),( 30 处的切线和 x轴所围成的平面图形

绕 x轴旋转一周而成的立体的体积．

解：由已知，有 32  yy ，因此，
2
10  )(y ，

所以，过 ),( 30 的切线方程为： xy
2
13  ．

该切线与 x轴的交点坐标为 ),( 06 ．

因此， 
3

0

22 63
3
1 dxyV  ．

2
9

2
2718   ．

八、(满分 10 分) 求函数  
x

tdttxf
1

1 arctan)()( 的极小值．

解：易知函数 )(xf 在 ),(  上显然连续．

再由 01  xxxf arctan)()( ，得 01 21  xx , ．

当 1x 时， 0y ，故 )(xf 在 ],( 1 上单调递增；

当 01  x 时， 0y ，故 )(xf 在 ],[ 01 上单调递减；

当 0x 时， 0y ，故 )(xf 在 ),[ 0 上单调递增；

因此， )(xf 在 1x 处取得极大值 011
1

1
 




tdttf arctan)()( ；

)(xf 在 0x 处取得极小值  
0

1
10 tdttf arctan)()( ．

计算有
2
1ln2arctan)1()0()(min

0

1


  tdttfxf ．



E-mail：gcfeng@bjtu.edu.cn 微信：Dulbert QQ：2306567999

第 39 页 共 42 页 可能有笔误，请谅解

北 京 交 通 大 学

2024-2025-1-《微积分B（上）》期末考试 参考答案

一、单选题（本题满分 20分，共有 5道小题，每道小题 4分）

1．设函数














1,

1,
1

32
)(

2

xa

x
x

xx
xf 在 1x 处连续，则常数 a 【 】．

（A）0 （B） 2 （C） 4 （D） 2．

解： 4
1
22lim

1
32lim

1

2

1










x
x

xx
xx

，所以， 4a ． 故选（C）．

2．设 1
2cos1
)(lim

0


 x
xxf

x
，其中 0)0( f ，则  )0(f 【 】．

（A）0 （B）1 （C） 2 （D）4．

解： 1)0(
2
1)(lim

2
1

2
)2(
)(lim

2cos1
)(lim

0200


 
f

x
xf

x
xxf

x
xxf

xxx
． 故选（C）．

3．设常数k  0，则函数   xf x x k
e

  ln 在  ,0 内零点个数为【 】．

（A）3 （B）2 （C）1 （D）0．

解：由 011)( 



xe
xe

ex
xf ，得驻点 ex  ．

当 ex 0 时， 0y ，故   xf x x k
e

  ln 在 ],0( e 上单调递增；

当 ex  时， 0y ，故   xf x x k
e

  ln 在 ),[ e 上单调递减；

再由 


)(lim
0

xf
x

， 01)ln()(  kkeef ， 


)(lim xf
x

． 故选（B）．

4．设函数 )(xf 连续， 0x ，且 )1()( 2

0

2

 xxdttf
x

，则 )2(f 【 】．

（A）4 （B） 2212  （C）
2
231 （D） 2212  ．

解：等式两边对求导，得

xxxxf 232)( 22  ，即
2
23)( 2 


xxf ．

所以，令 2x ，则
2
231

2
223)2( 


f ． 故选（C）．
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5．按待定函数法，微分方程 xxeyyy 265  的一个特解应具有形式【 】．

（A） xAxe 2 （B） xeBAx 2)(  （C） xeCBxAx 22 )(  （D） xeBAxx 2)(  ．

解：对应的齐次方程的特征方程 0652  rr ，特征根 3,2 22,1  rr ． 故选（B）．

二、填空题（本题满分 20分，共有 5道小题，每道小题 4分）

6．若
20

2 


  dxe x ，则 




 dxex x22 【 】．

解：   















  dxexexdedxex xxxx 2222

2
1

2
1

2
12

2
0

0

2 
 

  dxe x ．

7．曲线








ty
tx

3

3

sin
cos

在
4


t 对应的点处的切线方程为【 】．

解：当
4


t 时，曲线 L上的点为 )
4
2,

4
2( ，且 1

cossin3
sincos3

4

2

2

4






 
tt tt

tt
dx
dyk ，

故所求切线方程为： )
4
2(

4
2

 xy ，或
2
2

 yx ．

8．设 ttf cos)(ln  ，则 


 dt
tf
tft
)(
)(

【 】．

解：  


dttftfttftddt
tf
tft )(ln)(ln)](ln[
)(
)(

Cttttdttt   sincoscoscos ．

9． 



 xx
ee x

x sin3sin
lim




【 】．

解：
xx

xe
xx

ee
xx

ee
x

xx

x

x

x sin3sin
lim

sin3sin
)1(lim

sin3sin
lim






























22coscos33cos
1lim








ee

xx
e

x











．

10．  


3 23 23 23 2
2 ...321lim nnnnn

nn
【 】．

解：  


3 23 23 23 2
2 ...321lim nnnnn

nn  





n

kn
dxx

nn
k

1

1

0

33

4
31lim ．



E-mail：gcfeng@bjtu.edu.cn 微信：Dulbert QQ：2306567999

第 41 页 共 42 页 可能有笔误，请谅解

三、（满分 10 分） 设








0,
,0,sin

)( 2 xbe
xax

xf x ，确定常数 ba, ，使 )(xf 在 0x 处可导．

解：由已知， )(xf 在 0x 处连续，故由

bfff  1)00(,0)0(,0)00( ，知 1b ．

再由 )(xf 在 0x 处可导，以及

a
x
ax

x
fxff

xx










0sinlim)0()(lim)0(
00

；

201lim)0()(lim)0(
2

00








 x
e

x
fxff

x

xx
，知 2a ．

综上所述， 2a ， 1b ．

四、（满分 10 分） 设 )( yxfy  ， )(xf  存在，且 1)(  xf ，求 y  ．

解：方程 )( yxfy  两边同时对 x求导，得

)1()(
dx
dyyxf

dx
dy

 ， 整理，得
f

f
dx
dy





1

． （*）

式（*）两边，再同时对 x求导，得

.
)1(

)1(
)1()1)(1(

1

3

2

/

2

2

f
f

f
ffyfyf

f
f

dx
dy

dx
d

dx
yd

x































五、（满分 10 分） 求 xxexf )( ，在 ),(  内的最值．

解：由 0)1()(   xxx exxeexf ，得 1x ．

当 1x 时， 0)(  xf ，故 xxexf )( 在 ),1[  上单调递减；

当 1x 时， 0)(  xf ，故 xxexf )( 在 ]1,( 上单调递增；

因此， xxexf )( 在 1x 处，取得最大值
e
1)1(max  ff ；

再由 


)(lim xf
x

，故函数 xxexf )( 在 ),(  内，无最小值．

六、（满分 10 分） 求微分方程 xyy 3cos9  的通解．

解：1）先求齐次方程 09  yy 通解：
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特征方程为 092 r ，易知特征根为 3,3 21  rr ．

故，齐次方程的通解为： Y xx eCeC 3
2

3
1  ．

2）再求非齐次的特解：

设 )3sin3cos(* 0 xBxAxy  ，

代入原方程，得 0,
18
1

 BA ，即 xy 3cos
18
1*  ．

故非齐次方程的通解为： xeCeCyYy xx 3cos
18
1* 3

2
3

1   ．

七、（满分 10 分） 设曲线 baxxy  3 与直线 1,1  xx 及 x轴围成一个平面图形，该图

形绕 x轴旋转得到一个旋转体．问当 ba, 为何值时该旋转体的体积最小？

解：由已知，有  


1

1

231

1

2 )( dxbaxxdxyV  -- 5分．









1

0

22246

1

1

222346

)2(2

)222(

dxbxaaxx

dxbabxxabxaxx











 

175
4)

5
3(

3
12 22 ba ． -- 8分．

即当 0,
5
3

 ba 时，
175
8

min


V ． --10分．

八、（满分 10 分） 设函数 )(xf 在 1x 上是正值连续函数．

试求函数  



 

x
dttft

t
x

x
xF

1
)()ln2()ln2()( 在 1x 时的最小值．

解：易知函数  
xx

dttft
t

dttfx
x

xF
11

)()ln2()()ln2()( 在 ),1[  上可导．

再由 0)()2()(
1

2   x
dttfxxxF ，得 2,1 21  xx ．

当 21  x 时， 0)(  xF ，故 )(xF 在 ]2,1[ 上单调递减．

当 2x 时， 0)(  xF ，故 )(xf 在 ),2[  上单调递增．

因此， )(xF 在 2x 处取得最小值 )2(F ．
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